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@ Mise en place
o Cadre et rappels



On considére I'application v, : Z* — N définie par n = p*(Mm; elle
s'étend de maniére naturelle a Q (avec la convention v,(0) := +00).



On considére I'application v, : Z* — N définie par n = p*(Mm; elle
s'étend de maniére naturelle a Q (avec la convention v,(0) := +00).
L'application | - |, : Q — Q4 définie par |r|, == p~ (") définit une
métrique sur Q; on note Q, son complété.



On considére I'application v, : Z* — N définie par n = p*(Mm; elle
s'étend de maniére naturelle a Q (avec la convention v,(0) := +00).
L'application | - |, : Q — Q4 définie par |r|, == p~ (") définit une
métrique sur Q; on note Q5 son complété. L'application v, s'étend
également a Q, ; on note

Zp = {x € Qp: vp(x) >0}



On considére I'application v, : Z* — N définie par n = p*(Mm; elle
s'étend de maniére naturelle a Q (avec la convention v,(0) := +00).
L'application | - |, : Q — Q4 définie par |r|, == p~ (") définit une
métrique sur Q; on note Q5 son complété. L'application v, s'étend
également a Q, ; on note

Zp = {x € Qp: vp(x) >0}

L'anneau Z, est principal : ses idéaux sont les (p"”) pour n > 0. De
plus, I'idéal pZ, est un idéal maximal de Z ; le corps résiduel vérifie

Lp/pLp ~7/pL ~TF,



@ Mise en place

@ Produit amalgamé de deux groupes



Produit amalgamé

Soient H, H', K trois groupes et soient ¢ : K — H, ¢ : K — H’
deux morphismes.



Produit amalgamé

Soient H, H', K trois groupes et soient ¢ : K — H, ¢ : K — H’
deux morphismes.

Théoreme

Il existe un unique groupe G et des uniques morphismes h: H — G,
h :H — G tels que :

eonahop=~Hod;




Produit amalgamé

Soient H, H', K trois groupes et soient ¢ : K — H, ¢ : K — H’
deux morphismes.

Théoreme

|
.

Il existe un unique groupe G et des uniques morphismes h: H — G,
h :H — G tels que :
eonahop=~Hod;
o (PU) si G est un groupe et si h: H— G, i : H' — G sont
deux morphismes qui vérifient ho o= W o ¢’ alors il existe un
unique morphisme f : G — G tel que h=foheth =fo h’




Produit amalgamé

Soient H, H', K trois groupes et soient ¢ : K — H, ¢ : K — H’
deux morphismes.

Théoreme

|
.

Il existe un unique groupe G et des uniques morphismes h: H — G,
h :H — G tels que :
eonahop=~Hod;
o (PU) si G est un groupe et si h: H— G, i : H' — G sont
deux morphismes qui vérifient ho o= W o ¢’ alors il existe un
unique morphisme f : G — G tel que h=foheth =fokH.

y

Définition (Produit amalgamé)

On dit que le groupe obtenu est le produit amalgamé de H et H’
suivant K au moyen de ¢, ¢ ; on le note H xx H'.




Produit amalgamé




Produit amalgamé

Démonstration du théoreme

Le groupe suivant convient :
G := (HIL H' : relations dans H, H' et ¢(y)¢'(y) ! Vy € K)

avec h, ' =id




Produit amalgamé

Démonstration du théoreme

Le groupe suivant convient :
G := (HIL H' : relations dans H, H' et ¢(y)¢'(y) ! Vy € K)

avec h, W =id; la PU garantit I'unicité.




@ Mise en place

@ Le théoréme principal



Le théoreme

Théoréme (lhara)

On a I'isomorphisme suivant :

SL2(Qp) ~ SL2(Zp) E SL2(Zp)




Le théoreme

Théoréme (lhara)

On a I'isomorphisme suivant :

SL2(Qp) ~ SL2(Zp) E SL2(Zp)

ou M:={(25) € SLa(Zp) : c € (p)}




Le théoreme

Théoréme (lhara)

On a I'isomorphisme suivant :

SL2(Qp) ~ SL2(Zp) E SL2(Zp)

ou I:={(25) € SLx(Zp) : c € (p)}, I'amalgame se faisant suivant
les morphismes suivants :




@ Mise en place

@ Réseaux, classes de réseaux



Réseaux

Soit V' un QQp-espace vectoriel de dimension 2.



Réseaux

Soit V' un QQp-espace vectoriel de dimension 2.

Définition (Réseau)

Un réseau de V est un sous-Z,-module L de V' de type fini qui
engendre V en tant que QQ,-espace vectoriel.




Réseaux

Soit V' un QQp-espace vectoriel de dimension 2.

Définition (Réseau)
Un réseau de V est un sous-Z,-module L de V' de type fini qui
engendre V en tant que QQ,-espace vectoriel.

Proposition
Tout réseau de V' est un Z,-module libre de rang 2.




Réseaux

Soit V' un QQp-espace vectoriel de dimension 2.

Définition (Réseau)

Un réseau de V est un sous-Z,-module L de V' de type fini qui
engendre V en tant que QQ,-espace vectoriel.

Proposition

Tout réseau de V est un Zy-module libre de rang 2.

Le groupe Q}, agit par multiplication a gauche sur I'ensemble des
réseaux de V et I'on définit I'ensemble des orbites :

X := {réseaux de V}/Qz



Réseaux

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :




Réseaux

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :
o l'CL:




Réseaux

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :
o l'CL:

@ L/L' est monogene.




Réseaux

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :
o l'CL:

@ L/L' est monogene.

v

Démonstration

e Soit L"” € N\ et soit (e1, &) une Zp-base de L”. Il existe
a€Zp\{0} tel que ae; € L

\




Réseaux

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :
o l'CL:

@ L/L' est monogene.

v

Démonstration

e Soit L"” € N\ et soit (e1, &) une Zp-base de L”. Il existe
a€Zp\ {0} tel que agj € L : avec L' := al” € N on a bien
L'CL.

\




Réseaux

Lemme

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :
o l'CL:

@ L/L' est monogene.

v

Démonstration

e Soit L"” € N\ et soit (e1, &) une Zp-base de L”. Il existe
a€Zp\ {0} tel que agj € L : avec L' := al” € N on a bien
L' CL.

e Si L' C L, par le théoréme de la base adaptée il existe (e1, )
tels que L = Zpe1 ® Zpex et L' = Zyp™e; & Zpp™ep avec
n; 2 0

\




Réseaux

Lemme

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :
o l'CL:

@ L/L' est monogene.

v

Démonstration

e Soit L"” € N\ et soit (e1, &) une Zp-base de L”. Il existe
a€Zp\ {0} tel que agj € L : avec L' := al” € N on a bien
L'CL.

e Si L' C L, par le théoréme de la base adaptée il existe (e1, )
tels que L = Zpe1 ® Zpex et L' = Zyp™e; & Zpp™ep avec
n; > 0, en particulier L/L' ~ Z,/p™Z, & Zp/p™Zp

\




Réseaux

Soient A,\" € X et soit L € A. Il existe L’ € N\ tel que :
o l'CL:

@ L/L' est monogene.

v

Démonstration

e Soit L"” € N\ et soit (e1, &) une Zp-base de L”. Il existe
a€Zp\ {0} tel que agj € L : avec L' := al” € N on a bien
L'CL.

e Si L' C L, par le théoréme de la base adaptée il existe (e1, )
tels que L = Zpe1 ® Zpex et L' = Zyp™e; & Zpp™ep avec
n; > 0, en particulier L/L' ~ Z,/p™Zp ® ZLp/p™ZLp ; le réseau
p~min(n) [’ convient.




Distance entre deux réseaux

Proposition / Définition

L'entier n vérifiant L/L' ~ Z,/p"Z, ne dépend que de A et A; on
le note d(A,N\).




Distance entre deux réseaux

Proposition / Définition

L'entier n vérifiant L/L' ~ Z,/p"Z, ne dépend que de A et A; on
le note d(A,N\).

Remarque

En particulier :
e dANN)=0 << A=N;




Distance entre deux réseaux

Proposition / Définition

L'entier n vérifiant L/L' ~ Z,/p"Z, ne dépend que de A et A; on
le note d(A,N\).

Remarque

En particulier :
e dAN)=0 <= A=N;
o dANN)=1 < ilexiste Le A\, L' e N, L' C L tels que
L/ ~F, (~Z/pZ ~ ZLp/pZp).




Q Démonstration du théoréme principal
@ Un autre théoréme
@ Application a notre probleme



9 Démonstration du théoréme principal
@ Un autre théoréme



Un autre théoréme

Notons G := SL(V); le groupe G agit sur I'ensemble X des classes
de réseaux.



Un autre théoréme

Notons G := SL(V); le groupe G agit sur I'ensemble X des classes
de réseaux.

Théoréme

Si A, N € X vérifient d(A,\') =1, le groupe G est la somme de ses
sous-groupes Gp et Gy amalgamée suivant Gz a) (au moyen des
inclusions).




Un autre théoréme

Notons G := SL(V); le groupe G agit sur I'ensemble X des classes
de réseaux.

Théoréme

Si A, N € X vérifient d(A,\') =1, le groupe G est la somme de ses
sous-groupes Gp et Gy amalgamée suivant Gz a) (au moyen des
inclusions).

Reste donc a :

@ montrer que cet amalgame est le méme que le
SLo(Zp) #r SLo(Zp) précédent



Un autre théoréme

Notons G := SL(V); le groupe G agit sur I'ensemble X des classes
de réseaux.

Théoréme

Si A, N € X vérifient d(A,\') =1, le groupe G est la somme de ses
sous-groupes Gp et Gy amalgamée suivant Gz a) (au moyen des
inclusions).

Reste donc a :

@ montrer que cet amalgame est le méme que le
SLo(Zp) #r SLo(Zp) précédent

@ démontrer ce théoreme



Un autre théoréme

Notons G := SL(V); le groupe G agit sur I'ensemble X des classes
de réseaux.

Théoréme

Si A, N € X vérifient d(A,\') =1, le groupe G est la somme de ses
sous-groupes Gp et Gy amalgamée suivant Gz a) (au moyen des
inclusions).

Reste donc a :

@ montrer que cet amalgame est le méme que le
SLa(Zp) #r SL2(Zp) précédent (pas trop dur);

@ démontrer ce théoreme



Un autre théoréme

Notons G := SL(V); le groupe G agit sur I'ensemble X des classes
de réseaux.

Théoréme

Si A, N € X vérifient d(A,\') =1, le groupe G est la somme de ses
sous-groupes Gp et Gy amalgamée suivant Gz a) (au moyen des
inclusions).

Reste donc a :

@ montrer que cet amalgame est le méme que le
SLa(Zp) #r SL2(Zp) précédent (pas trop dur);

e démontrer ce théoréme (plus dur).



e Démonstration du théoréme principal

@ Application a notre probleme



Stabilisateur Gp



Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp. \




Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp. \

Remarque

Cela ne serait plus nécessairement vrai avec G = GL(V).




Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp. \

Remarque

Cela ne serait plus nécessairement vrai avec G = GL(V).

SiLe e X etsiB est une Zp-base de L alors G, % SLo(Zp).

matp




Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp.

Remarque
Cela ne serait plus nécessairement vrai avec G = GL(V).

Lemme

SiLeAe X etsi B est une Zpy-base de L alors G, % SLo(Zp).

matp

Démonstration

L'application matp : G — SL2(Qp) est un isomorphisme sur son
image, il reste donc a montrer que c'est SLa(Zp) :




Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp.

Remarque
Cela ne serait plus nécessairement vrai avec G = GL(V).

Lemme

SiLeAe X etsi B est une Zpy-base de L alors G, % SLo(Zp).

matg
L'application matp : G — SL2(Qp) est un isomorphisme sur son

image, il reste donc a montrer que c'est SLa(Zp) :

o si (25) =matp(s) alors se; = ae; + cer € L




Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp.

Remarque
Cela ne serait plus nécessairement vrai avec G = GL(V).

Lemme

SiLeAe X etsi B est une Zpy-base de L alors G, % SLo(Zp).

matg
L'application matp : G — SL2(Qp) est un isomorphisme sur son

image, il reste donc a montrer que c'est SLa(Zp) :

o si(2 3) = matg(s) alors se; = ae; + ce; € L donc a,c € Zj

et ainsi (25) € SLy(Z,);




Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp.

Remarque
Cela ne serait plus nécessairement vrai avec G = GL(V).

Lemme

Si Le A€ X etsiB est une Zpy-base de L alors G —— SLy(Zp).

matp

4
7 .

Démonstration

L'application matp : G — SL2(Qp) est un isomorphisme sur son
image, il reste donc a montrer que c'est SLa(Zp) :

o si(2 3) = matg(s) alors se; = ae; + ce; € L donc a,c € Zj

et ainsi (25) € SLy(Z,);
o si matg(s) € SLy(Zp) alors on asL C L




Stabilisateur Gp

Pour Le A € X on a G = Gp.

Remarque
Cela ne serait plus nécessairement vrai avec G = GL(V).

Lemme

Si Le A€ X etsiB est une Zpy-base de L alors G —— SLy(Zp).

matp

4
7 .

Démonstration

L'application matp : G — SL2(Qp) est un isomorphisme sur son
image, il reste donc a montrer que c'est SLa(Zp) :

o si(2 3) = matg(s) alors se; = ae; + ce; € L donc a,c € Zj

et ainsi (25) € SLy(Z,);
o si matp(s) € SLa(Z,) alorson asL C Lets 1L C L dou
s € Gy.




Stabilisateur Gy

Soient Zpe1 @ Zpes = L € N € X, B := (e1, e); on vient de voir
que G % SLo(Zp).
matp



Stabilisateur Gy

Soient Zpe1 @ Zpes = L € N € X, B := (e1, e); on vient de voir
que G, % SLy(Zp). Soit L' := Zper & Zppes : on a
matp

L/ ~0® Zp/pZp ~TF, donc d(A,N') = 1.



Stabilisateur Gy

Soient Zpe1 @ Zpes = L € N € X, B := (e1, e); on vient de voir
que G, % SLy(Zp). Soit L' :=Zpe1 & Zppes : on a
matp

L/ ~0® Zp/pZp ~TF, donc d(A,N') = 1.

Lemme

Pour s € SL(V), en notant matgs = (25) on a:

a,d € Zp
s € Gy ssi c € Zpp
bepr*




Stabilisateur Gy

Soient Zpe1 @ Zpes = L € N € X, B := (e1, e); on vient de voir
que G, % SLy(Zp). Soit L' := Zper & Zppes : on a
matp

L/ ~0® Zp/pZp ~TF, donc d(A,N') = 1.

Lemme

Pour s € SL(V), en notant matgs = (25) on a:

a,d € Zp
s € Gy ssi c € Zpp
bepr*

v

Démonstration

Supposons que s € Gys. Ainsi, sL.’ = L’ donc en particulier
s(pey) =bp-e1+d-pe €' =Zye1 & Zppey

\




Stabilisateur Gy

Soient Zpe1 @ Zpes = L € N € X, B := (e1, e); on vient de voir
que G, % SLy(Zp). Soit L' := Zper & Zppes : on a
matp

L/ ~0® Zp/pZp ~TF, donc d(A,N') = 1.

Lemme

Pour s € SL(V), en notant matgs = (25) on a:

a,d € Zp
s € Gy ssi c € Zpp
bepr*

| \

Démonstration

Supposons que s € Gys. Ainsi, sL.’ = L’ donc en particulier

s(pex) =bp-e1+d-pe e L' =Zper @ Zppey donc bp € Zp, et

d € Zp. De méme on trouve a € Z, et ¢ € Zpp; on Vérifie que ces
conditions sont suffisantes.

v




Démonstration du théoréme principal

Considérons maintenant |'isomorphisme suivant :
f: | matp(Gr) — SLa(Zp)
a b . a pb
c d p~lc d

(remarquons que f dans les matrices a coefficients dans Zj, par le
lemme précédent).



Démonstration du théoréme principal

Considérons maintenant |'isomorphisme suivant :

f: | matp(Gr) — SLa(Zp)

a b . a pb
c d p~lc d

(remarquons que f dans les matrices a coefficients dans Zj, par le
lemme précédent). Par le théoréme on a G ~ G, *G,nG,, G donc,
avec [ := matg(GL N Gp/) :



Démonstration du théoréme principal

Considérons maintenant |'isomorphisme suivant :
f: | matp(Gr) — SLa(Zp)
a b . a pb
c d p~lc d

(remarquons que f dans les matrices a coefficients dans Zj, par le
lemme précédent). Par le théoréme on a G ~ G, *G,nG,, G donc,
avec [ := matg(GL N Gp/) :

G ~ matp(Gp) * f(matp(Grr)) = SLa(Zp) * SLy(Zp)

au moyen de l'inclusion et de f|r.



Démonstration du théoréme principal

Considérons maintenant |'isomorphisme suivant :
f: | matp(Gr) — SLa(Zp)
a b . a pb
c d p~lc d

(remarquons que f dans les matrices a coefficients dans Zj, par le
lemme précédent). Par le théoréme on a G ~ G, *G,nG,, G donc,
avec [ := matg(GL N Gp/) :

G ~ matp(Gp) * f(matp(Grr)) = SLa(Zp) * SLy(Zp)

au moyen de l'inclusion et de f|r. Reste a s'apercevoir que
(25) €SLa(Zp) est dans T ssi ¢ € Zpp.



9 Eléments de théorie des graphes



Graphe

Définition (Graphe)
Un graphe I est la donnée d'un ensemble de sommet S, d’un
ensemble d’'arétes A




Graphe

Définition (Graphe)
Un graphe I est la donnée d'un ensemble de sommet S, d’un
ensemble d'arétes A et de deux applications

A — §xS§
a = (o(a),t(a))

et

L >
[N

_>
—




Graphe

Définition (Graphe)
Un graphe I est la donnée d'un ensemble de sommet S, d’un
ensemble d'arétes A et de deux applications

A — §xS§
a = (o(a),t(a))

qui vérifient pour tout a € A les conditions suivantes :

et

L >
[N

_>
—

°3a=a;
@ a#a;

e o(a) = t(a).




Graphe

Exemple

Le graphe suivant :

oO——=O

peut étre considéré comme étant constitué de I'ensemble de
sommets S := {r, s} et de I'ensemble d'arétes
A:={(r,r,0),(r,r,1),(r,s,0),(s,r,0)} avec V(u,v,e) € A:

(o, t)((u,v,€)) := (u,v)
(u,v,0) = (v,u,0) si u# v

(uyu,€) == (u,u,1—¢)




Action d'un groupe sur un graphe

Définition (Opération d'un groupe sur un graphe)

Soit ' = (S, A, 0,t,7) un graphe; on dit qu'un groupe G opére sur
I si G opére sur S ainsi que sur A et si ces deux actions sont
compatibles avec la structure de graphe




Action d'un groupe sur un graphe

Définition (Opération d'un groupe sur un graphe)
Soit ' = (S, A, 0,t,7) un graphe; on dit qu'un groupe G opére sur
I si G opére sur S ainsi que sur A et si ces deux actions sont
compatibles avec la structure de graphe, i.e. Vg € G,Va € A,

© g-o(a) =o(g-a)etg-t(a) =t(g-a);

@ g-a=ga.




Action d'un groupe sur un graphe

Définition (Opération d'un groupe sur un graphe)
Soit ' = (S, A, 0,t,7) un graphe; on dit qu'un groupe G opére sur
I si G opére sur S ainsi que sur A et si ces deux actions sont
compatibles avec la structure de graphe, i.e. Vg € G,Va € A,

© g-o(a)=o(g-a)etg-t(a) =t(g-a);

@ g-a=ga.
On dit que I'action est sans inversion si de plus Vg € G,Va € A,
ga # a.




Action d'un groupe sur un graphe

Définition (Opération d'un groupe sur un graphe)

Soit ' = (S, A, 0,t,7) un graphe; on dit qu'un groupe G opére sur
I si G opére sur S ainsi que sur A et si ces deux actions sont
compatibles avec la structure de graphe, i.e. Vg € G,Va € A,

© g-o(a)=o(g-a)etg-t(a) =t(g-a);

e g a=ga
On dit que I'action est sans inversion si de plus Vg € G,Va € A,
ga # a.

Théoréme

| A

Si G agit sans inversion sur un graphe (S, A), on peut munir
(5/G,A/G) d'une structure de graphe.




Morphisme de graphes et domaine fondamental

Définition (Morphisme de graphes)

Soient ' = (S, A, o, t,T)AeEF = (g, 2, 0,t,%) deux graphes. On dit
que (0, ) : (S, A) — (S, A) est un morphisme de graphe de T vers
[siVae A:




Morphisme de graphes et domaine fondamental

Définition (Morphisme de graphes)
Soient ' = (S, A, o, t,T)A eEF = (g, 2, 0,t,%) deux graphes. On dit
que (0, ) : (S, A) — (S, A) est un morphisme de graphe de T vers
[siVae A:

o o(a(a)) = o(o(a)) et E(a(a)) = o(t(a));

—

e a(a) = a(a).




Morphisme de graphes et domaine fondamental

Définition (Morphisme de graphes)

Soient ' = (S, A, o, t,T)A eEF = (g, 2, 0,t,%) deux graphes. On dit
que (0, ) : (S, A) — (S, A) est un morphisme de graphe de T vers
[siVae A:

o 8(a(a)) = o(o(a)) et t(a(a)) = o(t(a));

—

e a(a) = a(a).

Un morphisme est dit injectif (resp. surjectif) si ses deux
composantes sont injectives (resp. surjectives).




Morphisme de graphes et domaine fondamental

Définition (Morphisme de graphes)
Soient ' = (S, A, o, t,T)A eEF = (g, 2, 0,t,%) deux graphes. On dit
que (0, ) : (S, A) — (S, A) est un morphisme de graphe de T vers
[siVae A:

o o(a(a)) = o(o(a)) et E(a(a)) = o(t(a));

—

e a(a) = a(a).

Un morphisme est dit injectif (resp. surjectif) si ses deux
composantes sont injectives (resp. surjectives).

Définition (Domaine fondamental)

Soit G un groupe agissant sans inversion sur un graphe I'. On dit
qu'un sous-graphe T de I est un domaine fondamental pour |'action
de G si la projection canonique T — I'/G est un isomorphisme de
graphes.







Arbre

Définition (Chemin)
Soit ' = (S, A, 0,t,7) un graphe.

@ Un chemin de longueur n > 1 est une suite d'arétes
(a1, ..., an) qui vérifie Vi € [1,n — 1], t(a;) = o(ai+1).

e Si(a1,...,ap) est un chemin, on dit que (a;, a;+1) est un
aller-retour si aj11 = a;.
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Définition (Chemin)
Soit ' = (S, A, 0,t,7) un graphe.

@ Un chemin de longueur n > 1 est une suite d'arétes
(a1, ..., an) qui vérifie Vi € [1,n — 1], t(a;) = o(ai+1).

e Si(a1,...,ap) est un chemin, on dit que (a;, a;+1) est un
aller-retour si aj11 = a;.

Définition (Circuit)

Un circuit dans T est un chemin (ai, ..., a,) (avec n > 1) sans
aller-retour qui vérifie les deux conditions suivantes :

o t(a,) = o(a1);
o les t(a;), 1 < i < n sont distincts.
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Soit y une aréte d'un graphe I avec (o, t)(y) = (P, Q) ; soit G un

groupe qui agit sans inversion sur [ et tel que T := P o%y—o Q

soit un domaine fondamental pour cette action. Si ' est un arbre

alors le morphisme Gp %, Gg — G induit par les inclusions est un
isomorphisme.

G Gp

B

GQ — GP *Gy GQ
id
S Af

~
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Vérification des hypothéses

X est un graphe, les arétes étant les (A, \') avec d(A,N') = 1.

L'action de SLo(Qp) sur le graphe X est sans inversion (ce
serait faux avec GL(Qp)).

Si (A,N') est une aréte alors T := A 0——0 A’ est un domaine
fondamental de I pour I'action de G (i.e. I'application
canonique T — /G est un isomorphisme) : cela résulte en
particulier du fait que les sommets adjacents a A sont
exactement les droites de L/pL ~ F, @ F,; on conclut car

Gy ~ SLy(Zp) — SLa(F,) est surjective et que I'action
SLy(F,) ~ PY(F,) est transitive.

X est un arbre, la connexité résultant du fait que I'on peut

trouver une chaine (Lo, ..., L,) de sous-Z,-modules entre xL’'
et L (ou L/xL' ~ Zy/p"Zp) qui vérifient L;/L;_1 ~Fp.
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Rappel de I'énoncé du théoreme

Théoreme clé

Soit y une aréte d'un graphe I avec (o, t)(y) = (P, Q) ; soit G un

groupe qui agit sans inversion sur [ et tel que T := P o%y—o Q

soit un domaine fondamental pour cette action. Si ' est un arbre

alors le morphisme Gp %, Gg — G induit par les inclusions est un
isomorphisme.

G Gp

B

GQ — GP *Gy GQ
id
o 3Nf

~
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Si le graphe I est connexe alors G = (Gp U Gg).

Supposons [ connexe et définissons G’ := (Gp U Gg) C G.

@ G'TU(G\ G')T =T car T est un domaine fondamental (i.e.
T >5T/G).
e G'TN(G\G)T =0. Soit R un sommet de G'TN(G\ G')T :
il existe s’ € G' et s€ G\ G’ tels que R € {s'P,s'Q} et
R € {sP,sQ}.
e SiR=s'P=sPalorss!s' € Gp doncs € Gp C G
impossible.
o Si R =s'P = sQ on obtient un élément de G qui envoie P sur
Q : c'est absurde car T = [P o—o0 Q] est un domaine
fondamental.

Le graphe I étant connexe et ayant G’ T # () on en déduit que
G\ G =0,dou G=G".



Si I est sans circuit. . .



Si I est sans circuit. . .

Si le graphe I est sans circuit alors Gp xg, Gq — G est injectif.




Si I est sans circuit. . .

Si le graphe I est sans circuit alors Gp xg, Gq — G est injectif.

On va en fait montrer que la contraposée : supposons que
Gp *G, Go — G ne soit pas injectif et montrons que ' possede un
circuit.



Si I est sans circuit. . .

Si le graphe I est sans circuit alors Gp xg, Gq — G est injectif.

On va en fait montrer que la contraposée : supposons que

Gp *G, Go — G ne soit pas injectif et montrons que ' possede un
circuit. Par un lemme sur les mots d'un produit amalgamé,
I'hypotheése implique qu'il existe n > 2 et des g; € Gp 11 Gg qui
vérifient :

@ si gi € Gp (resp. gi € Gg) alors giy1 € Gg (resp. git1 € Gp);



Si I est sans circuit. . .

Si le graphe I est sans circuit alors Gp xg, Gq — G est injectif.

On va en fait montrer que la contraposée : supposons que

Gp *G, Go — G ne soit pas injectif et montrons que ' possede un
circuit. Par un lemme sur les mots d'un produit amalgamé,
I'hypotheése implique qu'il existe n > 2 et des g; € Gp 11 Gg qui
vérifient :

@ si gi € Gp (resp. gi € Gg) alors giy1 € Gg (resp. git1 € Gp);
e g ¢ Gy;
° g1 & = le.



Si I est sans circuit. . .

Si le graphe I est sans circuit alors Gp xg, Gq — G est injectif.

On va en fait montrer que la contraposée : supposons que
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Si le graphe I est sans circuit alors Gp xg, Gq — G est injectif.

On va en fait montrer que la contraposée : supposons que

Gp *G, Go — G ne soit pas injectif et montrons que ' possede un
circuit. Par un lemme sur les mots d'un produit amalgamé,
I'hypotheése implique qu'il existe n > 2 et des g; € Gp 11 Gg qui
vérifient :

@ si gi € Gp (resp. gi € Gg) alors giy1 € Gg (resp. git1 € Gp);
e g ¢ Gy;
° g1 & = le.

Notons R; € {P, Q} les points qui vérifient g; € Gg, et z; € {y,y}
les arétes qui vérifient o(z;) = R;; on a en particulier R; # Riy1 et
zi+1 = Z;. On considére alors le chemin suivant :

v = (8121, 818222, - -, 81"~ 8n—1Zn—1,81 " " * BnZn)



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C'est bien un chemin car
t(gL---gizi) =
=o(g1" - &i+1Zi+1)-



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C'est bien un chemin car
t(gr---gizi) = g1+ git(zi) =
=o(g1" - &i+1Zi+1)-



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C'est bien un chemin car
t(g1---gizi) = g1 git(z) = g1+~ gio(zi+1) =
=o(g1- " &i+1Zit1)-



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C'est bien un chemin car
t(g1---gizi) = g1 git(z) = g1+~ gio(zi+1) =
g1 &iRiv1 = =o(g1" - &i+1Zi+1)-



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C'est bien un chemin car
t(gr---gizi) = g1---git(zi)) = g1- -~ gio(ziy1) =
g1 giRit1=g1 " g&+1Rit1=o0(g1  gi+12Zit1)



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C'est bien un chemin car
t(gr---gizi) = g1 git(z) = g1 gio(ziy1) =
g1 giRit1=g1 " g&+1Rit1=o0(g1  gi+12Zit1)
@ Ce chemin est sans aller-retour car si
81 8i-1Zi-1 =81 - &z alors zi_1 = g;z;



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C’est bien un chemin car
t(gr---gizi) = g1 git(z) = g1 gio(ziy1) =
g1 giRit1=g1 " g&+1Rit1=o0(g1  gi+12Zit1)
@ Ce chemin est sans aller-retour car si
81 -8i-1Zi—1 = 81 &iZ alors zi_1 = g;z; donc
g € G;_, = G, ce qui est impossible.



Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
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Si ' est sans circuit alors Gp x5, Gg — G

Onavy=(g1z1,.-.,81" " &nZn)-
@ C’est bien un chemin car
t(gr---gizi) = g1 git(z) = g1 gio(ziy1) =
g1 giRit1=g1 " g&+1Rit1=o0(g1  gi+12Zit1)
@ Ce chemin est sans aller-retour car si
81 -8i-1Zi—1 = 81 &iZ alors zi_1 = g;z; donc
g € G;_, = G, ce qui est impossible.
On peut maintenant montrer que I' posséde un circuit.
@ Si z,_1 = 71, comme alors z, =z, on a
t(g1- - gnzn) = t(zn) = o(z1) = o(g1z1) donc I posséde un
circuit.

@ Supposons au contraire z,_1 # z; ; considérons le chemin sans
aller-retour suivant :

= (8121, 81822, - - 81"~ Gn-12p-1)

et on vérifie qu'il contient un circuit de .
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On suppose que I est un arbre; soit f : Gp xg, Gg — G le
morphisme induit par les deux inclusions Gp, Gg — G.

o Comme I est sans circuit le morphisme f est injectif (lemme
précédent).

o Par définition de f on a Vg € Gp 11 Gg, f(h«(g)) = g (ou
he : G. — Gp %G, Gg) donc I'image de f contient Gp U G,
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Si I est un arbre. ..

On suppose que I est un arbre; soit f : Gp xg, Gg — G le
morphisme induit par les deux inclusions Gp, Gg — G.

o Comme I est sans circuit le morphisme f est injectif (lemme
précédent).

o Par définition de f on a Vg € Gp 11 Gg, f(h«(g)) = g (ou
he : G. — Gp %G, Gg) donc I'image de f contient Gp U G,
donc comme I est connexe, par le lemme précédent on en
déduit que f est surjective.

Finalement, f et un isomorphisme.
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