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Qu’est-ce que le problème du logarithme discret ?

Trouver ` ∈ Z dans l’équation :

y = x `

pour x , y ∈ G .
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Résolution générique

Soit G un groupe fini d’ordre N et soient y ∈ 〈x〉.

1, x , x2, . . . → O(N)

Algorithme « baby-step giant-step »
Idée : y = x ` = xnq+r avec n := d

√
Ne

yx−a, 0 6 a <
√
N

(xn)b
, 0 6 b <

√
N

→ Õ(
√
N)

Remarque
Meilleure complexité connue pour un groupe générique. Pour n > 2
fixé et G le groupe des points Fqn-rationnels d’une courbe elliptique
(#G ' qn) → Õ(q2− 2

n ).
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Corps de fonctions

Définition
Soit F une extension de corps de k.

On dit que F |k est un corps de
fonctions algébrique en une variable s’il existe x ∈ F transcendant
sur k tel que F/k(x) est une extension finie.

Remarque
On supposera toujours k parfait et algébriquement clos dans F .

Exemple
Le corps des fractions rationnelles k(X )|k.



Corps de fonctions

Définition
Soit F une extension de corps de k. On dit que F |k est un corps de
fonctions algébrique en une variable

s’il existe x ∈ F transcendant
sur k tel que F/k(x) est une extension finie.

Remarque
On supposera toujours k parfait et algébriquement clos dans F .

Exemple
Le corps des fractions rationnelles k(X )|k.



Corps de fonctions

Définition
Soit F une extension de corps de k. On dit que F |k est un corps de
fonctions algébrique en une variable s’il existe x ∈ F transcendant
sur k tel que F/k(x) est une extension finie.

Remarque
On supposera toujours k parfait et algébriquement clos dans F .

Exemple
Le corps des fractions rationnelles k(X )|k.



Corps de fonctions

Définition
Soit F une extension de corps de k. On dit que F |k est un corps de
fonctions algébrique en une variable s’il existe x ∈ F transcendant
sur k tel que F/k(x) est une extension finie.

Remarque
On supposera toujours k parfait et algébriquement clos dans F .

Exemple
Le corps des fractions rationnelles k(X )|k.



Corps de fonctions

Définition
Soit F une extension de corps de k. On dit que F |k est un corps de
fonctions algébrique en une variable s’il existe x ∈ F transcendant
sur k tel que F/k(x) est une extension finie.

Remarque
On supposera toujours k parfait et algébriquement clos dans F .

Exemple
Le corps des fractions rationnelles k(X )|k.



Anneau de valuation

Définition
Un anneau de valuation de F |k est un sous-anneau O de F tel que :

k  O  F ;
∀z ∈ F ∗, z ∈ O ou z−1 ∈ O.

Exemple
F := k(X ),O := {f ∈ F : deg f 6 0}.

Propriété
Un anneau de valuation est un anneau local.
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Place

Définition
Une place de F |k est l’unique idéal maximal d’un anneau de
valuation de F |k.

Propriété
Pour P ∈ PF , il existe un unique anneau de valuation OP d’(unique)
idéal maximal P.

Proposition
Soit P ∈ PF . Les idéaux non nuls de OP sont de la forme Pn, n ∈ N.
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Groupe des diviseurs

Définition
Un diviseur sur F est une somme formelle

D :=
∑

P∈PF

nPP

avec Supp(D) := {P ∈ PF : nP 6= 0} fini.

Remarque
Div(F ) est le groupe libre abélien engendré par les places de F .
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Anneau de Dedekind

Définition
Soit O un sous-anneau de F . On dit que O est un anneau de
Dedekind si tout idéal propre non nul de O se décompose en un
unique produit d’idéaux premiers, à l’ordre des facteurs près.

Remarque
Si I est un idéal propre non nul de O anneau de Dedekind alors
I =

∏
p p

νp avec νp ∈ N presque tous nuls.
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Soit O un anneau de Dedekind.

L’ensemble JO des idéaux
fractionnaires de O est le groupe libre abélien engendré par les
idéaux premiers non nuls de O.

Remarque
Un idéal fractionnaire s’écrit donc de manière unique

∏
p p
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Rappels

Soit x ∈ F |k un élément transcendant ; F est une extension finie de
k(x).

Définition
f ∈ F est entier sur k[x ] si Πk(x),f ∈ k[x ][T ].

Définition
A ⊆ F , la fermeture intégrale de A dans F est

AF
:= {z ∈ F : z est entier sur A}.
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Ordres maximaux

Soit x ∈ F |k transcendant.

Définition
On définit l’ordre fini maximal par :

OF :=
⋂

x∈OP

OP

ainsi que l’ordre infini maximal par :

O∞F =
⋂

x /∈OP

OP

Proposition
OF et O∞F sont des anneaux de Dedekind.
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Théorème
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F

O∞F = k[ 1
x ]〈 1

x 〉
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Remarque (corps de nombres)
K/Q finie  F/k(x) finie
Q = Frac(Z) k(x) = Frac(k[x ])

OK = ZK
 OF = k[x ]

F



Ordres maximaux

Théorème

OF = k[x ]
F

O∞F = k[ 1
x ]〈 1

x 〉
F

Remarque (corps de nombres)

K/Q finie  F/k(x) finie
Q = Frac(Z) k(x) = Frac(k[x ])

OK = ZK
 OF = k[x ]

F



Ordres maximaux

Théorème

OF = k[x ]
F

O∞F = k[ 1
x ]〈 1

x 〉
F

Remarque (corps de nombres)
K/Q finie  F/k(x) finie

Q = Frac(Z) k(x) = Frac(k[x ])

OK = ZK
 OF = k[x ]

F



Ordres maximaux

Théorème

OF = k[x ]
F

O∞F = k[ 1
x ]〈 1

x 〉
F

Remarque (corps de nombres)
K/Q finie  F/k(x) finie
Q = Frac(Z) k(x) = Frac(k[x ])

OK = ZK
 OF = k[x ]

F



Ordres maximaux

Théorème

OF = k[x ]
F

O∞F = k[ 1
x ]〈 1

x 〉
F

Remarque (corps de nombres)
K/Q finie  F/k(x) finie
Q = Frac(Z) k(x) = Frac(k[x ])

OK = ZK
 OF = k[x ]

F



1 Introduction

2 Généralités
Rudiments de théorie des corps de fonctions
Rudiments de théorie des idéaux

3 Correspondance diviseurs–idéaux fractionnaires
Prélude
Ordres maximaux
Correspondance diviseurs–idéaux fractionnaires

4 Extensions
Corps de fonctions
Anneaux de Dedekind
Lien
Norme, conorme

5 Conclusion



Bijections fondamentales

D :=
∑

nPP 7→
∏

Φ(P)nP

Théorème

{P ∈ PF : x ∈ OP} ' {〈0〉  p ⊆ OF}

P 7→ P ∩ OF

Théorème

{P ∈ PF : x /∈ OP} ' {〈0〉  p ⊆ O∞F }

P 7→ P ∩ O∞F
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Correspondance

Définition
Soit D :=

∑
nPP ∈ Div(F ).

On définit la partie finie de D par :

D0 :=
∏

x∈OP

(P ∩ OF )nP ∈ JOF

ainsi que la partie infinie de D par :

D∞ :=
∏

x /∈OP

(P ∩ O∞F )nP ∈ JO∞
F
.

Théorème de correspondance
(DF )−1 : D 7→ (D0,D∞) est un isomorphisme.
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Corps

Définition
F ′|k ′ est une extension finie de F |k si :

k ⊆ k ′ et F ⊆ F ′ ;
[k ′ : k] <∞.

Remarque
On a automatiquement [F ′ : F ] <∞.
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Places

Définition
P ′ ∈ PF ′ divise P ∈ PF si P ′ ⊇ P.

Définition

eP′|P := max{e ∈ N∗ : P ′e ⊇ P} est l’indice de ramification.
fP′|P := [OP′/P ′ : OP/P] est le degré relatif.

Théorème
Soit P ∈ PF . Alors

∑
P′|P eP′|P fP′|P = [F ′ : F ].
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Anneaux et idéaux

F ′|k ′ extension finie de F |k.

Définition
Soit p un idéal premier non nul de OF .

〈p〉OF ′ =:
∏

p′
ep′|p

fp′|p := [OF ′/p′ : OF/p]

Théorème
Si F ′/F est séparable alors

∑
p′ ep′|pfp′|p = [F ′ : F ].
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Plus loin dans la correspondance

F ′|k ′ extension finie de F |k, P ∈ PF et P ′ ∈ PF ′ (telles que
x ∈ OP ,OP′).

p := P ∩ OF , p
′ := P ′ ∩ OF ′ .

Proposition
P ′|P ssi p′|p.

Théorème
On suppose que P ′|P :

fP′|P = fp′|p ;
si F ′/F est séparable alors eP′|P = ep′|p.
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Norme

Définition

NF ′/F (p′) := pfp′|p

 JOF ′ → JOF

NF ′/F (P ′) := fP′|PP  Div(F ′)→ Div(F )

Remarques

p = p′ ∩ OF et P = P ′ ∩ F .
Le degré relatif apparaît naturellement.
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Commutativité

Théorème

∀D′ ∈ Div(F ′),NF ′/F (D′) = DF (NF ′/F (D′0),NF ′/F (D′∞)).

Illustration

Div(F ′)

Div(F )

NF ′/F
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Conorme

F ′|k ′ extension finie de F |k.

Définition

ConF ′/F (p) := 〈p〉OF ′ =
∏
p′|p

p′
ep′|p  JOF → JOF ′

ConF ′/F (P) :=
∑
P′|P

eP′|PP ′  Div(F )→ Div(F ′)

Remarque
Pour I ∈ JOF ,ConF ′/F (I) = 〈I〉OF ′ .
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Commutativité

Théorème
Si F ′/F est séparable alors :

∀D ∈ Div(F ),ConF ′/F (D) = DF ′(ConF ′/F (D0),ConF ′/F (D∞)).

Illustration

Div(F ′) JOF ′ × JO∞
F ′

Div(F ) JOF × JO∞
F

ConF ′/F

(DF )−1

ConF ′/F ×ConF ′/F

DF ′



Commutativité

Théorème
Si F ′/F est séparable alors :

∀D ∈ Div(F ),ConF ′/F (D) = DF ′(ConF ′/F (D0),ConF ′/F (D∞)).

Illustration

Div(F ′) JOF ′ × JO∞
F ′

Div(F ) JOF × JO∞
F

ConF ′/F

(DF )−1

ConF ′/F ×ConF ′/F

DF ′



1 Introduction

2 Généralités
Rudiments de théorie des corps de fonctions
Rudiments de théorie des idéaux

3 Correspondance diviseurs–idéaux fractionnaires
Prélude
Ordres maximaux
Correspondance diviseurs–idéaux fractionnaires

4 Extensions
Corps de fonctions
Anneaux de Dedekind
Lien
Norme, conorme

5 Conclusion



Le morphisme de conorme–norme

q puissance d’un nombre premier impair, n ∈ N∗, f ∈ Fqn [x ]
polynôme de degré 3 sans facteur carré.

Définition
E := {(a, b) ∈ F2

qn : b2 = f (a)} est une courbe elliptique.

Fqn (E ) := Fqn (x)[y ]/〈y2 − f (x)〉 corps de fonctions de E/Fqn

F ′ une clôture galoisienne de Fqn (E )/Fqn (x)

F |Fq qui vérifie FFqn = F ′

Fqn (E )|Fqn
Con−−→ F ′|Fqn

N−→ F |Fq

Idée
On sait résoudre le PLD plus rapidement avec F |Fq qu’avec
Fqn (E )|Fqn .
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Degré

Définition
Le degré d’une place P ∈ PF |k est :

degP :=

[OP
P : k

]
.

On prolonge deg en un morphisme Div(F )→ Z.

Définition

Div0(F ) := {D ∈ Div(F ) : degD = 0}
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Diviseur principal

Définition
Soit f ∈ F ∗ ; on définit le diviseur principal associé à f par

div(f ) :=
∑

P∈PF

ordP(f )P.

Théorème

∀f ∈ F ∗, deg div(f ) = 0

Définition

Cl0(F ) :=
Div0(F )
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Genre

Définition
L’espace de Riemann–Roch associé à D ∈ Div(F ) est

L(D) := {x ∈ F ∗ : (x) + D > 0} ∪ {0}.

On définit la dimension de D par `(D) := dimk L(D).

Définition
Le genre de F |k est :

g(F ) := max{degD − `(D) + 1 : D ∈ Div(F )} ∈ N.

Proposition
Si F |Fq est de genre g , on a l’encadrement suivant :

(
√q − 1)2g 6 #Cl0(F ) 6 (

√q + 1)2g .
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