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Qu'est-ce que le probleme du logarithme discret ?




Qu'est-ce que le probleme du logarithme discret ?

Trouver ¢ € Z dans I'équation :
y=x

pour x,y € G.
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Résolution générique

Soit G un groupe fini d'ordre N et soient y € (x).

o 1,x,x% ... = O(N)
@ Algorithme « baby-step giant-step »
ldée : y = x* = x"*" avec n := [V/N]
o yx 2 0<ax< VN
o (x")*,0<b< VN

— O(V/N)

Remarque
Meilleure complexité connue pour un groupe générique. Pour n > 2
fixé et G le groupe des points Fgn-rationnels d'une courbe elliptique

(#G =~ q") — O(¢*+).
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Corps de fonctions

Définition

Soit F une extension de corps de k. On dit que F|k est un corps de
fonctions algébrique en une variable s'il existe x € F transcendant
sur k tel que F/k(x) est une extension finie.

Remarque
On supposera toujours k parfait et algébriquement clos dans F.

Le corps des fractions rationnelles k(X)|k.
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Anneau de valuation

Définition

Un anneau de valuation de F|k est un sous-anneau O de F tel que :
o kG OGF;
eVzeF*,zcOouzlecO.

F:=k(X),0 :={f € F:degf <0}.

Propriété
Un anneau de valuation est un anneau local.
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Une place de F|k est I'unique idéal maximal d'un anneau de
valuation de F|k.
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Propriété

Pour P € Pr, il existe un unique anneau de valuation Op d'(unique)
idéal maximal P.

v




Place

Définition

Une place de F|k est I'unique idéal maximal d'un anneau de
valuation de F|k.

Propriété

| A

Pour P € Pr, il existe un unique anneau de valuation Op d'(unique)
idéal maximal P.

v

Proposition
Soit P € Pr. Les idéaux non nuls de Op sont de la forme P", n € N.
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Groupe des diviseurs

Définition

Un diviseur sur F est une somme formelle

D:= Y npP

PePe

avec Supp(D) := {P € P : np # 0} fini.

A\

Remarque

Div(F) est le groupe libre abélien engendré par les places de F.
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Anneau de Dedekind

Définition

Soit O un sous-anneau de F. On dit que O est un anneau de
Dedekind si tout idéal propre non nul de O se décompose en un
unique produit d'idéaux premiers, a I'ordre des facteurs pres.

| A\

Remarque

Si | est un idéal propre non nul de © anneau de Dedekind alors
I =TI, p"* avec v, € N presque tous nuls.
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Idéal fractionnaire

Définition

Soit O un anneau de Dedekind. L'ensemble J» des idéaux
fractionnaires de O est le groupe libre abélien engendré par les
idéaux premiers non nuls de O.




Idéal fractionnaire

Définition
Soit O un anneau de Dedekind. L'ensemble J» des idéaux

fractionnaires de O est le groupe libre abélien engendré par les
idéaux premiers non nuls de O.

| A

Remarque

Un idéal fractionnaire s’écrit donc de maniéere unique [, p*» avec
Vp € Z presque tous nuls.

A\
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Rappels

Soit x € F|k un élément transcendant; F est une extension finie de
k(x).
Définition

f € F est entier sur k[x] si My(),r € k[x][T].

v

A C F, la fermeture intégrale de A dans F est

—F .
A" :={z € F : z est entier sur A}.

\
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Idée de la correspondance

Soit D := " npP un diviseur.
VPP C Op
VP, ®(P) C O
[TeP)™ €30
0L (UOp)~O=F
0L nop



Idée de la correspondance

Soit D := " npP un diviseur.
VPP C Op
VP, ®(P) C O
[TeP)™ €30
0L (UOp)~O=F
O £ NOp ~ Oui!
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Ordres maximaux

Soit x € F|k transcendant.

Définition
On définit I'ordre fini maximal par :

OF = ﬂ O,D

x€O0p

ainsi que |'ordre infini maximal par :

F= () Or
x¢0Op

\

Proposition
OF et OF sont des anneaux de Dedekind.
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Théoréme

o Of = kx|
———F
° OF = k[%](l)
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Ordres maximaux

Théoréme

o Of = kx|
———F
° OF = k[%](l)

Remarque (corps de nombres)
e K/Q finie ~ F/k(x) finie

\




Ordres maximaux

Théoréme

o Of = kx|
———F
° OF = k[%](l)

Remarque (corps de nombres)
e K/Q finie ~ F/k(x) finie
o Q = Frac(Z) ~» k(x) = Frac(k[x])

\




Ordres maximaux

Théoréme

o Of = kx|
———F
° OF = k[%](l)

Remarque (corps de nombres)
e K/Q finie ~ F/k(x) finie
o Q = Frac(Z) ~» k(x) = Frac(k[x])
° OK=ZKWOF=WF

\
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Bijections fondamentales

D:=Y npP > [[9(P)™

Théoréme

{PGPFZXEOP}2{<O>S;{JQOF}
P— PNOEF

Théoréme

{PePr:x¢Op} ~{(0) & pC OF}
P— PNOPF
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Correspondance

Soit D := 3" npP € Div(F). On définit la partie finie de D par :

Dy := H (PNOE)™ € Jor
x€Op

ainsi que la partie infinie de D par :

Do = [] (PNOF)™ €30
x¢Op

Théoreme de correspondance

(DfF)71: D+ (Dy, Ds) est un isomorphisme.




@ Extensions
@ Corps de fonctions
@ Anneaux de Dedekind
@ Lien
@ Norme, conorme



@ Extensions
@ Corps de fonctions



Définition

F'|k" est une extension finie de F|k si :
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Définition

F'|k" est une extension finie de F|k si :
e kCk' et FCF';
o [k : k] < 0.

Remarque

On a automatiquement [F’ : F] < oo.
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Définition
P’ € Pr/ divise P € PE si P’ D P.

Définition

o ep/p :=max{e € N*: P'® D P} est I'indice de ramification.
o fpip :=[Op//P": Op/P] est le degré relatif.

Théoreme
Soit P € Pr.




Places

Définition
P’ € Pr/ divise P € PE si P’ D P.

Définition

o ep/p :=max{e € N*: P'® D P} est I'indice de ramification.
o fpip :=[Op//P": Op/P] est le degré relatif.

Théoreme
Soit P € Pg. Alors ZP"P ep/‘pfp/‘p = [F/ : F]
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F'|k" extension finie de F|k.
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Anneaux et idéaux

F'|k" extension finie de F|k.

Définition

Soit p un idéal premier non nul de OF.

<P>0F, = H p/Slp
fyip = [OF /8" : OF /]




Anneaux et idéaux

F'|k" extension finie de F|k.
Soit p un idéal premier non nul de OF.
<p>(’),_-/ = Hp/ep/|P
oty = [OF /9" OF /p]

V.

Théoreme

Si F'/F est séparable alors >°., ey|pfirp = [F' 1 F.

v
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Proposition
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Plus loin dans la correspondance

F'|k" extension finie de F|k, P € Pr et P’ € Pg/ (telles que
X € OP,OP/). p:=PnN OF,p’ =P NOg.

Proposition

P'|P ssi p'|p.

Théoreme

On suppose que P’|P :
o foip =




Plus loin dans la correspondance

F'|k" extension finie de F|k, P € Pr et P’ € Pg/ (telles que
X € OP,OP/). p:=PnN OF,p’ =P NOg.

Proposition

P'|P ssi p'|p.

Théoreme

On suppose que P’|P :
o foip =

@ si F'/F est séparable alors ep|p = €y|p-
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Norme

Nee(p') == p™" ~ Jo, = Jor

NF//F(P/) = fp/‘pP ~ DIV(F/) = DIV(F)

”
Remarques

e p=p'NOpetP=PNF.




Norme

Nee(p') == p™" ~ Jo, = Jor
NF//F(P/) = fp/‘pP ~ DIV(F/) = DIV(F)

e p=p'NOpetP=PNF.

o Le degré relatif apparait naturellement.
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Commutativité

Théoreme

VD' € Div(F"),Ngr/r(D') = De(Npr/r(Dp), Npryr(DL))-

lllustration

Div(F")

NF//F

Div(F)
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Commutativité

Théoreme

VD' € Div(F"),Ngr/r(D') = De(Npr/r(Dp), Npryr(DL))-

lllustration

(@)

DiV(F/) 3(9,_—/ X 302_?
NF//FJV NF’/FXNF’/F

DiV(F) 3(9,__ X :j(gf_o




Commutativité

Théoreme

VD' € Div(F"),Ngr/r(D') = De(Npr/r(Dp), Npryr(DL))-

lllustration

. (DF) 7"
DIV(F/) 3(9,_—/ X 302_?
NF//FJV NF’/FXNF’/F
DiV(F) 3(9,__ X :j(gf_o

DF
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F'|k" extension finie de F|k.
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F'|k" extension finie de F|k.

Définition

Conpr/p(p) == oF, Hp,e i
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Conorme

F'|k" extension finie de F|k.

Définition
Congr/e(p) := OF’ Hp/e VI s Jop — Jop
p'lp
ConF//F Z ep/|pP

P'|P




Conorme

F'|k" extension finie de F|k.

Définition
Congr/e(p) := OF’ Hp/e VI s Jop — Jop
P'lp
Congr /(P Z ep/pP’ ~> Div(F) — Div(F’)

P'|P




Conorme

F'|k" extension finie de F|k.

Définition
COHF//F(p OF’ Hp,e LIRS \5(9,: — 11(9,_—/
p'lp
COHF//F Z ep/|PP ~ DIV(F) — DIV(F)
P/|P
Remarque

Pour | € Jo, Conpr/p(l) = <I>O,_-/




Commutativité

Théoreme

Si F'/F est séparable alors :

VD € DIV(F), COI’]F//F(D) = @F/(COHF//F(DO), ConF’/F(Doo))-




Commutativité

Théoreme

Si F'/F est séparable alors :

VD € Div(F),Congr/g(D) = Dr/(Congr/p(Do), Conpr/r (D).

J
Illustration

- DF N

iv(F’) Jog X Jos

Con,://F[ ConF//,_—xConF//F
DiV(F) :{OF X 3(9;3_0

(DF)*
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Le morphisme de conorme—norme

g puissance d'un nombre premier impair, n € N*, f € Fgn[x]
polyndme de degré 3 sans facteur carré.

Définition

E :={(a,b) € F2. : b*> = f(a)} est une courbe elliptique.

o Fyn(E) :=Fgn(x)[y]/{y?® — f(x)) corps de fonctions de E/F g
@ F’ une cléture galoisienne de Fgn(E)/Fgn(x)
o F|Fg4 qui vérifie FFgn = F'

Fon(E)|Fgn 2% F/|Fgn 2 F|F,

On sait résoudre le PLD plus rapidement avec F|Fq qu’avec
Fgn(E)|Fgn.
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Degré

Le degré d'une place P € Pg est :
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v

Div(F) := {D € Div(F) : deg D = 0}

\
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Diviseur principal

Définition
Soit f € F*; on définit le diviseur principal associé a f par

div(f) := Z ordp(f)P.

PePg

Théoreme

Vf € F*,degdiv(f) =0

Définition

| \

_ DiVo(F)

CI°(F) := Princ(F)

N




Genre

Définition

L'espace de Riemann—Roch associé a D € Div(F) est

L(D):={xe F*:(x)+ D >0} uU{0}.

On définit la dimension de D par ¢(D) := dimy L(D).

Définition

Le genre de F|k est :

g(F) := max{deg D — ¢(D) +1: D € Div(F)} € N.

Proposition

Si F|Fq est de genre g, on a I'encadrement suivant :

(va — 1)% < #CI°(F) < (vq + 1)%.
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