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@ Bloc associé 3 une multi-partition



Définition
Une partition est une suite décroissante d'entiers strictement

positifs.

On peut représenter une partition A a |'aide de son diagramme de
Young V().

La suite (4,2,2,1) est une partition et son diagramme de Young

est [ ].

Les cases du diagramme de Young sont indexées par N2.



Définition

Une partition est une suite décroissante d'entiers strictement
positifs.

On peut représenter une partition A a |'aide de son diagramme de
Young V().

La suite (4,2,2,1) est une partition et son diagramme de Young

est [ ].

Les cases du diagramme de Young sont indexées par N2.

Théoréme

Les partitions de n paramétrent les représentations complexes
irréductibles du groupe symétrique G ,,.




Résidu d'une case

Soient e ¢ N et s € Z.

Définition

Le résidu d'une case v = (a, b) est res(y) = b — a+s (mod e).

Exemple
On prend e =3 et s = 1. Les partitions (4,2,1) et (2,2,2,1) ont le
méme multi-ensemble de résidus associé.
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Résidu d'une case

Soient e ¢ N et s € Z.

Définition

Le résidu d'une case v = (a, b) est res(y) = b — a+s (mod e).

Exemple
On prend e =3 et s = 1. Les partitions (4,2,1) et (2,2,2,1) ont le
méme multi-ensemble de résidus associé.
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Question (pour plus tard)

Comment savoir si un multi-ensemble donné d’'éléments de Z/eZ
provient d'une partition ?




Bloc associé a une partition

Soit @ = ®jez/ezZar un Z-module libre de base {a; : i € Z/eZ}.

Définition

Le bloc associé a une partition \ est

a®(N) = Z Qres(y) € Q-
YeY(M)
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Bloc associé a une partition

Soit @ = ®jez/ezZar un Z-module libre de base {a; : i € Z/eZ}.

Définition

Le bloc associé a une partition \ est

a®(N) = Z Qres(y) € Q-
YeY(M)

Avec e = 3 et s = 1, le multi-ensemble de résidus de la partition

2

A=(3,3,1) est (1) 2% etona a®(A) = 2a9 + 201 + 3.
2
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Théoréme (« Conjecture de Nakayama », Nakayama 40, Brauer 47,

Robinson 47)

Si e = p est premier, les blocs des partitions de n paramétrent les
blocs de I'algebre du groupe G, en caractéristique p.




Multi-partitions

Une r-partition (ou multi-partition) est un r-uplet
A= (D A0

de partitions. Son diagramme de Young )(\) est la partie de
N2 x {1,...,r} définie par :

(a,b,j) € Y(A) <= (a,b) € Y(\D).



Multi-partitions

Une r-partition (ou multi-partition) est un r-uplet
A= (D A0

de partitions. Son diagramme de Young )(\) est la partie de
N2 x {1,...,r} définie par :

(a,b,j) € Y(A) <= (a,b) € Y(\D).

Théoréme

Les r-partitions de n paramétrent les représentations complexes
irréductibles du groupe G(r,1,n) ~ (Z/rZ)" x S,.




Bloc associé a une multi-partition

Pour s = (s1,...,s,) € Z", le résidu d'une case (a, b, j) € V() est
le résidu de la case (a, b) € Y(A\Y)) pour la charge sj. Le bloc
associé a A est

a®(A) = Z Qres(y) = ZQSJ (A(J)) €Q.
=

YEY(A)



Bloc associé a une multi-partition

Pour s = (s1,...,s,) € Z", le résidu d'une case (a, b, j) € V() est
le résidu de la case (a, b) € Y(A\Y)) pour la charge sj. Le bloc
associé a A est

a®(A) = Z Qres(y) = ZQSJ (A(J)) €Q.
=

YEY(A)

On prend e = 3 et s = (1,0). Le multi-ensemble de résidus de la

bipartition A :== ((4,2,1),(2,2,2,1)) est (1) f 0[1] g (1) . Le bloc
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associé est a®(A) = bag + bag + 4ao.




Bloc associé a une multi-partition

Pour s = (s1,...,s,) € Z", le résidu d'une case (a, b, j) € V() est
le résidu de la case (a, b) € Y(A\Y)) pour la charge sj. Le bloc
associé a A est

a®(A) = Z Qres(y) = ZQSJ (A(J)) €Q.
=

YEY(A)

Exemple

On prend e = 3 et s = (1,0). Le multi-ensemble de résidus de la

bipartition A :== ((4,2,1),(2,2,2,1)) est (1) f 0[1] g (1) . Le bloc
2 1|2
o 0]

associé est a®(A) = bag + bag + 4ao.

Question (pour plus tard)

Comment savoir si un multi-ensemble donné d'éléments de Z/eZ
provient d'une multi-partition ?




© Décalage sur les blocs : cas des multi-partitions



Décalage sur les multi-partitions

Soient d, p tels que r = dp. Le groupe G(r, 1, n) posséde un
sous-groupe G(r, p, n) d'indice p. Les représentations complexes
irréductibles de ce dernier dépendent du comportement des
r-partitions sous |'opération de décalage suivante :

A= (G A0
— UA = (A(rid+1)7 RIS )\(f)) )\(1), ey A(rid)).
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Décalage sur les multi-partitions

Soient d, p tels que r = dp. Le groupe G(r, 1, n) posséde un
sous-groupe G(r, p, n) d'indice p. Les représentations complexes
irréductibles de ce dernier dépendent du comportement des
r-partitions sous |'opération de décalage suivante :

A= (D a0
— A= (A=A A0 @)

Lo A=)y,

Soient A, u, v trois partitions. Avec r = p=3on a

U()‘7 K, V) = (V7 A, /")'

Probleme

Comment a®(A) et a®(? ) sont-ils reliés ?




Décalage sur les blocs

On suppose que p est également un diviseur de e > 2 et on note
e = %. L'opération de décalage o : @ — Q est I'application

Z-linéaire d'ordre p définie pour tout i € Z/eZ par

0O = Qjte-
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Hypothése

On suppose désormais que s = (si,...,s,) € Z" vérifie
Skid = sk +€ (mod e),

—r
pour tout k € Z/rZ (avec d = 7).
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On suppose désormais que s = (si,...,s,) € Z" vérifie
Skid = sk +€ (mod e),
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pour tout k € Z/rZ (avec d = 7).

4

a®(“A) = o - a®(A).




Décalage sur les blocs

On suppose que p est également un diviseur de e > 2 et on note
e = %. L'opération de décalage o : @ — Q est I'application

Z-linéaire d'ordre p définie pour tout i € Z/eZ par

0O = Qjte-

Hypothése

On suppose désormais que s = (si,...,s,) € Z" vérifie
Skid = sk +€ (mod e),

—r
pour tout k € Z/rZ (avec d = 7).

| A\

Proposition

a®(“A) = o - a®(A).

Corollaire

SiXA=7X alors a = a®(\) vérifie a« = o - a.




Décalage sur les blocs : exemple

@ Onprend r=p=2ete=6.
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Décalage sur les blocs : exemple

@ Onprend r=p=2ete=6.
— r _ / _ e __
oOnad—p—lete =,=3
o La bi-charge s = (0, ¢') vérifie la condition précédente.

o Avec A = ((4,2),(1)) ona “A = ((1),(4,2)).



Décalage sur les blocs : exemple

@ Onprend r=p=2ete=6.
— r _ / _ e __
oOnad—p—lete —p—3.
La bi-charge s = (0, €') vérifie la condition précédente.
Avec X = ((4,2),(1)) on a 7x = ((1),(4,2)).
Les multi-ensembles de résidus sont respectivement

0]1]2]3] ’ [0] [3]4]5]0].
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Décalage sur les blocs : exemple

@ Onprend r=p=2ete=6.

_ r __ /I __ e __
oOnad—p—lete—p—3.

La bi-charge s = (0, €') vérifie la condition précédente.
Avec X = ((4,2),(1)) on a 7x = ((1),(4,2)).

@ Les multi-ensembles de résidus sont respectivement
0[1]2]3] [0] [3]4]5]0].
5[0 ’ 2[3

@ On a donc

a®(“A) =2ag + a2 + 203 + au + as
:a-(2a3+a5—|—2a0—|—a1+a2)
=o0-a*(A).



Lien entre les tailles d'orbites

On note [A] 'orbite d'une multi-partition X sous I'action de o :
A ={""X:keZ/pZ}.

On note de méme [a] I'orbite de o € Q sous |'action de o.

Proposition

#a(A)] < #[A]
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Proposition
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L'inégalité réciproque n'est pas nécessairement vérifiée, par exemple
avec A = ((e),0,...,0) qui vérifie a®(X) = X ;cz/ez -




Lien entre les tailles d'orbites

On note [A] 'orbite d'une multi-partition X sous I'action de o :
A ={""X:keZ/pZ}.

On note de méme [a] I'orbite de o € Q sous |'action de o.

Proposition

#a(A)] < #[A]

L'inégalité réciproque n'est pas nécessairement vérifiée, par exemple
avec A = ((e),0,...,0) qui vérifie a®(X) = X ;cz/ez -

Théoreme (R. 17)

On suppose que #[a®(X)] = 1. Il existe une multi-partition p
vérifiant a°(p) = a°(A) et #[u] = 1.




Lien entre les tailles d'orbites

On note [A] 'orbite d'une multi-partition X sous I'action de o :
A ={""X:keZ/pZ}.

On note de méme [a] I'orbite de o € Q sous |'action de o.

Proposition

#a(A)] < #[A]

L'inégalité réciproque n'est pas nécessairement vérifiée, par exemple
avec A = ((e),0,...,0) qui vérifie a®(X) = X ;cz/ez -

Théoreme (R. 17)

On suppose que #[a®(X)] = 1. Il existe une multi-partition p
vérifiant a°(p) = a°(A) et #[u] = 1.

Corollaire

min{#[u] : o*(p) = o*(A)} = #[a*(A)].




@ Onprend r=p=2et e=06.

_r _ I e _
oOnad—p—lete—p—S.

o La bi-charge s = (0, €') vérifie la condition précédente.



@ Onprend r=p=2ete=6.

° Onadzﬁzlete’z%z&

o La bi-charge s = (0, €') vérifie la condition précédente.

o Le multi-ensemble de résidus de A = ((1,1),(3,2,2,1)) est

[0] [3]4]5].
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@ Onprend r=p=2et e=06.

_r _ I e _
oOnad—p—lete—p—S.

o La bi-charge s = (0, €') vérifie la condition précédente.
o Le multi-ensemble de résidus de A = ((1,1),(3,2,2,1)) est

[0] [3]4]5].
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12
0

as()\) = (2ao + a1 + 2a2) + (20z3 + g + 2a5),



@ Onprend r=p=2ete=6.

° Onadzﬁzlete’z%z&

o La bi-charge s = (0, €') vérifie la condition précédente.

o Le multi-ensemble de résidus de A = ((1,1),(3,2,2,1)) est

[0] [3]4]5].

2|3
12
0

as()\) = (2ao + a1 + 2a2) + (20z3 + g + 2a5),
donc #[a®*(A)] = 1.



@ Onprend r=p=2et e=06.
° Onadszlete’z%zS.
o La bi-charge s = (0, €') vérifie la condition précédente.
o Le multi-ensemble de résidus de A = ((1,1),(3,2,2,1)) est
[0] [3]4]5].
213
12
9]

as()\) = (2ao + a1 + 2a2) + (20z3 + g + 2a5),

donc #[a®*(A)] = 1.
@ Le méme bloc est obtenu avec la bipartition bégayante
= ((3,2),(3,2)), en effet :

0[1[2] [3
5[0 2[3
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@ A l'aide de la représentation des partitions sous forme d’abaque,
on obtient une paramétrisation des partitions par Z¢ (xN).
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Idée de la démonstration

@ A l'aide de la représentation des partitions sous forme d’abaque,
on obtient une paramétrisation des partitions par Z¢ (xN).

@ On se rameéne a un probléme d'optimisation d’'une fonction
convexe f a variables entiéres soumises a des contraintes
linéaires.

@ On le résout en montrant qu'une matrice a coefficients dans
{0, % ceey p—_l} peut étre écrite comme moyenne de p matrices

P
binaires M; conservant la somme sur certains blocs.
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Présentation du probleme

On supposera systématiquement que la charge s € Z est nulle.

L'opération o : Q@ — Q, donnée par o - aj = «j4¢, est toujours
définie (avec e = pe’). Cependant, 'opération A — 7\ sur les
(1)-partitions est ici triviale.
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a(®N) =0 -a(N)?
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L'opération o : Q@ — Q, donnée par o - aj = «j4¢, est toujours
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@ une CNS pour qu'il existe une partition u telle que
ap) =0 - a(N);



Présentation du probleme
On supposera systématiquement que la charge s € Z est nulle.

L'opération o : Q@ — Q, donnée par o - aj = «j4¢, est toujours
définie (avec e = pe’). Cependant, 'opération A — 7\ sur les
(1)-partitions est ici triviale.

Existe-t-il une opération A — 7\ sur les partitions qui vérifie
a(®N) =0 -a(N)?

La réponse se fera en deux étapes :
@ une CNS pour qu'il existe une partition u telle que
ap) =0 - a(N);
o si cette CNS est vérifiée, une construction des éléments p
correspondant (sans choix canonique pour 7).



Ceeurs

Un ruban d'une partition X est une partie de Y(\) de la forme

pap) = 1@, b)eY(N):d >a b’ >bet
(@+1,b+1)¢ YN},

avec (a, b) € Y(N).

Un e-ruban est un ruban de cardinal e.

| est le 6-ruban p1 1) de la partition (6,5,4,2).




Ceeurs

Un ruban d'une partition X est une partie de Y(\) de la forme

pap) = 1@, b)eY(N):d >a b’ >bet
(@+1,b+1)¢ YN},

avec (a, b) € Y(N).

Un e-ruban est un ruban de cardinal e.

| est le 6-ruban p1 1) de la partition (6,5,4,2).

Définition

Une partition n'ayant pas de e-ruban est un e-cceur.

—




Poids d'une partition

Proposition

Soit A une partition. Si (a, b) € Y(\) alors V() \ p(a,p) est de la
forme Y(u) pour une certaine partition L.
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Proposition

Soit A une partition. Si (a, b) € Y(\) alors V() \ p(a,p) est de la
forme Y(u) pour une certaine partition L.

Etant donnée une partition \, on peut alors construite une suite de
partitions (9 == X, ..., u(") de la facon suivante :

o si () est un e-cceur on pose w = i et on s'arréte;

@ sinon, on choisit une partition p{*1) obtenue en enlevant un
e-ruban 3 p().
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Soit A une partition. Si (a, b) € Y(\) alors V() \ p(a,p) est de la
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Etant donnée une partition \, on peut alors construite une suite de
partitions (9 == X, ..., u(") de la facon suivante :
o si () est un e-cceur on pose w = i et on s'arréte;
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La suite M(O), e ,,u(W) n'est pas nécessairement unique, cependant :
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L’entier we() := w est uniquement déterminé : c'est le e-poids
de ).




Poids d'une partition

Proposition

Soit A une partition. Si (a, b) € Y(\) alors V() \ p(a,p) est de la
forme Y(u) pour une certaine partition L.

Etant donnée une partition \, on peut alors construite une suite de
partitions (9 == X, ..., u(") de la facon suivante :
o si () est un e-cceur on pose w = i et on s'arréte;
@ sinon, on choisit une partition p{*1) obtenue en enlevant un
e-ruban 3 p().

La suite M(O), e ,,u(W) n'est pas nécessairement unique, cependant :

Proposition-Définition

L’entier we() := w est uniquement déterminé : c'est le e-poids
de ).

La partition (") est également uniquement déterminée : st le
e-cceur de .



Poids d'un bloc

Théoréme (James—Kerber 81)

Deux partitions X\ et u vérifient a(\) = a(u) si et seulement si elles
ont méme e-coeur et méme e-poids.
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w(a) = co — 5 Z (ci — cir1)? € Z.
i€Z /el




Poids d'un bloc

Théoréme (James—Kerber 81)

Deux partitions \ et p vérifient a(\) = ap) si et seulement si elles
ont méme e-coeur et méme e-poids.

Définition (Fayers 06, R. 20)

Le poids de o = ZieZ/eZ ciai € Q est

1
w(a) = co — 5 Z (ci — cir1)? € Z.
i€Z /el

Théoreme (Fayers 06)
On a we(A) = w(a(N)).




e La partition (4,3,3,3) a pour 4-coeur (4,1) et 4-poids 2 :
| |
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e La partition (4,3,3,3) a pour 4-coeur (4,1) et 4-poids 2 :
| |

@ Le multi-ensemble de résidus est

HIN|Ww|o
N W|Oo| =
W|Oo|RN

donc a(\) = 3ap + 31 + 3an + 4as.



e La partition (4,3,3,3) a pour 4-coeur (4,1) et 4-poids 2 :

@ Le multi-ensemble de résidus est

HIN|Ww|o

W|Oo|RN

N W|Oo| =

donc a(\) = 3ap + 31 + 3an + 4as.

@ On a bien
w(a(N) =3 2((3— 47 + (4
=3-1

=2

3?)



Reconnaitre les diagrammes de Young

Question (rappel)

Comment savoir si un multi-ensemble donné d'éléments de Z/eZ
provient d'une partition ?




Reconnaitre les diagrammes de Young

Question (rappel)

Comment savoir si un multi-ensemble donné d'éléments de Z/eZ
provient d'une partition ?

Lemme (R. 20)
On a

{a®(N) : X\ e-cceur} = {a € Q : w(a) = 0}.

Théoreme (R. 20)

On a
{a®(N\) : A partition} = {a € Q : w(«a) > 0}.




Reconnaitre les diagrammes de Young

Question (rappel)

Comment savoir si un multi-ensemble donné d'éléments de Z/eZ
provient d'une partition ?

4

Lemme (R. 20)

On a

{a®(N) : X\ e-cceur} = {a € Q : w(a) = 0}.

v

Théoreme (R. 20)

On a

{a®(N\) : A partition} = {a € Q : w(«a) > 0}.

v

Corollaire (Fayers 07, R. 20)

On suppose e > 0. Pour tout o € Q, il existe h € Z tel que
o+ hY ez ez i = () pour une certaine partition \.

N,




@ On prend e =4 (et s =0).



@ On prend e =4 (et s =0).

o L'élément oy € @ n'est pas de la forme «(\), et en effet :

w(ay) =0— % ((1-02+(0-1)?) = -1.



@ On prend e =4 (et s =0).

o L'élément oy € @ n'est pas de la forme «(\), et en effet :

_ 1 2 2\ _
w(al)_0—§((1—0) +(0-1)?) = 1.
o L'élément oo := a7 + Z,-GZ/eZ o = ag + 2a1 + ap + asz vérifie

w(a) =w(ag) +1=0.



On prend e =4 (et s = 0).

L'élément a3 € Q n'est pas de la forme a()\), et en effet :

_ 1 2 2\ _
w(al)_0—§((1—0) +(0-1)?) = 1.
o L'élément oo := a7 + Z,-GZ/eZ o = ag + 2a1 + ap + asz vérifie
w(a) =w(ag) +1=0.

@ On a = «(\) avec (uniquement) A =(2,1,1,1) :

[0]1].
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Décalage sur les partitions

Rappel du probleme initial

Soit A\ une partition. A-t-on o - a(\) = a(u) pour une certaine
partition p?

Pour v = 37cz/ez cii € Q on a w(o - a) = w(a) + ¢ — co.

Proposition

Le probléme précédent possede une réponse positive si et seulement
si cp(A) < cer(A) + we(A).

On peut construire une telle partition p (de facon non canonique)
en utilisant une permutation circulaire du e-quotient de \
(~ élément de Z*! associé).



@ L'ensemble des blocs contient un ensemble de sur-niveau
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{a(X) : X partition} = {a € Q : w(a) > 0}
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Reconnaitre les multi-diagrammes de Young

{a(X) : X partition} = {a € Q : w(a) > 0}

Que dire pour les multi-partitions ? J

Pour e > 0, on montre cette fois un résultat de la forme suivante :

Q° == {a®(A) : XA multi-partition} D {a € Q : w*(a) > N}, ()

N

ou :
e w* généralise la fonction poids sur les multi-partitions (Fayers);
@ N est une certaine constante ne dépendant pas de la taille des
multi-partitions ;
I'’ensemble de droite dans () étant infini.

Remarque

L'inlcusion (&) est fausse quand e = 0.




Poids d'une multi-partition

Soit s = (s1,...,5) € Z".

Définition (Fayers 06)

Le s-poids de o = Z;Ez/ez ciaj € Q est

wi(a) = chj Z (ci— c,+1 cZ.

Jj=1 IGZ/eZ

Le s-poids w®(A) d'une multipartition X est le s-poids de a®(\).

Remarque
Si r =1 alors w?(A) = we ().




Poids d'une multi-partition

Soit s = (s1,...,5) € Z".

Définition (Fayers 06)

Le s-poids de o = Z;Ez/ez ciaj € Q est

wi(a) = chj Z (ci— c,+1 cZ.

Jj=1 IGZ/eZ

Le s-poids w®(A) d'une multipartition X est le s-poids de a®(\).

Remarque
Si r =1 alors w?(A) = we ().

Proposition (Fayers 06)

Si X\ est une multi-partition alors w®(X) > 0.
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On définit ¢ == }";cz/ez i € Q° = {a®(A) : A multi-partition}.

Proposition
Siae Q° alors o+ 6 € Q°.
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Définition (Fayers 07)

Un bloc coeur est un élément o € Q° vérifiant o — 0 ¢ Q°.

Théoreme (R. 20)
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Poids des blocs cceurs

On définit ¢ == }";cz/ez i € Q° = {a®(A) : A multi-partition}.

Proposition
Siae Q° alors o+ 6 € Q°.

—

Définition (Fayers 07)

Un bloc coeur est un élément o € Q° vérifiant o — 0 ¢ Q°.

Théoreme (R. 20)

Ny e = max{w®(a) : @ € Q° bloc cceur et s € Z"} < 0.

Un point essentiel de la démonstration est la description explicite
par Fayers des abaques associés aux e-multi-coeurs A tels que a®(\)
est un bloc ceeur.



Ensemble de sur-niveau contenu dans I'ensemble des blocs

Proposition

Soit o € Q.
o Il existe un unique h € Z tel que o + hd est un bloc ceeur.
@ Onah>0 < a¢ Q.
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Ensemble de sur-niveau contenu dans I'ensemble des blocs

Soit o € Q.
@ |l existe un unique h € 7 tel que oo + hd est un bloc ceeur.
e Onah>0 < a¢ Q.

Corollaire (R. 20)

Q° = {a®(A) : X multi-partition} O {a € Q : w’(a) > Ny o — r}.

v

On estime ensuite la constante N, ¢ :
@ on minore en utilisant la super-additivité de (Ny¢)e;

@ on majore en étudiant la forme quadratique
(E,F) — min(#E,#F) — #(ENF),

définie pour E, F C {1,...,e}.



Estimation de N, .

Théoreme (R. 20)

Corollaire

Si e et r sont pairs alors N, ¢ = 5




Estimation de N, .

Théoreme (R. 20)

Corollaire

o . 2
Si e et r sont pairs alors N, o = .

. ;. 2 2
On peut montrer que N, atteint la borne supérieure |- | < ]|

quand par exemple r € {2,4} ou encore quand e € {2,...,6}.

Proposition

Si(r,e) € {(2,2),(2,3),(3,2)} alors

Q° = {a®(A) : A r-partition} = {a € Q : w®(ar) > 0}.




Fin

Merci de votre attention !
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