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@ Algebres cellulaires graduées



Algebres cellulaires

Soit F un corps et soit A une F-algebre de dimension finie.

Définition (Graham—-Lehrer 96)

On dit que I'algebre A est cellulaire s'il existe un poset (L, >) avec
pour chaque A € L un ensemble d'indices 7 () et des éléments
¢l € A pour s,t € T()) tels que :




Algebres cellulaires

Soit F un corps et soit A une F-algebre de dimension finie.

Définition (Graham—-Lehrer 96)

On dit que I'algebre A est cellulaire s'il existe un poset (L, >) avec
pour chaque A € L un ensemble d'indices 7 () et des éléments
¢l € A pour s,t € T()) tels que :

o I'ensemble {c} : A € L,s,t € T(A\)} est une base de A;

, . . o] 7 *
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Algebres cellulaires

Soit F un corps et soit A une F-algebre de dimension finie.

Définition (Graham—-Lehrer 96)
On dit que I'algebre A est cellulaire s'il existe un poset (L, >) avec
pour chaque A € L un ensemble d'indices 7 () et des éléments
¢l € A pour s,t € T()) tels que :
o I'ensemble {c} : A € L,s,t € T(A\)} est une base de A;
o I'application linéaire * : A — A donnée par (c})" = c} est un
anti-automorphisme d'algebre ;
@ pourtout A€ L, t € T(\) et a € A, il existe des scalaires ry,(a)
tels que pour tout s € T (),

cha— Y. ru(a)ch € vect {chy 1 >\ 0,10 € T(p)}
ueT(N)

On peut alors construire une famille de modules {S*} ¢, dont
certains quotients vont fournir une famille compléte de A-modules
irréductibles deux a deux non isomorphes.



Mes premieres algebres cellulaires

L'algebre F[x]/(x") est cellulaire en prenant :
o L={0,...,n—1};




Mes premieres algebres cellulaires

L'algebre F[x]/(x") est cellulaire en prenant :
o L:={0,...,n—1};
o T(i)={i};

i i
o CI"‘ -—X.

L'algébre Mat,xn(F) est cellulaire en prenant :

o L := {n} un singleton;
e T(n)={1,...,n};
o ¢/ := Ejj la matrice élémentaire avec un 1 en position (7, /) et

ij
des zéros partout ailleurs.

Proposition

Toute algébre semi-simple est cellulaire.




Algebres cellulaires graduées

Définition (Hu—Mathas 10)

Soit (A, L,>) une algebre cellulaire. Si I'algebre A est graduée et
que I'on peut étendre la fonction de degré a Lixe, T () tel que :

deg cﬁ); = degs + degt,

on dit que A est cellulaire graduée.
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Définition (Hu—Mathas 10)

Soit (A, L,>) une algebre cellulaire. Si I'algebre A est graduée et
que I'on peut étendre la fonction de degré a Lixe, T () tel que :

deg cﬁ); = degs + degt,

on dit que A est cellulaire graduée.

| \

Exemples
o L'algebre F[x]/(x") est cellulaire graduée avec degi = i.
o L'algébre Matyy2(F) est cellulaire graduée avec c,-? = Ej3_jet

degi = (—1)".
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Groupes de réflexions complexes

@ Une réflexion complexe est un endomorphisme de C”, différent
de I'identité, fixant un hyperplan et d'ordre fini.

@ Un groupe de réflexions complexe est un groupe fini engendré
par des réflexions complexes.

4

Théoréme (Shephard—Todd 54)

Les groupes de réflexions complexes irréductibles sont divisés en
deux grandes familles :

e une famille infinie {G(r,p,n)} avec p | r;

@ 34 exceptions.

\
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Théoréme (Shephard—Todd 54)

Les groupes de réflexions complexes irréductibles sont divisés en
deux grandes familles :

e une famille infinie {G(r,p,n)} avec p | r;

@ 34 exceptions.

On retrouve les types de Coxeter finis, notamment :
le type A, avec G(1,1,n);

le type B, avec G(2,1,n);

le type D, avec G(2,2,n);

le type diédral k(n) avec G(n, n,?2).



Algebres d'Ariki—Koike

Soient n,r € N* et g € F*.

Définition (Broué-Malle 93, Ariki—Koike 94)

L'algébre d'Ariki-Koike H, n(q) est I'algébre de Hecke du groupe de
réflexion complexe G(r,1,n) ~ (Z/rZ)" x &,.

@ Si r =1, on retrouve |'algébre de lwahori-Hecke de type A.

@ Si r =2, on retrouve |'algébre de lwahori—-Hecke de type B.

Remarque

L'algebre H, ,(q) est une déformation de |'algébre du groupe
F[G(r,1,n)]. En particulier, on a H, ,(1) = F[G(r, 1, n)].




Cellularité des algebres d'Ariki—Koike

Une r-partition de n est un r-uplet A = (A, ..., X(")) avec :

o chaque A\() est une suite décroissante d’entiers positifs, de
somme [\
o NV +... 4+ NI =n.
On note A =, n et on désigne par Std(A) I'ensemble des tableaux
standards de forme A.

| A\

Exemple
OnaX:=((421),(2) F29et

~N|w

48] [619] € Std(A).




Cellularité des algebres d'Ariki—Koike

Une r-partition de n est un r-uplet A = (A, ..., X(")) avec :

o chaque A\() est une suite décroissante d’entiers positifs, de
somme [\
o NV +... 4+ NI =n.
On note A =, n et on désigne par Std(A) I'ensemble des tableaux
standards de forme A.

OnaX:=((4,2,1),(2) F29et 4]8] [6]9] € Std(N).

w

1
2[7
15

Théoréme (Murphy 95, Dipper-James-Mathas 98)
On peut trouver une base cellulaire de H, ,(q) de la forme
{m) : X\, nets teStd(A)}.




Ordre sur les partitions

SiA=(A\1>---)et u=(u1 >---) sont deux partitions, on dit
que A domine i et on écrit A > pu si pour chaque i

ALt A >t e

v

Exemple

(4,1)>(2,2,1), (3,3) ¥ (4,1,1) # (3,3).

4

C'est un ordre partiel sur les partitions, plus fin que |'ordre
lexicographique.




Ordre sur les r-partitions

Définition

Six=(A\O A0) et p=(u®, ..., u") sont deux
r-partitions, on dit dit que A domine p et on écrit A > p si pour
chaque /,j,

j—1 . . J . .
Zu(k)HAgj)Jr,,,JrAy) > Zlu(k)l+u§’)+-“+up‘
k=1 k=1




Cellularité graduée des algebres d'Ariki—Koike

Théoreme (Rouquier 08, Brundan—Kleshchev 09)

L’algébre H, ,(q) est isomorphe a une algebre de Hecke carquois
cyclotomique, dont elle hérite de la Z-graduation.

Théoréme (Hu—Mathas 10)

On peut trouver une base cellulaire homogeéne de H, ,(q) de la
forme

(W A=, nets,teStd(N)}.

Remarques

@ On a une matrice de passage triangulaire avec la base {mﬁ}
cellulaire non homogéne précédente.

@ Quand I'algebre H, ,(q) est semi-simple, cette base devient une
base de matrices élémentaires.




© Cellularité graduée de I'algébre de Hecke de G(r, p, n)



Algebre de Hecke de G(r, p, n)

Soit p | r. On peut voir I'algébre de Hecke du groupe de réflexion
complexe G(r, p, n) comme la sous-algebre de H, ,(q) fixée par un
certain automorphisme d'algébre o d'ordre p. On la note H, , »(q).
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Soit p | r. On peut voir I'algébre de Hecke du groupe de réflexion
complexe G(r, p, n) comme la sous-algebre de H, ,(q) fixée par un
certain automorphisme d'algébre o d'ordre p. On la note H, , »(q).

Proposition

o L'application H, n(q) — H,  n(q) donnée par
%(1 + 0+ -+ oP71) est linéaire surjective.

e OnadimH,,,(q) = %pr»n(q)_

Que peut-on dire de la cellularité (graduée) de I'algebre H, 5 (q) ?J

Remarque

Si r = p =2, on retrouve |'algébre de Hecke de type D, qui est
cellulaire par un résultat général de Geck.




Non compatibilité de I'ordre de dominance usuel

Rappelons la propriété de cellularité de la base de Hu—Mathas :
Vh e H, n(q),Vs, t € Std(A),
vah= > g+ D rl(heh.

uEStd(A) p>A
b,wEStd(p)

Pour passer a H, , »(q), sous-algeébre des points fixes sous o, on
voudrait appliquer o a I'égalité précédente.
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Non compatibilité de I'ordre de dominance usuel

Rappelons la propriété de cellularité de la base de Hu—Mathas :
Vh e H, n(q),Vs, t € Std(A),
vah= > g+ D rl(heh.

ueStd(A) p>A
b,wEStd(p)

Pour passer a H, , »(q), sous-algeébre des points fixes sous o, on
voudrait appliquer o a I'égalité précédente.

Probleme 1

Que vaut o(¢)3}) ? Est-ce 1,[)2:0,‘? (Non en général.)

Probleme 2

pu>AX2u>%A

Exemple

On 2 (3),2) & ((1,1), (1)) mais (2, (3)) ¢ ((1),(1,1)) (ni 7).

| A\

A




Ecriture russe des partitions

On tourne les diagrammes de Young de 135 degrés!

@ La partition [ ] devient <22§>
o La bi-partition [ ] devient% <8>

4

L'idée est de pouvoir identifier une boite avec I'abscisse de son coin
inférieur.



Ecriture russe des partitions

On tourne les diagrammes de Young de 135 degrés!

Exemple

@ La partition [ ] devient <22§>
o La bi-partition [ ] devient% <8>

L'idée est de pouvoir identifier une boite avec I'abscisse de son coin
inférieur. On tourne donc de € < 1 degrés en moins.

L'ordre sur les (multi-)partitions peut &tre obtenu a partir de I'ordre
sur les bofltes, ces derniéres étant identifiées a des réels.



f-diagrammes

Soit = (01,...,60,) € R" avec 01 < --- < 0,. Si A est une
r-partition, on la représente comme dans |'écriture russe, mais ol
I'on prescrit la position (6;,0) pour la premiére boite de la
composante .

Exemple

On consideére la bi-partition A == ((3,1),(2,2)).

@ Si 01 < 05, on retrouve le diagramme précédent m




f-diagrammes

Soit = (01,...,60,) € R" avec 01 < --- < 0,. Si A est une
r-partition, on la représente comme dans |'écriture russe, mais ol
I'on prescrit la position (6;,0) pour la premiére boite de la
composante .

Exemple

On consideére la bi-partition A == ((3,1),(2,2)).

@ Si 01 < 05, on retrouve le diagramme précédent m
@ Si 01 =~ 0>, on obtient :

On note >¢ I'ordre correspondant sur les boites, et celui sur les
multi-partitions qui s'en déduit.



Cellularités graduées de H, ,(q)

Théoreme (Webster 13, Bowman 17)

On peut trouver une base cellulaire homogéne de H, ,(q) de la
forme

{9 : X =r net s, t e Std(\)},

pour l'ordre >¢ sur les r-partitions.
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Théoreme (Webster 13, Bowman 17)

On peut trouver une base cellulaire homogéne de H, ,(q) de la
forme

{9 : X =r net s, t e Std(\)},

pour l'ordre >¢ sur les r-partitions.
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~ 0, alors o est croissante pour >y (ordre « FLOTW ») :

g A = u>g%A




Cellularités graduées de H, ,(q)

Théoréeme (Webster 13, Bowman 17)

On peut trouver une base cellulaire homogéne de H, ,(q) de la
forme

{9 : X =r net s, t e Std(\)},

pour l'ordre >¢ sur les r-partitions.

Sify~---

~ 0, alors o est croissante pour >y (ordre « FLOTW ») :

U>g A = Ty’

Conjecture (Hu-Mathas-R)

On suppose que 0 correspond a I'ordre FLOTW. Alors o vérifie

a(P2) = Yogor.




Cellularité cubique

Définition (HMR)
Une algebre A est cellulaire cubique s'il existe un poset (L, >) muni

d'une involution croissante ¢ avec pour chaque A € L un ensemble
d'indices 7()\) ~ T (:)\) et des éléments ¢} € A pour s,t € T ()

tels que :
o I'ensemble {c} : A € L,5,t € T()\)} est une base de A;
o I'application linéaire * : A — A donnée par (c}})" = /s est

un anti-automorphisme d'algebre ;

@ pour tout A € L,t € T(\) et a € A, il existe des scalaires ry,(a)
tels que :

e — Z rw(a)cd, € vect {cle, - p> A, 0,10 € T(1)}
ueT(N)

Les propriétés essentielles du cas cellulaire standard restent vraies,
en particulier I'obtention d'une famille compléte de simples.



Cellularité cubique de H, , ,(q)

En prenant les moyennes sous I'action de (o) des éléments 1/15);, on
obtient une base homogene

{vi'}
St st

de H, 5 n(q), ol chaque j parcourt un ensemble dépendant du plus
petit entier oy tel que X\ = A.



Cellularité cubique de H, , ,(q)

En prenant les moyennes sous I'action de (o) des éléments 1/15);, on
obtient une base homogene

{vi'}
St st

de H, 5 n(q), ou chaqueoj parcourt un ensemble dépendant du plus
petit entier oy tel que 7 A = .

On construit alors une nouvelle base {(ﬁi‘{’} en combinant les
éléments de la base précédente a la Vandermonde.

Proposition

La famille { ?{’} de H, 5 n(q) est une base cellulaire cubique, oi :
o T(AJ) =T(A);
° L(Aa./) = ()‘7 _./)




Compatibilité avec les classifications existantes

La structure cellulaire cubique fournit une famille compléte de
H, p.»(q)-modules irréductibles {D*J} ou :

DM £ {0} «— DM #£{0}.
Il n’est donc pas immédiat que |I'équivalence
DM £ {0} <= DM £ {0}

de classifications existantes (Hu, Genet—Jacon, Hu—Mathas) soit
vérifiée.



Fin

Merci de votre attention !
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