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Groupe symétrique

Définition
Le groupe symétrique G, est le groupe des permutations de
I'ensemble {1,..., n}.

Pour tout a € {1,...,n— 1}, on note t, == (a,a+ 1).



Groupe symétrique

Définition

Le groupe symétrique G, est le groupe des permutations de
I'ensemble {1,...,n}.

Pour tout a € {1,...,n— 1}, on note t, == (a,a+ 1).

Proposition

On a un isomorphisme
7'32 =1
<Tl, e Tne1|TaTp =TpTa si|la—b| > 1) — &,

TaTa+1Ta = Ta+1TaTa+1

ol T, — ts.




Algebre d'lwahori—Hecke

Soient K un corps et g € K \ {0,+1}.

L'algebre de groupe K[S,] est la K-algebre unitaire de présentation

TZ=1
K<T1,...,T,,_1 T.Tp= TpTasi|a—b| > 1>.
TaTa—H Ta - Ta+1 TaTa+1

C'est aussi le K-espace vectoriel vectk(€ey)secs, muni de la
multiplication e, e, == €54.

Définition

L'algébre d’lwahori-Hecke de type A, notée H2, est la déformation
de I'algebre de groupe K[S,] = (T1,..., T,—1) obtenue via

T2=1~(Ta+q )(T.—q)=0.




Progression
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Algebre de Hecke cyclotomique

Soit u = (u1,...,u,) € (K*)".

Définition (Broué—Malle 93, Ariki—Koike 94)

L'algébre de Hecke cyclotomique de type A, notée H2 (u), est
obtenue en ajoutant a |'algébre Hﬁ d'lwahori—Hecke de type A un
générateur Xli1 vérifiant les relations

X1ThX1 Ty = Th X1 T Xq,
X1T, = T;Xq, pour tout a > 2,

puis en quotient par la relation

r

H(X1 —uk) =0.

k=1

L'algebre HA (u) est aussi appelée algébre d’ Ariki—Koike.



Choix des parameétres cyclotomiques

On regroupe les éléments de u en g?-orbites distinctes
u=(u®, . .. u);

u) Jud) € (¢?), et u /i) ¢ (),

pour tout j # j’ et k, k.



Choix des parameétres cyclotomiques

On regroupe les éléments de u en g?-orbites distinctes
u=(u®, . .. u);

uf)uf) € (@), et o Jud) ¢ (a),
pour tout j # j’ et k, k.

Théoréeme (Dipper—Mathas 02)
L’algébre d’Ariki-Koike H2(u) est Morita équivalente 3

D Ru)

n,...,ng>0 j=1
m—+--+ng=n

Il suffit d'étudier les algébres d’Ariki—Koike HA (u) ot uy € (g?)
pour chaque k € {1,...,r}.

A\
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Algebre de Hecke carquois

Soient I' un carquois d’ensemble de sommets | et n € N*.

Définition (Khovanov-Lauda, Rouquier, 09)

L'algébre de Hecke carquois R%(I) est I'algébre engendrée par

Yi,- - ¥Yny wlv"'ad)nfla e(i)7 pour tout i€ ln7
avec les relations




Algebre de Hecke carquois

Soient I' un carquois d’ensemble de sommets | et n € N*.

Définition (Khovanov-Lauda, Rouquier, 09)

L'algébre de Hecke carquois R%(I) est I'algébre engendrée par

Yiseeos Vi Vi, Yn-1, e(i), pour tout i € /",
avec les relations
e(i)e(i') = d; ye(i), yae(i) = e(i)ya,
YaYa' = Yo Yas Vpe(i) = ety - i),

VYbya=Ya¥b, Sia#bb+1,
Vop = iy, si|b— b >1,
Ybybr1e(i) = (Yb1b + iy iy, ) (0),
Yo+1¥pe(i) = (¥bys + diy iy ) e(i),
URei) = Qi (¥ Vo)),
ot (Qjir)i.ires est une certaine famille de polynémes bivariés
déterminés par I,




Algebre de Hecke carquois

Définition (suite)

ainsi que

(Yer1¥cther1 — Wether1tbe) e(i)
Ql'c,l'c+1 ()/m yC+1) - QI}_—+2,I}_—+1 ()/c+27 yC+1) o
e(i).
Ye — Ye+2

Remarque

C'est une algebre (non trivialement) Z-graduée.




Algebre de Hecke carquois

Définition (suite)

ainsi que

(¢c+1¢c¢c+1 - wcwc-l—ﬂbc) e(i)
Ql'c,l'c+1 ()/m yC+1) - QI}_—+2,I}_—+1 ()/c+27 yC+1) o
e(i).
Ye — Ye+2

Remarque

C'est une algebre (non trivialement) Z-graduée.

Pour chaque w € &, on choisit une expression w = t,, - - ts,
avec k minimal et on pose ¥, =1, - -V, .

Théoreme (Khovanov-Lauda, Rouquier, 09)

La famille

{Ywys* - yire(i) : w € Sp,a: € Nji € "}
est une base de RA ().




Algebre de Hecke carquois cyclotomique

Soit A = (/\,'),'e/ e N/

Définition (Khovanov-Lauda, Rouquier, 09)

L'algebre de Hecke carquois cyclotomique R ()" est le quotient de
R2(T) par les relations

yite(i) =0,

pour tout i € /",

4

On prend | == {Cuyx : ¢ € (¢®), k € {1,...,r}} et A; qui compte les
occurrences de i € [ dans u. On note I, le carquois d’ensemble de
sommets | et de fleches s — g°s.



Algebre de Hecke carquois cyclotomique

Soit A = (/\,'),'e/ e N/

Définition (Khovanov-Lauda, Rouquier, 09)

L'algebre de Hecke carquois cyclotomique R ()" est le quotient de
R2(T) par les relations

yite(i) =0,

pour tout i € /",

4

On prend | == {Cuyx : ¢ € (¢®), k € {1,...,r}} et A; qui compte les
occurrences de i € [ dans u. On note I, le carquois d’ensemble de
sommets | et de fleches s — g°s.

Théoréme (Brundan—Kleshchev, Rouquier, 09)

On a un isomorphisme (explicite)

HnA(u) ~ Rﬁ(ru)".




Cas d'un carquois non connexe

Proposition (R. 16)

Si T s'écrit comme une réunion disjointe ' = H‘L r0) alors

RA(MNN ~ @ Mat( n (®R ro) A(J))

ni,.,ng>0 T
ni+--+ng=n

ot AY) est la restriction de N aux sommets de T'U).




Cas d'un carquois non connexe

Proposition (R. 16)

Si T s'écrit comme une réunion disjointe ' = H‘L r0) alors

RA(MNN ~ @ Mat( n (®R ro) /\(J))

ni,...,ng>0 77
ni+--+ng=n

ot AY) est la restriction de N aux sommets de T'U).

Corollaire

On prend u € (K*)" de la forme (u®),. .., u(®) précédente.
L'équivalence de Morita

. d
HA () 2" P QHAWY

ny,...,ng>0 j=1
ni+--+ng=n

provient d’un isomorphisme explicite.




Plan de la section

© Théorie en type B
@ Algebre d'lwahori—Hecke
o Algebre de Hecke cyclotomique
@ Analogue de |'algebre de Hecke carquois
e Equivalence de Morita



Progression

© Théorie en type B
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Groupe symétrique

Définition
Le groupe symétrique S, est le groupe des permutations o de
{ 1,..., n}
On note :
t, = (a,a+1) , pourtoutae{l,...,n—1},

Proposition

On a un isomorphisme

7'3 =1

TaTp = ThTa Si |@a — b| > 1 N
T1---3,Th-1 — G,

TaTa+1Ta = Ta+1TaTa+1

ol T+ ts.




Groupe symétrique

Définition

Le groupe symétrique signé B, est le groupe des permutations o de
{+£1,...,£n} vérifiant o(—a) = —o(a).

On note :
ty = (37 a+ 1)(7‘97 —a— 1)7 pour tout a € {1’ e N 1}7

Proposition

On a un isomorphisme

7'32 =1

TaTp = TpTa Si |a — b| > 1 N
T0,T1 ---5Tn—1 . —)Bn

TaTat1Ta = Ta41TaTat1 Sia > 1

70717071 = 71707170

ol T, — t,.




Algebre d'lwahori—Hecke

Soit p € K\ {0}.

L'algebre de groupe K[B,] est la K-algébre unitaire de présentation

15 =1

T,Tp=TpT,sila—b|>1
K{Tg,...,Th_1 ah bTasi|a | ) .

TaTog1Ta=Top1TaTo41sia>1

ToTiToTi = T1ToT1 70

Définition

L'algebre d'lwahori-Hecke de type B, notée HE, est la déformation
de I'algebre de groupe K[B,] = (To,..., To—1) obtenue via

Tazzlw(Ta—l—qfl)(Ta—q):O, pour a > 1,
TO2 =1~ (To-}—pil)(To —p)=0.




Algebre d'lwahori—Hecke

Soit p € K\ {0}.

L'algebre de groupe K[B,] est la K-algébre unitaire de présentation

15 =1

T,Tp=TpT,sila—b|>1
K{Tg,...,Th_1 ah bTasi|a | ) .

TaTog1Ta=Top1TaTo41sia>1

ToTiToTi = T1ToT1 70

Définition

L'algebre d'lwahori-Hecke de type B, notée HE, est la déformation
de I'algebre de groupe K[B,] = (To,..., To—1) obtenue via
T2=1~ (To4+q )(T,—q)=0, pour a > 1,
TO2 =1~ (To +p71)(7—0 —p)=0.

C'est un cas particulier d'algebre d'Ariki—Koike.
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Algebre de Hecke cyclotomique

Soit u = (u1,...,ur) € (K*)".
Définition (Poulain d'Andecy-Walker 17)

L'algebre de Hecke cyclotomique de type B, notée HE(u), est
obtenue en ajoutant a I'algebre HE d'lwahori-Hecke de type B un
générateur Xi-! vérifiant les relations

ToX{ 1 To = X4,
X1ThiXe Ty = Ti X1 T X,
X1T; = T3Xq, pour tout a > 2,
puis en quotient par la relation
r
[ = we) =o0.

k=1
4




Algebre de Hecke cyclotomique

Soit u = (u1,...,ur) € (K*)".

Définition (Poulain d'Andecy-Walker 17)

L'algebre de Hecke cyclotomique de type B, notée HE(u), est
obtenue en ajoutant a I'algebre HE d'lwahori-Hecke de type B un
générateur Xi-! vérifiant les relations
ToX; ' To = Xi,
XiTiX1 Ty = TiXi Ti Xy,
X1T, = TyXq, pour tout a > 2,
puis en quotient par la relation
r
H (X1 —uk)=0.
k=1

On veut s'inspirer de la preuve en type A via les algebres de Hecke
carquois pour donner une équivalence de Morita permettant de
restreindre le choix de w.
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Différentes algebres de Hecke carquois pour le type B

o Lorsque p? # 1, [Varagnolo—Vasserot 11] ont définit une telle
algebre VVRE(I, \), ot I est un carquois muni d'une involution
sans sommet fixe et A € N/, Leur but était de montrer une
conjecture d'Enomoto—Kashiwara sur la catégorie des modules
sur I'algebre de Hecke affine de type B, s'inspirant du type A.



Différentes algebres de Hecke carquois pour le type B

o Lorsque p? # 1, [Varagnolo—Vasserot 11] ont définit une telle
algebre VVRE(I, \), ot I est un carquois muni d'une involution
sans sommet fixe et A € N/, Leur but était de montrer une
conjecture d'Enomoto—Kashiwara sur la catégorie des modules
sur I'algebre de Hecke affine de type B, s'inspirant du type A.

o Lorsque p? # 1, Poulain d’Andecy—Walker ont défini une
algebre similaire "AWRB(T) dans le cas du carquois I, ol
I'inversion est donnée sur les sommets par s — s~1
(possiblement avec des sommets fixes).



Différentes algebres de Hecke carquois pour le type B

o Lorsque p? # 1, [Varagnolo—Vasserot 11] ont définit une telle
algebre VVRE(I, \), ot I est un carquois muni d'une involution
sans sommet fixe et A € N/, Leur but était de montrer une
conjecture d'Enomoto—Kashiwara sur la catégorie des modules
sur I'algebre de Hecke affine de type B, s'inspirant du type A.

o Lorsque p? # 1, Poulain d’Andecy—Walker ont défini une
algebre similaire "AWRB(T) dans le cas du carquois I, ol
I'inversion est donnée sur les sommets par s — s~1
(possiblement avec des sommets fixes).

Théoreme (Poulain d'Andecy—Walker 17)

On a un isomorphisme explicite HE (u) ~ PAWRB(T )\,




Différentes algebres de Hecke carquois pour le type B

o Lorsque p? # 1, [Varagnolo—Vasserot 11] ont définit une telle
algebre VVRE(I, \), ot I est un carquois muni d'une involution
sans sommet fixe et A € N/, Leur but était de montrer une
conjecture d'Enomoto—Kashiwara sur la catégorie des modules
sur I'algebre de Hecke affine de type B, s'inspirant du type A.

o Lorsque p? # 1, Poulain d’Andecy—Walker ont défini une
algebre similaire "AWRB(T) dans le cas du carquois I, ol
I'inversion est donnée sur les sommets par s — s~1
(possiblement avec des sommets fixes).

Théoreme (Poulain d'Andecy—Walker 17)

On a un isomorphisme explicite HE (u) ~ PAWRB(T )\,

o Lorsque p? = 1, [Poulain d’Andecy-Walker 19] ont étendu leur
résultat précédent, en introduisant une nouvelle algébre
!
PAW'RB(T), notamment pour traiter le cas du type D.



Une méme définition

Avec L. Poulain d’Andecy, nous avons défini une algébre RE(I", A, 7)
ou :
@ [ est un carquois muni d'une involution 6, possiblement avec
des sommets fixes;
@ )\ est méme paramétre que dans la définition de
Varagnolo—Vasserot ;
@ v = (7i)ies est un nouveau paramétre, qui vient remplacer le ¢
de Kronecker dans certaines relations et vérifie pour tout i € /

0(i) #£i = ;= 0.

On retrouve les trois algebres précédentes pour certains choix de T,
A et .



Est-ce une bonne définition?

o Cette définition généralise les trois définitions précédentes.

o C'est une algebre (non trivialement) Z-graduée.



Est-ce une bonne définition?

o Cette définition généralise les trois définitions précédentes.

o C'est une algebre (non trivialement) Z-graduée.

Pour chaque w € B,, on choisit une expression w = t,, - - t,
avec k minimal et on pose 1, =1, -+ -V, .

k

Proposition (Poulain d’Andecy-R. 19)

On suppose que
=0 = «9(/)7&iou)\,-:)\9(,-):0,
pour tout i € I. La famille

{Ywyst - - yire(i):w € By,a; € Nji € 1"},

est une base de RB(I', \, 7).
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Cas d'un carquois non connexe

On suppose que le carquois I' s'écrit comme une réunion disjointe
M= Hler(j), ol chaque I'Y) est stable par I'involution #. On note
alors AU) (resp. AU), v()) est la restriction de A (resp. \,7) aux
sommets de [0).



Cas d'un carquois non connexe

On suppose que le carquois I' s'écrit comme une réunion disjointe
M= Hd 1F(J) ol chaque I'Y) est stable par I'involution #. On note

alors /\ (resp. A\U) ) est la restriction de A (resp. \,7) aux
sommets de [0).

Proposition (Poulain d'Andecy-R. 19)

On a un isomorphisme (explicite)

d |
RACAN > D May - (@Rﬁj(r(f),w),w))"“).

ni,...,ng>0 77 j=1
n—+---+ng=n

V.




Résultat principal

On suppose que u € (K*)" est de la forme (v, ... u(®), ou
chaque uY) est 3 valeurs dans un ensemble du type

IXj = {ng tec€ {i1}7< € <q2>}7

pour x; € K*, ou les I, sont deux a deux disjoints pour
jed{l,....d}.



Résultat principal

On suppose que u € (K*)" est de la forme (u®, ... u(9)), ot
chaque uY) est 3 valeurs dans un ensemble du type

IXj = {ng tec€ {i1}7< € <q2>}7

pour x; € K*, ou les I, sont deux a deux disjoints pour
jed{l,....d}.

Corollaire

On a une équivalence de Morita

. d
HY) "7 D @),

ni,...,ng>0 j=1
ni+--+ng=n




Résultat principal

On suppose que u € (K*)" est de la forme (v, ... u(®), ou
chaque uY) est 3 valeurs dans un ensemble du type

IXj = {ng tec€ {i1}7< € <q2>}7

pour x; € K*, ou les I, sont deux a deux disjoints pour
jed{l,....d}.

Corollaire

On a une équivalence de Morita

. d
HY) "7 D @),

ni,...,ng>0 j=1
ni+--+ng=n

En particulier, il suffit d'étudier HE(u) pour u a valeurs dans I,
pour un x € K*. Il y a en fait quatre classes d'isomorphisme :

x=1, x=gq, x=p, x¢=xq"Utplg’.



Fin

Merci de votre attention !
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