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@ Aux origines : le groupe symétrique



Groupe symétrique et algebre de Hecke de type A

Le groupe symétrique possede la présentation par générateurs et
relations suivante :

tatp = tpts, Sila—b| > 1,
6n = <t17 cooytn—1 | tatayi1ts = taprtatata, >

t2=1

(a,a+1) <« t,

V.

C'est le groupe de Coxeter de type A,_1. On s'intéresse a sa théorie
des représentations.
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Le groupe symétrique possede la présentation par générateurs et
relations suivante :

tatp = tpts, Sila—b| > 1,
G, ~ <t17 coestpm1 | tatapats = tapatataya, >

t2=1

(a,a+1) <« t,

C'est le groupe de Coxeter de type A, _1. On s'intéresse a sa théorie
des représentations.

Définition

Soit F un corps et g € F*. L'algebre de Hecke de &, est |'algebre

T, Tp = TpT,, si |a— b| > 1,
%q(Gn) = F<T17 ooy Tn1| Ta Ta+1 T, = a+1 T, Ta-{—l; >
Ta2:(q_1)Ta+q




Partitions, diagrammes et tableaux de Young

Définition

Une partition de n est une suite décroissante A\ = (A1,...,\p) de
somme n =: |A|. On note A - n.

On peut représenter une partition par son diagramme de Young : le
diagramme de Young associé a la partition (3,2,2) - 7 est |

Définition

Un tableau de Young standard est une facon de remplir le
diagramme de Young de A - n avec les éléments de {1,...,n} de
facon croissante sur les colonnes et les lignes. On note 7 ()
I’ensemble des tableaux de Young de A.

Par exemple, on a [1]3 6] € 7(3,2,2) mais ! 6l¢ 7(3,2,2).
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Cellularité de H,(S,)

Définition

Soient A\, = n. On écrit A\ > p si pour tout k € N*,

Attt A= ke

L'ordre > est un ordre partiel, qui raffine I'ordre lexicographique.



Cellularité de H,(S,)

Définition

Soient A\, = n. On écrit A\ > p si pour tout k € N*,

Attt A= ke

L'ordre > est un ordre partiel, qui raffine I'ordre lexicographique.
Théoreme (Murphy 1995)
L’algébre H4(&,) posséde une base de la forme

{c;; Ak ns,te T()\)},

avec la propriété suivante :

A A >A
CiCho = Swrwcy, mod Hq(S,)"7.

On dit que H4(S,) est une algebre cellulaire. Cette propriété
généralise le fait Ej;Ex = 0jxEj pour les matrices élémentaires. Cela
permet de construire les Hq(S,)-modules irréductibles.



© Algebre d'Ariki—Koike



Algebres d'Ariki—Koike

Le groupe G(r,1,n) ~Z/rZ1 S, ~ (Z/rZ)" x &, est défini par les
générateurs s, ty,...,t,—1 et les relations

tatp = tpta, sila— b| > 1, styst; = tistys,
tatayi1ts = tarrtatar, st, = t,s, si a> 2,

t2=1, s'=1.

C'est un groupe de réflexions complexes.



Algebres d'Ariki—Koike

Le groupe G(r,1,n) ~Z/rZ1 S, ~ (Z/rZ)" x &, est défini par les
générateurs s, ty,...,t,—1 et les relations

tatp = tpta, sila— b| > 1, styst; = tistys,
tatayi1ts = tarrtatar, st, = t,s, si a> 2,

t2=1, s'=1.

C'est un groupe de réflexions complexes.
Définition
Soit F un corps et g € F*. L'algebre d' Ariki—Koike est la F-algebre
HN(q) définie par les générateurs S, Tq,..., T,_1 et les relations
TaTp=TpT, sila—b|>1, ST1ST; = T1ST;S,
TaTor1Ta= Taor1TaTar1, STo=T55,sia>2,
T2=(q-1)T,+q IL(S-q¢)" =0




Combinatoire des multi-partitions

Soit r =" A;.

Définition

Une r-partition est un r-uplet A = ()\(1), cee )\(’)) de partitions
avec |A| == XD+ ... +|A)| = n et on note A -, n.

Un tableau de Young standard pour A -, n est un r-uplet
(D, €)) rempli des éléments de {1,...,n} tel que chaque t(5)
est un tableau de forme A(5) avec les entrées croissantes selon les

lignes et les colonnes.

1 3|,|2|5|> € T(A) avec A = ((2,1),(2)) F2 5.




Cellularité de I'algébre d’Ariki—Koike

On étend > aux r-partitions de n en écrivant A > pu si Vs, k € N*,

s—1 st
Z|)\(t)| +)\§5) T +)\$(5) > Z|M(t)| —i—,ugs) + ... +,UJE<S)'

t=1 t=1

Théoréme (Dipper-James-Mathas 1998)

L’algébre H)\(q) posséde une base de la forme
{cg ‘AF,ns,te T(A)},

avec la propriété suivante :

A A A >A
CotCho = OtluCey  Mod Hp(q)™ ™.




© Algebres de Hecke carquois de type A



Isomorphisme de Brundan—Kleshchev et Rouquier
Soit g € F* d'ordre fini e > 2 et soit | := Z/eZ.

Théoreme (Brundan—Kleshchev, Rouquier 2009)

L'algébre d’Ariki-Koike H\(q) posséde la présentation définie par
les générateurs

yla"'7yn7¢17"'1¢n—1ae(i)> pour tOUtiGIn,
soumis aux relations

e(i)e(j) = djje(i), ;e(i)=1,
yae(i) = e(i)ya, ae(i) = e(ss - i)¢a,
Ya¥Yb = YbYa,

VYayb = yptba, Si b# a,a+1,

Yatb = Ypia, sila— b| > 1,
Yayar1e(i) = (Yatha + 01, i, ) e(i),
Yatr1¥ae(i) = (Yaya + 0i,,i,,1 ) (i),




Isomorphisme de Brundan—Kleshchev et Rouquier

07 Si iy = ia+1a
2e(i) _ (_VaJrl - ya)e(i)v Si fg = lay1 — 1L

(Ya = Yat1)e(i), siia=iz41+1,
(), sinon,

(¢a+1¢a¢a+1 + l)e(i), Si iat2 =iz = ia+1 — 1,
¢a¢a+1¢ae(i) = (wa+1¢a¢a+1 - 1)e(i), Si iay2 = iz = iap1 + 1,
¢a+1¢a7/}a+1e(i), Sinon7

D

yite(i) = 0.




Isomorphisme de Brundan—Kleshchev et Rouquier

07 Si iy = ia+1a
2e(i) _ (_VaJrl - ya)e(i)v Si fg = lay1 — 1L

(Ya = Yat1)e(i), siia=iz41+1,
(), sinon,

(¢a+1¢a¢a+1 + l)e(i), Si iat2 =iz = ia+1 — 1,
¢a¢a+1¢ae(i) = (wa+1¢a¢a+1 - 1)e(i), Si iay2 = iz = iap1 + 1,
¢a+1¢a7/}a+1e(i), Sinon7

D

yite(i) = 0.

L'algebre H/(q) est alors graduée par dege(i) = 0, degy, = 2 et
=2, sily =iay1,

degipae(i) =41, siiy=iz1+1,
0, sinon.



Corollaires

Corollaire

Si g’ € F* a le méme ordre que q alors H)(q) ~ HNq').
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Corollaire

Si g’ € F* a le méme ordre que q alors H)(q) ~ HNq').

Soit p | r. Le groupe de réflexions complexe G(r, 1, n) posséde un
sous-groupe G(r, p, n) d'indice p, qui est également un groupe de
réflexions complexes. Au niveau de I'algébre d’Ariki—Koike H(q),
on a une sous-algebre Hg7n(q) d'indice p.

Si r = p =2 alors G(2,2,n) est le groupe diédral.




Corollaires

Corollaire

Si g’ € F* a le méme ordre que q alors H)(q) ~ HNq').

Soit p | r. Le groupe de réflexions complexe G(r, 1, n) posséde un
sous-groupe G(r, p, n) d'indice p, qui est également un groupe de
réflexions complexes. Au niveau de I'algébre d’Ariki—Koike H(q),
on a une sous-algebre Hg7n(q) d'indice p.

Si r = p =2 alors G(2,2,n) est le groupe diédral.

Théoreme (R. 2016)

L'isomorphisme précédent peut s’adapter pour la sous-algebre
7—[2’ »(q). En particulier, on peut en donner une présentation
Z-graduée et elle ne dépend de q que par son ordre.




Cellularité graduée de I'algebre d'Ariki—Koike

Définition

Soit A F, n. On dit qu'une boite du diagramme de Young de X est
en-dessous d'une autre si c’est le cas quand on écrit les
composantes de X les unes en dessous des autres.

I existe une fonction deg : 7(A) — Z telle pour pour t € T(A),
I'entier deg t dépend de I'ordre sur les boites dans les tableaux

t\l/latl/27"'7t\lfn:t'



Cellularité graduée de I'algebre d'Ariki—Koike

Définition

Soit A F, n. On dit qu'une boite du diagramme de Young de X est
en-dessous d'une autre si c’est le cas quand on écrit les
composantes de X les unes en dessous des autres.

I existe une fonction deg : 7(A) — Z telle pour pour t € T(A),
I'entier deg t dépend de I'ordre sur les boites dans les tableaux

thi, ..t =t

Théoreme (Hu—Mathas 2010)

L'algébre H\(q) posséde une base homogéne de la forme
{vd: Ak nste TV},

avec les propriétés suivantes :

Yile = durutay  mod Hp(q)?,
deg %)\t = degs + degt.
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