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@ Un théoréme de combinatoire



Bipartitions

Définition

Une partition est une suite décroissante d'entiers naturels non nuls.

On peut représenter une partition via son diagramme de Young. La
partition (4,2,2,1) est ainsi représentée par [].




Bipartitions

Définition

Une partition est une suite décroissante d'entiers naturels non nuls.

On peut représenter une partition via son diagramme de Young. La
partition (4,2,2,1) est ainsi représentée par [].

Définition

Une bipartition est un couple de partitions.

Le couple ((5, 1), (2)) est une bipartition, formée des partitions
(5,1) et (2).




Multiensemble des résidus

Soit 1 un entier naturel non nul et soit e := 27.

Le multiensemble des résidus de la bipartition (A, 1) est la partie de :

O(1|2]... N [n+1n+2|. ..
—1/0|1]{... -1 +1]. ..

T p (mod e),
—2[—1{ 0 |... n—2n—1| n

correspondant au diagramme de Young de (A, p).




Multiensemble des résidus

Soit 1 un entier naturel non nul et soit e := 27.

Le multiensemble des résidus de la bipartition (A, 1) est la partie de :

O(1|2]... N [n+1n+2|. ..
-1/ 0 -1 +1

T p (mod e),
—2(—1(0 n—2n—1| n

correspondant au diagramme de Young de (A, p).

Exemple

Le multiensemble des résidus de la bipartition ((5, 1), (2)) est
1[2[3]0] [2]3].

o

donné pour e = 4 par




Multiplicités des résidus et décalage

Soit e = 2n € 2N*. Si (A, p) est une bipartition, on note
a(, p) € N¢ le e-uplet des multiplicités du multiensemble des
résidus.

Le multiensemble des résidus de la bipartition ((4, 2), (1)) pour

e=6est |0
5

Ol =

23] [3], donc a((4,2),(1)) = (2,1,1,2,0,1).




Multiplicités des résidus et décalage

Soit e = 2n € 2N*. Si (A, p) est une bipartition, on note
a(, p) € N¢ le e-uplet des multiplicités du multiensemble des
résidus.

Le multiensemble des résidus de la bipartition ((4, 2), (1)) pour

e=6est |0
5

Ol =

23] [3], donc a((4,2),(1)) = (2,1,1,2,0,1).

Définition (Décalage)

Pour o = (aj) € N¢, on définit o - v € N® par (0 - @); == ay4i.

Onao-a=(ayapt1, .., 0e—1,00,01,...,0p_1).



Proposition

On a a(p, \) = o - a(X, ). En particulier, si o = a(X, \) alors
o-a=aq.




Bégaiements

On a a(p, \) = o - a(X, ). En particulier, si o = a(X, \) alors
o-a=aq.

Théoreme (R.)
Soit (A, ) une bipartition et soit v == (A, u) € N. Sio - a0 = «
alors il existe une partition v telle que o = a(v, v).




Bégaiements

Proposition
On a a(p,\) = 0 - a(\, p). En particulier, si o .= a(\, \) alors
o-a=a.

Théoreme (R.)
Soit (A, ) une bipartition et soit v == (A, u) € N. Sio - a0 = «
alors il existe une partition v telle que o = (v, v).

| A\

Exemple
On prend e = 6. Les multiensembles :

[0] [3]4]5] et 0J1]2][3] [3]4]5]0]
2[3 5] 2]

12

0]

coincident (et « = (2,1,2,2,1,2)).




Démonstration par I'exemple

On a a(H, M) =(2,1,2,2,1,2).
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Démonstration par I'exemple

On a a(H, M) =(2,1,2,2,1,2).

0]1]2] 3[4]5]

5[0 23

415 1|2 Oé:( 72737 7273)
3 0

3 \

0[1]2] 3[4]5]

5[0 2[3 a=(2,2,3,2,2,3)
4[5 12




Démonstration par I'exemple

On a a(H,

M) =(2,1,2,2,1,2).
=
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Démonstration par I'exemple

On a a(H, j‘ ) =1(2,1,2,2,1,2).
0]1]2] 3[4]5]
5[0 23
415 1|2 Oé:(,2,37 7273)
3 0
3 \J
0[1]2] 3[4]5]
5[0 2[3 a=(2,2,3,2,2,3)
45 12
\ 1
0]1]2] 3[4]5]
5[0 2[3 a=(2,2,2,2,2,2)
4 1
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0[1]2 3[4]5
JETEA R EIEIEY a=(2127212)




Echec de démonstration par |'exemple

On a a(H, ) =1(2,1,2,2,1,2).

> a=(3,2,3,3,2,3)
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Echec de démonstration par |'exemple

On a a(H, ) =1(2,1,2,2,1,2).
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Echec de démonstration par |'exemple

On a a(H, ) =1(2,1,2,2,1,2).

0]1]2] 3[4]5]
5[0 2[3
1[5 12 a=(32,3,32,3)
3 0
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© Outils pour la preuve



Abaques et cceurs

A chaque partition A = (A1,...,Ap), on associe un abaque a e fils
de sorte que pour chaque a € N*,

il y a exactement A, vides en haut et a gauche de la bille a. )

Les 3 et 4-abaques associés a la partition (6,4,4,2,2) sont

s —0—0—0——
e e e |
. Y — ’
00— @—@——+——

Si chaque fil du e-abaque d'une partition A a toutes ses billes
consécutives (pas de « trou »), on dit que A est un e-cceur.

La partition de I'exemple précédent n'est pas 3-coeur mais est un
4-cceur.



Paramétrisation

Au e-abaque d'un e-cceur A, on considére les abscisses x(\) € Z€
des premiers vides.

Exemple

On représente les premiers vides du 4-abaque associé au 4-coeur
(6,4,4,2,2) par des o :

ainsi x = (—1,2,1,-2).




Utilité de la paramétrisation

Proposition

Soit A un e-ceeur, soit a = a(\) € N€ e vecteur multiplicité du
multiensemble des résidus et soit x = x(\) € Z¢ le paramétre du
e-abaque. On a :

X0+ Xem1 =0,

1
§HX||2 = ay,

Xj = o — ajp1 pour tout i € {0,...,e —1}.




Utilité de la paramétrisation

Proposition

Soit A un e-ceeur, soit a = a(\) € N€ e vecteur multiplicité du
multiensemble des résidus et soit x = x(\) € Z¢ le paramétre du
e-abaque. On a :

X0+ Xem1 =0,

1
5 lIxI2 = ao,

Xj = o — ajp1 pour tout i € {0,...,e —1}.

Corollaire

Six =x(A) ety = x(p) alors ag(\, ) = q(x,y), ot

q:|Q*xQ°* — Q

(x,y) — SIxIP+3lvlIP—yo——yp1




Lemme clé

Soit (A, i) un e-bicceur, posons x := x(\) et y := x(u). On suppose
que a = «(\, ) vérifie o - @ = « et on veut montrer qu'il existe
une partition v telle que a(v,v) = .



Lemme clé

Soit (A, i) un e-bicceur, posons x := x(\) et y := x(u). On suppose
que a = «(\, ) vérifie o - @ = « et on veut montrer qu'il existe
une partition v telle que a(v,v) = .

Lemme

Il suffit de trouver z € 7€ tel que :

a(z,2) < q(x,y),
g+ -+ Ze-1=0, (E)
Zi + Ziyn = Xi + Yitn, pour tout i.




Lemme clé

Soit (A, i) un e-bicceur, posons x := x(\) et y := x(u). On suppose
que a = «(\, ) vérifie o - @ = « et on veut montrer qu'il existe
une partition v telle que a(v,v) = .

Lemme

Il suffit de trouver z € 7€ tel que :

q(z,z) < q(x,y),
Zg+ -+ 2Ze—1 =0, (E)

Zi + Ziyn = Xi + Yitn, pour tout i.

Grace 2 la convexité de g, I'élément z := *FX vérifie (E).

Cependant, on peut avoir z ¢ Z€ : en général z € %Ze.



Premiere approche

ZE

Ze

En passant a un point rouge, on doit :
@ s'assurer que les contraintes restent vérifiées

@ évaluer I'erreur commise



Premiere approche

ZE

Ze

En passant a un point rouge, on doit :
@ s'assurer que les contraintes restent vérifiées — matrices {0,1}

@ évaluer I'erreur commise — forte convexité
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