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@ Groupes de Coxeter et algébres de Hecke



Groupes de Coxeter

Un groupe de Coxeter est un groupe possédant la présentation
suivante :

générateurs s, ..., S,
relations Vi,j € {1,...,n},(sis))™i =1

OfJm,',':].etm;j:mj,'GNZQSii;éj.
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Remarque

On a alors s;sjs;s;j ... = sjs;sjs; ... : on parle de relation de tresse.

mj; termes mj; termes




Groupes de Coxeter

Définition
Un groupe de Coxeter
suivante :
générateurs s, ..., S,

relations Vi, j € {1

est un groupe possédant la présentation

oo, nh(sis)™Mi =1

OfJm,',':].etm;j:mj,'GNZQSii;éj.

Remarque
On a alors s;sjs;s;j ... = sjs;sjs; ... : on parle de relation de tresse.
m,-j termes mij termes

| A\

Exemple

Le groupe symétrique S,1, avec s; = (i,i + 1) et (mj;) donnée par

3 sii=j+1
mij =
J 2 sinon,

“pouri,je{l,...,n—1}.




Algebre de Hecke

Soit F un corps et g une famille d'éléments de F.

Définition

Soit W un groupe de Coxeter, défini a partir des (mjj)i<; j<n.
L'algébre de Hecke Hyy(q) de W est la F-algebre unitére donnée
par la présentation suivante :

générateurs Ti,..., T,
relations Vi€ {1,...,n},(T;i +1)(T;i —qi) =0
W 2 T T T = Ty 3 T e

mj; termes mj; termes
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Remarques
@ Ona Hy(1) ~ F[W], ot F[W] est I'algebre du groupe W.
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Algebre de Hecke

Soit F un corps et g une famille d'éléments de F.

Définition

Soit W un groupe de Coxeter, défini a partir des (mjj)i<; j<n.
L'algébre de Hecke Hyy(q) de W est la F-algebre unitére donnée
par la présentation suivante :

générateurs Tq,..., T,
relations Vi€ {1,...,n},(T;i +1)(T;i —qi) =0
Vit j, TiTTiTj...= TTTTi....
mjj termes mj; termes

| A\

Remarques
@ Ona Hy(1) ~ F[W], ot F[W] est I'algebre du groupe W.

@ On doit supposer que g; = g; si s; et s; sont conjugués dans W.




Groupes de réflexions réelles

Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie.

Définitions

@ Une réflexion de V est un élément s € GL(V) d'ordre 2
possédant un hyperplan de points fixes.

@ Un groupe de réflexions réelles est un sous-groupe fini de
GL(V) engendré par des réflexions.
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Groupes de réflexions réelles

Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie.

Définitions

@ Une réflexion de V est un élément s € GL(V) d'ordre 2
possédant un hyperplan de points fixes.

@ Un groupe de réflexions réelles est un sous-groupe fini de
GL(V) engendré par des réflexions.

Le groupe diédral h(n) = (r,s) (car r est un produit de réflexions).

Théoréme

Les groupes de réflexions réelles sont des groupes de Coxeter finis et
réciproquement.

En posant s; := s et s, = rs dans I'exemple précédent, le groupe
diédral Ir(n) est un groupe de Coxeter avec myp = n.



Classification des groupes de Coxeter

Les groupes de Coxeter finis (autrement dit, les groupes de réflexions
réelles) irréductibles se répartissent en quatre grandes familles :

@ les groupes de type A (avec A,_1 correspondant au groupe
symétrique Sp);
@ les groupes de type B et D;

@ les groupes de type I (les l(n) correspondant aux groupes
diédraux) ;
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On peut aussi classifier les groupes de réflexions complexes
irréductibles. Il y a alors une série infinie {G(r, p, n)} de groupes
avec p|r, ainsi que 34 exceptions.




Classification des groupes de Coxeter

Les groupes de Coxeter finis (autrement dit, les groupes de réflexions
réelles) irréductibles se répartissent en quatre grandes familles :

@ les groupes de type A (avec A,_1 correspondant au groupe
symétrique Sp);

@ les groupes de type B et D ;

@ les groupes de type I (les l(n) correspondant aux groupes
diédraux) ;

ainsi que six exceptions (les groupes F4, H3, Hy, Eg, E7 et Eg).

Remarque

On peut aussi classifier les groupes de réflexions complexes
irréductibles. Il y a alors une série infinie {G(r, p, n)} de groupes
avec p|r, ainsi que 34 exceptions. On retrouve dans la série infinie
les type A, B, D, I, précédents, en particulier le type D, correspond
a G(2,2,n).




Groupes de Coxeter de type B

Le groupe de Coxeter de type B, est donné par les générateurs
S0,S1,...,Sh—1, OU S1,...,Sp,_1 Vérifient les relations du type A,_1
(ie. de G,) :

: 2
Vi>1, S = 1 et sjSjt+15i = Sj+1SiSi+1,
Vi,j>1,sisp = sjs; si |i — j| > 1,



Groupes de Coxeter de type B

Le groupe de Coxeter de type B, est donné par les générateurs
S0,S1,...,Sh—1, OU S1,...,Sp,_1 Vérifient les relations du type A,_1

(ie. de G,) :

: 2
Vi>1, S = 1 et SiSi+1Si = Si+1SiSi+1,
Vi,j>1,sisp = sjs; si |i — j| > 1,

et avec les relations suivantes pour sy :

sg =1 et sps15051 = 51505150,
Vi Z 2, 50S;i = SiS0-



Algebres de Hecke de type B et D

Soit F un corps et g € F*. Pour n € N*, on s'intéresse a la
spécialisation H,(q) I'algébre de Hecke du groupe de Coxeter de
type B, donnée par les générateurs Tg, T1,..., Th—1 €t les
relations suivantes :

Vi>1,(Ti+1)(Ti—q)=0et T;Tiy1Ti = Tip1 Ti Tiya,
Vi,j>1,T;Tj=T;T;si|i—j|>1,
ainsi que :
(To+1)(To—1)=0et ToTiToT1 = T1 To T To,
Vi>2 ToT; = T; To.



Algebres de Hecke de type B et D

Soit F un corps et g € F*. Pour n € N*, on s'intéresse a la
spécialisation H,(q) I'algébre de Hecke du groupe de Coxeter de
type B, donnée par les générateurs Tg, T1,..., Th—1 €t les
relations suivantes :
Vi>1,(Ti+1)(Ti—q)=0et T;TizaTj = Tipa Ti Tiya,
Vi, j>1,TiTj=T;T;si|i—j| >1,
ainsi que :
(To + 1)(T0 — 1) =0et ToT1ToT1 = T1ToT1 Ty,
Vi>2, ToT; = T;Tp.
L'algebre de Hecke H2(q) du groupe de Coxeter de type D,

s'obtient alors comme étant la sous-algébre H,(q)? C H,(q) fixée
par |'automorphisme o donné par :

O’(To) = —To,
Vi > 1,0’(7_,') = T,'.



© Graduation



Algebre de Hecke carquois cyclotomique

Soit e = 29 € 2N* et soit [, le carquois cyclique a e sommets. On
définit I'algébre de Hecke carquois cyclotomique Rp(I'e) comme
étant la F-algebre unitaire de générateurs e(i) pour i € (Z/eZ)",
Yi,---,¥Yn €t Y1,...,%n_1, avec les relations suivantes :



Algebre de Hecke carquois cyclotomique

Soit e = 29 € 2N* et soit [, le carquois cyclique a e sommets. On
définit I'algébre de Hecke carquois cyclotomique Rp(I'e) comme
étant la F-algebre unitaire de générateurs e(i) pour i € (Z/eZ)",
Yi,---,¥Yn €t Y1,...,%n_1, avec les relations suivantes :

S el =1, eli)eli) = dyeli),

i€(Z/eZ)"
vae(i) = e(i)ya, vae(i) = e(sa-i)¢a,
Ya¥b = YbYa,

Yayb = ybtpa si b# a,a+1,
VYap = Ppiha si |a— b] > 2,
Vayar1e(i) = (yatha + 5iaia+1)e(i)’
Yat1¥ae(i) = (Yaya + 911, )e(i),

d; 0; .
y (i) = 0,



Algebre de Hecke carquois cyclotomique

Soit e = 29 € 2N* et soit [, le carquois cyclique a e sommets. On
définit I'algébre de Hecke carquois cyclotomique Rp(I'e) comme
étant la F-algebre unitaire de générateurs e(i) pour i € (Z/eZ)",

Yi,---,¥Yn €t 1, ..., 91, avec les relations suivantes : (suite)
0 Si iy = fay1,
2o Jeld) Si i3 7 ia41
Pae(i) = ’

+(Vat1 — Ya)e(i)  siia — iay1 OU iz < fat1,

_()/a—i-l - Ya)2e(i) Si I3 S iaq1,

(Yat1¥atat1 — Yatar1va)e(i) =
e(i) fat2 = la = 241,
—e(i) lat2 = Ia ¢ Iat1
(2Ya+1 — Ya— )/aJrl)e(i) Si fg42 = I3 S lay1,
0 sinon.



Théoreme d'isomorphisme gradué

L'algebre Rp(Ie) est Z-graduée via dege(i) =0, degy, =2 et :

—2 Siiy=ia1,

0 Siiyrisi1,

deg,e(i) =
eli) 1 Siiy—isi1 OU iy < fap1,

2 SiiyS s



Théoreme d'isomorphisme gradué

L'algebre Rp(Ie) est Z-graduée via dege(i) =0, degy, =2 et :

—2 Siy = st
0 Siiyo iai1,
1 si ia — ia+1 ou ia — ia+1,

2 SiiyS s

Théoreme (Rouquier 08, Brundan—Kleshchev 09)

Soit g € F* d’ordre e € 2N*. L’algébre de Hecke H,(q) est
isomorphe sur F a I'algébre de Hecke carquois cyclotomique R,(T¢).




Théoreme d'isomorphisme gradué

L'algebre Rp(Ie) est Z-graduée via dege(i) =0, degy, =2 et :

2 sy = st
. S| ia 7L ia+1a
deg i e(i) = .. . . .

Si iy —> [341 OU Iy ¢ Q341

Si iy S iag1.

Théoreme (Rouquier 08, Brundan—Kleshchev 09)

Soit g € F* d’ordre e € 2N*. L’algébre de Hecke H,(q) est
isomorphe sur F a I'algébre de Hecke carquois cyclotomique R,(T¢).

v
Corollaire

L’algébre Hp(q) :

@ admet une graduation (non triviale);

@ ne dépend de q que par son ordre.




Compatibilité avec I'algebre de Hecke de type D

Rappelons que H?(q) = H,(q)° ot o est |'automorphisme de H,(q)
donné par o(Tg) = —To et o(T;) = T; pour i > 1.

Théoreme (R. 16)

On peut choisir un isomorphisme Hp(q

)~R ( e) de telle sorte que
I'automorphisme o soit donné sur Rp(l'e) pa

© 5(ya) = ya;
° 7(va) =a;
o 5(e(i)) =e(i+m)oin=(n,...,0).

En particulier, H?(q) = H,(q)? ~ R,(le)?.




Compatibilité avec I'algebre de Hecke de type D

Rappelons que H?(q) = H,(q)° ot o est |'automorphisme de H,(q)
donné par o(Tg) = —To et o(T;) = T; pour i > 1.

Théoreme (R. 16)

On peut choisir un isomorphisme Hp(q

)~R ( e) de telle sorte que
I'automorphisme o soit donné sur Rp(l'e) pa

© 7(Ya) = Ya;
° 7(¥a) = s,
o g(e(i)) =e(i+mn) oimn = (n,...,0).

En particulier, H?(q) = H,(q)? ~ R,(le)?.

Théoreme (R. 16)

On peut donner une présentation de H2(q) en termes de

)
générateurs yi, ... 7Yn7¢17 0oo 7wn 1 et e(Py) pour y € (Z/GZ) /< >
Les relations sont les mémes que pour Rp(Te).




Preuve de la présentation

Soit v € (Z/eZ)"/(n). Les propositions du type 7, < ~p pour
> € {=,#,—, <, S} ont bien un sens pour a,b € {1,...,n}.
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Preuve de la présentation

Soit vy € (Z/eZ)" /(n). Les propositions du type 7, < ~yp pour
> € {=,#,—, <, S} ont bien un sens pour a,b € {1,...,n}.

Remarque

Pour v # ~' € (Z/eZ)"/(n), on ne peut définir aucun v, > ;.
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les relations yfi1’°+6il’" e(i) pour i € (Z/eZ)". En notant /7 I'idéal

v1,{0,m} e(

6.
engendré par y, ) pour v € (Z/eZ)"/(n), on montre que :

(Ra(Te)/1) = Ru(Fe)? /.



Preuve de la présentation

Soit vy € (Z/eZ)" /(n). Les propositions du type 7, < ~yp pour
> € {=,#,—, <, S} ont bien un sens pour a,b € {1,...,n}.

Remarque

Pour v # ~' € (Z/eZ)"/(n), on ne peut définir aucun v, > ;.

L'algebre R,(I'e) est le quotient de f{n(re) par I'idéal | engendré par

les relations yfi1’°+6il’" e(i) pour i € (Z/eZ)". En notant /7 I'idéal
6.

engendré par y; "*“"e(v) pour v € (Z/eZ)"/(n), on montre que :

(Ra(Te)/1) = Ru(Fe)? /.

La clé de la preuve est le fait que p = %(id + o) est une surjection
de R,(Te) sur Ry(Me)°.
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S'il reste du temps. ..

@ Graphes pour les types A, B, D

@ Forme matricielle des groupes de réflexions complexes.
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