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1 Algebres de Hecke des groupes de réflexions — Al-
gebres de Hecke carquois

Isomorphisme entre algébres Ariki—-Koike et algébres de Hecke carquois cyclotomiques de type A (Brundan—Kleshchev et

Rouquier).

1.1 Groupes de réflexions complexes

Définition. Réflexion complexe : endomorphisme (différent de 'identité) de C™ fixant un
hyperplan et d’ordre fini. Aussi pseudo-réflexion. Groupe de réflexions complexes : groupe fini
engendré par des réflexions complexes.

Classification : Shephard—Todd, 1954. Famille infinie {G(r,p,n)} avec p | r et 34
exceptions.

— type A,—1 est G(1,1,n);

— type B, est G(2,1,n);

— type D,, est G(2,2,n);

— type diédral Ir(n) est G(n,n,2).

Comme pour groupes de réflexions réelles, présentations « a la Coxeter »

G(r,1,n) ~ (Z/rZ)"x6&,, ~ <s,t1, U

,(st1)? = (t15)* et st; =t;ssii > 2

(tracer le diagramme). Parler de matrices monomiales, pour G(r, p,n) également.
Généralisant la définition pour groupes de Coxeter, algebre de Hecke H, (W) pour W
groupe de réflexions complexes irréductible (BMR, 1998). Mois immédiat que cas réel.

1.2 Algebres de Hecke

Maintenant G(r,p,n). F' corps, ¢ € F'\ {0,1}. Soit e € N>y U {oo} le plus petit entier tel
Z]eZ, sie# oo,

Z, sinon

=1, (tzt]>2 =1si |Z —j| >1et (tztz+1tz)2 =1,
1

;



Définition (Al"lklfKOIke 94, Broué—Malle 93) pas définition naturelle, mais on en aura besoin par la suite
Soit v = (vg, . ..,vs_1) € (F*)! tel que

v /v & (q)- (1)

Soit A € NUXT) L’algébre d’Ariki-Koike, ou algebre de Hecke de type G(r,1,n), est
la F-algébre associative unitaire H2(q,v) de présentation donnée par les générateurs
S, Ty,...,T,_1, et les relations

Ty =TT, sili —g| > 1,
LT T = T T,

[TTI(S —a'vp)™ =0,

i€l jed
(ST)? = (11S)?,
ST; =1T;8, sii > 2.

Déformation de F[G(T, 1, TL)] avec r = Z Azg On parle aussi d'algébre de Hecke cyclotomique de
type A. Généralisation de |'algébre de Hecke de type A et B. OH pose X1 =Set leJrl = TX T . Famille
{Xi}1<i<n commutative (Jucys-Murphy) €t

(X XuTy 0 €{0,.. . r =1} w e &,},
base de Hﬁ(q, ’U) sur F (ArlkI*KOIke) L’élément T, est défini avec Matsumoto.

Soit p | 7 et supposons que le corps F' contient une racine primitive pieme ( € F* de
'unité. Soit f € N* le plus petit entier tel que ¢/ € {q) et on note ¢/ = ¢"7. On définit
=(1,¢,..., ¢/,

Pr0p051t10n Supposons que A € NUXI) yérifie
Aij =Ny = Ay,
5J 5J (2)
Ai = Ay

pour tout i € I et j,j/ € J. On a un morphisme d’algébre o : HA(q,v¢) — H2(q,v,)
donné par

o(S) = (S,
o(T;) =T,
Remarquons que v, vérifie bien la condition (1) vy/v; ¢ (q).
Définition. On note H2, (¢) € H2 (¢, v¢) la sous-algebre des points fixes de o.

On montre que c’est une algebre de Hecke de type G(r, p, 1) (ausens de BMR). En particulier,

c’est une déformation de F[G(T,p, n)] Penser a I'algébre de Hecke de type D a l'intérieur de celle de type B.
On ne fait pas mention de ¢ dans Hp n(q) car pas de dépendance. En effet,

{X{ X Ty e €40, r =1L wEGn, Y a;=0 (modp)},

i

base de H2 (¢) sur F (Ariki, 1995).



1.3 Algebres de Hecke carquois

I’ carquois sans boucle. Si V' ensemble des sommets de I, I'algebre R, (") est la F-

algebre associative de générateurs e(v),v € V™ ainsi que yy, ..., Yy, et ¥y, ...
aux relations de la Remarque qui suit, avec

Qi(a,) = Gz (1) (b — a) W,

, Up_1 soumis

ou d;; est le nombre d’arétes reliant les sommets ¢ et j. Si I' sans fleches multiples on a :

0, i=

1, 1 pas relié a j,
i(a,b) = qa—b, i — 7,

b—a, 14 7,

—(b—a)?, i<+ ]

Remarque. Relations, a écrire avant 'exposé :

> e(v) =1,

vevn
e(v)e(v') = dywe(v),
Yae(v) = €(v)ya,
Yae(v) = €e(8a * V)Va,
Yoo = YvlYas
Yap = Ptba it bF#a,a+1,
VYoo = Ppt)a  if [a —b| > 1,

¢aya+1€(’v) — {(yad)a + 1)6('0) if Vg = Ug+1,

yawae(,v) lf Vg 7é Va+1,

Yo + De(v)  if v, = veyq,

ya—l—ld]ae(v) _ (¢ Y ) ( ) . +1
wayae(lv) 1f Vg 7é Va+1,

¢2e(v) = Qva,va+1 (yaa ya+1)€(’l)),

Qva’va (y“7ya+1)_Q”a Vg (Ya+2,Ya+1)
%H%waﬂe(v) _ %%H%e(v) + +1 yaiya:-; +1 6(’0)
wawa+1wae<v)

Pourquoi ces relations étranges 7 Cf. théoréme suivant.

Théoréme (Khovanov-Lauda, Rouquier, 2000’s). La famille {yi* ... y% by,
S, } est une base de R, (') sur F.

Démonstration. On construit une réalisation polynomiale dans ®,eyn F'[z1, . .

e(w) - 1, == Gy Ly,
Ya - 11} = xa]-va

r

w o1 = (xa - :L'(I‘H)il(sa - 1)1117 si Va = VUg+1,
’ : Pva,va+1 (‘T’.a+17 x(I)Sa]-sa.'U? SIHOH,

(11)

(12)
if v, = Va4,

otherwise.

(13)

ZCL,’EN,U]E

- Ty 1y, Via



ol 5, permute les variables z, et zq41 et P; € Fla,b] vérifie Q};(a,b) = Pj;(a,b)Pj;(b, a).
Une fois qu’on a vérifié que c’est bien une action (beaucoup de relations a vérifier!), le
théoreme est immédiat. m

Penser 3 I'autre base. Lies éléments 1), sont ici définis via un choix d’expression réduite pour
w (et en dépendent!). Si A € N(V), T’algebre RA(T) s'obtient comme le quotient de R,,(T')
par les relations

y; te(v) =0, Yo e V"

— Ces algebres sont naturellement Z-graduées. Mémo : degvie(v) = di; + dji.
— Pas facile d’écrire une F-base de RA(I") en fonction des générateurs.
— Isomorphismes de catégorification

U, (gr) ~ EP[Proj (Rn(F))] (Khovanov-Lauda, Rouquier) mémo : algebra isom,

n>0

L(A) ~ P [Proj (RQ(F))] (Kang-Kashiwara) mémo : ¢, (ar)-module isom.

n>0

[Proj] = groupe de Grothendieck des modules projectifs gradués finiement engendrés.

1.4 Isomorphisme de Brundan—Kleshchev

Soit I', le carquois cyclique a e sommets. Fin 2000s, Brundan—Kleshchev et indépen-
damment Rouquier :

Théoréme. Soit V ::{qivj : (i,7) € I x J} et soit I' le carquois de sommets V et de

fleches v — qu pour tout v € V. Si A € NU*)) on q un isomorphisme de F-algébres
Ho(q,v) = RA(T).

BK donnent toute une famille d’isomorphismes.

Note : Ici 1 € (F*)!, vérifie bien la condition (1). Z-graduation, blocs.
Corollaire. Si ¢’ € F\ {0,1} a le méme ordre que q alors HA(¢') ~r HA(q).
« Pressenti » auparavant car on savait que les deux algébres en question ont la méme théorie des représentations.

Corollaire. On a une Z-graduation (non triviale) sur HA(q,v).

Idée de la preuve du théoréme. Les sommets de I'e est I. Les e(v) pour v € I™ sont les projections sur les sous-espaces
propres généralisés simultanés des X1,..., X, pour les valeurs propres g*1,...,q"». L’élément y; est la partie nilpotente
de X; (yi = Zv(l —q v X;)e(v) et ; est de la forme v; = Zu(Ti + P;i(v))Qi(v) " Le(v) avec Pi(v), Q;(v) € F[[i, yit+1]]
(ysi et yi41 sont nilpotents (Brundan—Kleshchev)) O

2 Etude du cas G(r,p,n)

On va maintenant montrer comment obtenir les résultats précédents pour I'algébre de Hecke de type G(r,p,n), donc par

exemple, pour les types D et diédraux.



2.1 Restriction de l’isomorphisme de Brundan—Kleshchev et
Rouquier a l’algebre de Hecke de G(r,p,n)
Carquois I' =: I'; s donné par f copies disjointes de I'..

Proposition. Soit A € NUXP) tel que l'automorphisme o de H2(q,v¢) soit bien dé-
fini (cf. (2)). On peut choisir isomorphisme HA(q,v;) ~ RM(T. ) de telle sorte que
lautomorphisme o soit donné sur les générateurs de R*(T. ;) de la fagon suivante :

a(e('v)) = e(a(’u)), Yv e V",
o(yi) = i,
o(¥i) = i,

ot o est donné sur les sommets V de I' par v — (v. On a dans ce cas Hﬁn(q) =

H2 (¢, v0)7 ~ Ry (Te )7

Z/el. — 7]eZ
t = 1+

saute de copie en copie puis tourne au moment de revenir au début (dessin).

FExemple. SiT =T, et si e = pn alors o est donnée par . En général, o

L'automorphisme o ainsi trouvé est homogene. On obtient donc la proposition suivante.
ape \ A \ , A
Proposition. La sous-algebre H3}, (q) est une sous-algebre graduée de H;'(q, v¢).

En particulier, il y a une Z-graduation non triviale sur les algébres de Hecke de type D et diédraux.

2.2 Présentation de « type Hecke carquois » pour l’algebre de
Hecke de G(r,p,n)

On veut maintenant obtenir une présentation de HA

P (¢) qui ressemble a la présentation d’une algébre de Hecke carquois.

On traite un cas général de sous-algebre de Hecke carquois cyclotomique fixée.

2.2.1 Présentation d’une sous-algebre de Hecke carquois fixée

I' un carquois sans boucle, ensemble de sommets V' et ¢ un automorphisme d’ordre fini
du carquois I'. La bijection ¢ induit naturellement un automorphisme de R,,(I"), donné
comme avant sur les générateurs par :

0(6(’0)) = e(a(v)),
o(yi) = yi,
o(¥i) = ;.

Pas besoin d’hypothése sur la caractéristique ici S1 de plus A e N(V) vérifie Aa(v) = AU pour tout v € \%
alors o induit un automorphisme de RA(T).

Remarque. o automorphisme de carquois — Qg(i)o(j) = 5

Théoréme (R. 2016). L’algébre R, (I')° posséde la présentation suivante. Les générateurs
sont e(v),v € V' /{a), Y1, ..., Yn €t P1,... 10,1, €t les relations sont obtenues en prenant
celles de R,,(I') et en remplagant les e(v) pour v € V™ par les e(v) ou v € V" /(o) est la
classe de v.



On dit que la présentation obtenue est de « type Hecke carquois ». L'algébre Ry, (I')? n’est a priori pas une algébre de Hecke

carquois.

Ezemple. Soit i € {1,...,n — 1} et v € V™. Rappelons la relation
7/%26(”) = Qgi,vi+1(yi7yi+1>e<v)

de R, (T'), ot Qy, ., ne dépend que du nombre d’arétes entre les sommets v; et v;41. Cette
o

relation devient dans R,,(T")
w?e(y) - QIE‘i,V,'_;,_l (yzv y2+1)e(y)7

N T . T 2 7 . . n .
ot Qy, ., = @y, ., D€ dépend pas du représentant choisi pour v € V"/(0). Puisque o est un

automorphisme de carquois. Remarquons que v; n'a pas de sens tout seul.

On a également une version cyclotomique.

Théoréme (R. 2016). Le théoréme précédent est également valable pour R (T')°.

L'idée de la preuve est de montrer

RAD)” 2 R0 /(5" )

v

Comme avant, Ay, = Ay; ne dépend pas de I'antécédent v € V™ choisi pour v. Pour cela, on montre
AVi Ay A
(y; Te))v = (y; te(v))o NRy (D).

premiére preuve en supposant que la caractéristique du corps de base ne divise pas I'entier p, en disant que |'algébre se surjecte
dans ses points fixes en moyennant. On peut se passer de cette hypothése en calculant « a la main » en utilisant I'orthogonalité

des idempotents.

2.2.2 Application a l’algébre de Hecke de G(r,p,n)

En appliquant le résultat précédent a I'isomorphisme Hﬁn(q) ~ RA(T")?, on obtient
donc une présentation de H;:n(q) de type Hecke carquois.

Ezemple. Si e = pn, le carquois est ', de sommets V = Z/eZ, 'application o est donné
comme dans 'exemple précédent par un décalage de 7. Les générateurs sont e(r) pour

v e V"/{(o) ainsi que y1,. .., Yn, V1, .-, Un_1.

Corollaire. Siq € F\{0,1} est tel que e est le plus petit entier vérifiant 14+¢'+- - -+¢*~! =
0 alors Hﬁn(q’) ~p Hﬁn(q).

C’est ici un peu moins évident que pour Hﬁ(q’) ~p Hﬁ(q) . il faut faire attention a ce que le décalage sur le carquois,
donné par 1 € I tel que le plus petit entier f tel que ¢/ € (q) vérifie ¢f = ¢" pour ¢ une racine primitive piéme, soit le méme.
Il faut donc montrer qu'il existe une racine primitive pigme (' telle que ¢’/ = ¢/". Rappelons également que ce résultat contient

les types D et diédraux!
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