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1 Algebres de Hecke des groupes de réflexions — Al-
gebres de Hecke carquois

Isomorphisme entre algébres Ariki—-Koike et algébres de Hecke carquois cyclotomiques de type A (Brundan—Kleshchev et

Rouquier).

1.1 Groupes de réflexions complexes

Définition. Réflexion complexe : endomorphisme (différent de l'identité) de C™ fixant un
hyperplan et d’ordre fini. Aussi pseudo-réflexion. Groupe de réflexions complexes : groupe fini
engendré par des réflexions complexes.

Classification : Shephard-Todd, 1954. Famille infinie {G(r,p,n)} avec p | r et 34
exceptions.

— type A,_1 est G(1,1,n);

— type B, est G(2,1,n);

— type D,, est G(2,2,n);

— type diédral I5(n) est G(n,n,2).



Comme pour groupes de réflexions réelles, présentations « a la Coxeter »

G(r,1,n) ~ (Z/rZ)"x6&,, ~ <s,t1, U T

,(st1)? = (t15)* et st; =t;ssii > 2

(tracer le diagramme). Généralisant la définition pour groupes de Coxeter, algebre de Hecke H,, (W)
pour W groupe de réflexions complexes irréductible (BMR, 1998). Mois immédiat que cas réel.

1.2 Algebres de Hecke

Maintenant G(r,p,n). F' corps, ¢ € F'\ {0, 1}. Soit e € N>y U {oo} le plus petit entier tel
Z]eZ, sie# o0,

quel+q+---+q¢1=0etI:= ‘
7, sinon

.Soit f € N*et J:={0,...,f—1}.

Définition (ArlklfKOIke 94, Broué—Malle 93) pas définition naturelle, mais on en aura besoin par la suite
Soit v = (vg, ..., vr_1) € (F*)! tel que

ur/v & {q)- (1)

Soit A € NUXI) L’algébre d’Ariki-Koike, ou algebre de Hecke de type G(r,1,n), est
la F-algébre associative unitaire H2(q,v) de présentation donnée par les générateurs
S,T1,...,T,_1, et les relations

T, =TT, ili—jl>1,
LT T = T TiTi,

[TTI(S —qvp)™ =0,

i€l jeJ
(STh)? = (T1S)*,
ST, =1T;8, sii > 2.

tformation T n AY r = i+ L\;i. On parle aussi d'algébre de Hecke cyclotomique de

Déformation de F|G(r,1, avec i.j Nij. On par d'algebre de Hecke cycl d

type A. Généralisation de I'algébre de Hecke de type A et B. On pose X := S et ¢ X, = T; X;T;. Famille
{Xi}lgiﬁn commutative (Jucys—Murphy) et

(X0 XoTya€{0,..r =1} we &,},
base de H;‘(q, ’U) sur F (ArikifKoike). L’'élément T, est défini avec Matsumoto.

Soit p | r et supposons que le corps F' contient une racine primitive pieme ¢ € F'* de
'unité. Soit f € N* le plus petit entier tel que ¢/ € {q) et on note ¢/ = ¢”7. On définit
Ve = (1,C,...,Cf_1).

Proposition. Supposons que A € NI*D) yérifie

Ai,j = Ai,j’ = Ai;

2
Ai - Az’+n ( )

2

2 =1,(tit;)2=1si|i—j| > Let (titiat;)? =
r=1

")



pour tout i € I et j,j/ € J. On a un morphisme d’algébre o : HA(q,v¢) — H2(q,v,)
donné par

o(S) = (S,
o(T;) =1T.
Remarquons que v, vérifie bien la condition (1) vx/v; ¢ (q).
Définition. On note H2, (¢) € H2 (¢, v¢) la sous-algebre des points fixes de o.

On montre que c’est une algebre de Hecke de type G(r, p, 1) (ausens de BMR). En particulier,
c’est une déformation de F[G('r’,p, n)] Ce fait était absent de la littérature, maintenant en annexe. Penser a
I'algebre de Hecke de type D a l'intérieur de celle de type B. On ne fait pas mention de C dans H;:n(q) car
pas de dépendance. En effet,

{Xfl...Xg"Tw ca; €{0,...,r =1} we &, > a;=0 (modp)},
base de H2, (¢) sur F (Ariki, 1995).

1.3 Algebres de Hecke carquois

I’ carquois sans boucle. Si V' ensemble des sommets de I, I'algebre R, (") est la F-
algebre associative de générateurs e(v), v € V"™ ainsi que yy, ..., Yn €t 1, ..., ¥,_1 soumis
a diverses relations. Ecrire certaines (et pas toutes car beaucoup!). Certaines relations
dépendent du carquois I', par exemple

%26(1’) = 5i7vi+1 (Yi> yir1)e(v), (3)

ou

Qi@ b) = 8z (= 1) (b — ),

ou d;; est le nombre d’arétes reliant les sommets ¢ et j. Si I' sans fleches multiples et :

0, 1=
1, 1 pas relié a 7,
ijla,b) =<Sa—b, i— g, On a Y1 10; = Vip190ii 1+ termes d’erreur.
b—a, 14 7,
—(b—a)?, i<+ 7.

Théoréme (Khovanov-Lauda, Rouquier, 2000’s). La famille {yi* ...y, : a; € Nyw €
S, } est une base de R, (') sur F.

Penser & I'autre base. Les éléments 1), sont ici définis via un choix d’expression réduite pour
w (et en dépendent!). Si A € N(V) Palgebre RA(T") s'obtient comme le quotient de R,,(T')
par les relations

yf“le(v) =0, Vv e V"

Ces algebres sont naturellement Z-graduées. Mémo : degvie(v) = di; +d;i. Pas facile d’écrire une
F-base de RA(T) en fonction des générateurs.
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[somorphismes de catégorification

U, (gr) ~ @ [Proj (Rn(F)>] (Khovanov-Lauda, Rouquier) mémo : algebra isom,
n>0
L(A) ~ @[PI‘OJ (er}(r))] (Kanngashiwara) mémo : Uy, (gr)-module isom.
n>0

[Proj] = groupe de Grothendieck des modules projectifs gradués finiement engendrés.

1.4 Isomorphisme de Brundan—Kleshchev

Soit ' le carquois cyclique a e sommets. Théoreme de catégorification d’Ariki : matrice
de décomposition de HA(g) < base canonique du U, (gr, )-module de plus haut poids L(A).
Fin 2000s, Brundan—Kleshchev et indépendamment Rouquier :

Théoréme. Soit A € NO. On a un isomorphisme de F-algébres
H2 (g) = Hp (g, 1) ~ Rp(T),
ou ', est une copie orientée de 7. si e = 0.

BK donnent méme toute une famille d’isomorphismes.

Note : Ici 1 € (F*)!, vérifie bien la condition (1). Z-graduation, blocs.

Corollaire. Siq € F\{0,1} est tel que e est le plus petit entier vérifiant 1+¢'+- - -+¢*! =
0 alors HA(¢') ~r H2(q).

« Pressenti » auparavant car on savait que les deux algebres en question ont la méme théorie des représentations.
Corollaire. On a une Z-graduation (non triviale) sur H2(q,v).

Modules de Specht gradués.

Idée de la preuve : les sommets de I'. est I. Les e(v) pour v € I"™ sont les projections
sur les sous-espaces propres généralisés simultanés des X1, ..., X, pour les valeurs propres
q“*, ..., q"". L’élément y; est la partie nilpotente de X; (y; = >, (1 — ¢ " X;)e(v) et ¢); est

)

de la forme 1; = 32, (Ti + Pi(v))Qs(v) 'e(v) avec Pi(v), Qi(v) € Fllyi yini]] (vi et yir
sont nilpotents (Brundan—Kleshchev))

2 Etude du cas G(r,p,n)

On va maintenant montrer comment obtenir les résultats précédents pour I'algébre de Hecke de type G(r,p,n), donc par

exemple, pour les types D et diédraux.

2.1 Restriction de l’isomorphisme de Brundan—Kleshchev et
Rouquier a l’algebre de Hecke de G(r,p,n)

Le théoréme peut en fait s’énoncer pour un parameétre v € (F*)/ général.



Théoréme (Rouquier). Soit V' ::{qivj :(i,7) € I J} et soit I' le carquois de sommets V
et de fleches v — qu pour tout v € V. Si A € N on a un isomorphisme de F-algébres
H} (g, v) ~ R(T).

Carquois I' =: I'¢ y donné par f copies disjointes de I'c Avant de continuer, une remarque importante.

Remarque. Supposons I' = H{ZIFJ' et notons A’ la restriction de A & I x {j}. On a
I'isomorphisme suivant :

A Al 1 Af i f
RA(T) = @ Maty, (RY (I @--- @ RY (1))
A=gn
Rouquier a écrit une phrase dans son papier fondateur pour nous faire remarquer que la décomposition se fait selon le produit
tensoriel (Rn(I') =~ ®;Rn(I7))... ce qui n'est pas correct. Diverses variations de ce théoréme dans le cas cyclotomique sont
présentes dans des papiers de RSVV ou SVV, preuve générale dans mon article. Les preuves sont similaires.

Par le théoréme précédent, on en déduit que HA (¢, v) et

1 f
@ HY (@ ®- 0 HY (9),
A=sn

sont Morita—équivalentes (Cf DipperfMathas.) Cela montre que I'équivalence de Morita, montrée par DM

via un argument de générateur projectif, vient d’un isomorphisme (explicite).

La preuve de Brundan—Kleshchev de I'isomorphisme H2 (¢) ~ RA(T.) s’adapte au cas général précédent. Encore une fois
on a toute une famille d'isomorphismes. On peut montrer qu’un bon choix (donné par Stroppel-Webster, celui en fait utilisé par

Rouquier) donne le résultat suivant.

Proposition. Soit A € NUXI) tel que l'automorphisme o de HA(q,v¢) soit bien dé-
fini (cf. (2)). On peut choisir lisomorphisme H2(q,v;) ~ RMT. ;) de telle sorte que
automorphisme o soit donné sur les générateurs de RM(T.s) de la fagon suivante :

a(e('v)) = e(a(v)), Yv e V",
o(yi) = Yi,
o(i) = i,
ol o est donné sur les sommets V de I par v — (v. On a dans ce cas HY, (q) =
HR (q,v0)” = R} (Lep)”.
Z)el. — 7]el
t = 1+
saute de copie en copie puis tourne au moment de revenir au début (dessin).

FExemple. SiT' =T, et si e = pn alors o est donnée par . En général, o

L'automorphisme o ainsi trouvé est homogéne. On obtient donc la proposition suivante.
Proposition. La sous-algébre H2, (q) est une sous-algébre graduée de H2 (¢, v¢).

En particulier, il y a une Z-graduation non triviale sur les algebres de Hecke de type D et diédraux.

2.2 Présentation de « type Hecke carquois » pour l’algebre de
Hecke de G(r,p,n)

On veut maintenant obtenir une présentation de Hf},n(‘]) qui ressemble 3 la présentation d'une algébre de Hecke carquois.

On traite un cas général de sous-algebre de Hecke carquois cyclotomique fixée.



2.2.1 Présentation d’une sous-algebre de Hecke carquois fixée

I' un carquois sans boucle, ensemble de sommets V' et o un automorphisme d’ordre fini
du carquois I'. La bijection ¢ induit naturellement un automorphisme de R,,(I"), donné
comme avant sur les générateurs par :

U(@(’U)) = e(a(v)),
o(yi) = yi,
o(¥i) = ¥s.

Si de plus A € NV) vérifie Aswy = A, pour tout v € V alors o induit un automorphisme
de RA(T).
Pas besoin d’hypothese sur la caractéristique de F'.

Remarque. o automorphisme de carquois — Qg(i)g(j) = fj

Théoréme (R. 2016). L’algébre R,,(I')7 posséde la présentation suivante. Les générateurs
sonte(v), v € V' /(0), Y1, ..., Yn €t 1, ..., ¥n_1, et les relations sont obtenues en prenant
celles de R, (") et en remplagant les e(v) pour v € V™ par les e(v) ou v € V™ /(o) est la
classe de v.

On dit que la présentation obtenue est de « type Hecke carquois ». L'algébre Ry, (I')? n’est a priori pas une algébre de Hecke

carquois.

Ezemple. Soit i € {1,...,n— 1} et v € V". Rappelons la relation (3)

1/11'26(1)) = Qvi,vi-a-l (%7 yi+1)e(v)

de R,(I'), ot Qy, v,,, ne dépend que du nombre d’arétes entre les sommets v; et vi4;. Cette
relation devient dans R,,(I")?

7702'26(”) = QVi7Vi+1 (yiv yi—l—l)e(y)?

ol Qu,visy = Qu, sy, De dépend pas du représentant choisi pour v € V" /(o). Puisque o est un

automorphisme de carquois. Remarquons que v; n'a pas de sens tout seul.

On a également une version cyclotomique.
Théoréme (R. 2016). Le théoréme précédent est également valable pour R (T')°.

L’idée de la preuve est de montrer

RAD)” = Ru(D)” /(41" e(v))

Comme avant, Ay, := Ay, ne dépend pas de I'antécédent v € V" choisi pour v.

Pour cela, on montre

v

(Wi (W) = (1

premiére preuve en supposant que la caractéristique du corps de base ne divise pas I'entier p, en disant que |'algébre se surjecte

“Le(v))y NRAM(I)C.

dans ses points fixes en moyennant. On peut se passer de cette hypothése en calculant « a la main » ce qui se passe avec les

idéaux des relations.



2.2.2 Application a l’algebre de Hecke de G(r,p,n)

En appliquant le résultat précédent a l'isomorphisme HZ, (¢) ~ R}(I')?, on obtient
donc une présentation de H;’:n(q) de type Hecke carquois.

Ezemple. Si e = pn, le carquois est I, de sommets V = Z/eZ, 'application ¢ est donné
comme dans 'exemple précédent par un décalage de 7. Les générateurs sont e(r) pour

v e V"/{o) ainsi que Y1, .., Yn, V1, -, Up_1-

Corollaire. Siq € F\{0,1} est tel que e est le plus petit entier vérifiant 1+-¢'+- - -+¢*~! =
0 alors Hﬁn(q/) ~p Hf},n(Q)'

C’est ici un peu moins évident que pour HQ(q’) ~p Hﬁ}(q) . il faut faire attention a ce que le décalage sur le carquois,
donné par 1 € I tel que le plus petit entier f tel que ¢/ € (q) vérifie ¢f = ¢ pour ¢ une racine primitive piéme, soit le méme.
Il faut donc montrer qu'il existe une racine primitive pigme (' telle que ¢'f = ¢’". Rappelons également que ce résultat contient

les types D et diédraux!
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