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1 Background
neNe>21:=7/eZ,A=(\)ic; €N, F corps, ¢ € F* d’ordre e. On note £ := 3, A;.

Définition (Algebre de Hecke de type G(¢,1,n) cyclotomique H2(q), ou algébre d’Ariki-Koike).
C’est la F-algebre de générateurs :

X17 ce 7Xn7
T17 s 7Tn—17
et de relations :
XaXb - XbXay
H(Xl - qi)Ai =0, (Cyclo)
il

T =(q— VT, +q, ((Ta -~ D)(Ta+q) = 0) (Ordre)
ToXar1 = XoT, + (g — 1) X1, (ar+1 = TaXaTa> (Comm)

+ autres (dont tresses).

Exemple. Si 0 =3, A\; =1, on retrouve ’algebre de Iwahori-Hecke de &,, usuelle. En particulier, si
Ho(@)gn1 = F6,

de plus g — 1, on obtient T, & so=(a,a+1)

Définition (Algebre de Hecke carquois cyclotomique R2(Q)). Soit Q = (Qir)iier avec Qi poly-
nomes bivariés. Générateurs :

e(i),1 €1,
Yty -y Yn,
Qbla s len—l‘



Relations :

e(i)e(d’) = 0ye(i), doe() =1,

iln
Yae(i) = €(D)ya,  Vae(i) = €(sq - )Va,
YalYo = YbYa
yf”e(@') =0 (Cyclo)
Ure(d) = Qiviarr (Yas Yar1)e(0), (Ordre)
VaYatr1€(2) = (Ya¥a + iy s (D), (Comm)

+ autres (dont « tresses »)
Ezemple. (e = 4) dessin de T'...

0 sii =i,

oy
1 sii 4,
v—u sii—7,

uw—ov sii7.

On obtient I'algeébre de Hecke carquois cyclotomique de type A RA(T,) == RA(Q).

Motivations. Comprendre la théorie des représentations de H2(g). Controlée par une « matrice de
décomposition » D. Théoreme d’Ariki (2002) : il existe une matrice D(v) (construite a partir d’algebre
sur des groupes quantiques) telle que D = D(1). Question : interprétation de D(v) en terme de
théorie des représentations ? C’est pour ¢a que Khovanov—Lauda (2009) et indépendemment Rouquier
(2008) ont introduit les algebres de Hecke carquois. Plus précisément, on a U, (g) ~ [Proj(R,)] et
U, (9).0n = [Proj(Ry)]; la matrice de la « base canonique » construite par Lusztig dans la base
standard de I'espace de Fock associé (indexée par les multipartitions) F = @ =Q(v)\ est D(v).
L’algebre de Hecke carquois cyclotomique a catégorifié cela.

Théoréme (Brundan-Kleshchev | ] et Rouquier [Rou], 2009). HA(q) ~ RA(T.).

Remarque. — RA(T,) ne dépend de q que via e. Ainsi, si ¢ € F* est aussi d’ordre e alors
Hy(a) = Hp(d).

— L’algebre RA(T.) est naturellement graduée ~» graduation sur H(q).

Idée de la preuve de [ /. On construit des morphismes d’algebre :

fHn(a) = Ry(Te),
g: Ry(e) = Hy(g)
(sur les générateurs).
1reétape Qu’est-ce que g(e(i))?
Dans M = H2(gq), on considére pour i € I" :

M(i)={me M : (X, —q¢*)"m =0Va},

ot N > 0. On a M = @;emM(i), et on considere é(¢) la projection sur M (i) parallelement
& @y M(1'). L'élément é(i) est un polyndme en Xi,...,X, donc é(i) € H2(q). On pose

g(e(d)) = (). ’



2eétape On considere des polynomes P, (i), Qq(7)*! en ¥4, Yar1. On pose :

9(a) = D (1 —q " X,)é(i),

o(t) = Z(T + Pu(0)Quli) 200,
et : 7
f(Xa) = ;ﬂ ¢ (1 = ya)e(d),
1) =% (6aQa(d) — Pa(0))e(d).

— Les applications f et g sont bien des morphismes d’algebres (calculs fastidieux).
— Les morphismes f et g sont inverses I'un de I'autre (sur les générateurs).

2 Extension dans le cas Yokonuma—Hecke

Soit d € N* tel que char(F) ne divise pas d. On pose J = Z/dZ.

Définition (Algebre de Yokonuma—Hecke de type A cyclotomique Ylfzn(q)). C’est la F-algebre de
générateurs :

Xl?"'aer
Tlv"'aTn—la
T, vy b,

avec les méme relations que pour H2(q), ott (Ordre) est remplacée par :
T3 = (¢ —1)Tueq + g, (Ordre’)

ol e, == ézje stt. 1, avec les relations supplémentaires suivantes :

Loty = tbtaa
=1,
taXb = thaa

tody = Tbtsb(a) .

Remarque. — Sif¢ =3 ,A; =1, on retrouve 'algebre de Yokonuma—Hecke classique : c’est une
déformation de G(d, 1,n).
— Si on spécialise chaque t, — 1 (ou si d = 1), chaque e, devient 1, (Ordre) devient (Ordre’) et
on retrouve donc l'algebre d’Ariki-Koike H2(q) : c’est une déformation de G(¢,1,n).

Ces algebres ont été introduites par Yokonuma [Yo] dans les années 60. Grace a de nouvelles
présentations (par Juyumaya [Jul, ] notamment), elles ont une interprétation topologique naturelle
en théorie des tresses / des noeuds.

On veut montrer que Yfl"n(q) est isomorphe a une certaine algebre de Hecke carquois cycloto-
mique. .. pour un carquois a déterminer !

Dans le cas H2(g), on avait :

F(Xa) = 3 qe(i) =3 q"vaeli).

diagonalisable nilpotent

3



Chaque t, étant diagonalisable (on suppose F' assez grand), on a donc envie de poser :

flta) =3 ¢e(),

jegn

ol ( € F* est une racine primite d®™ de I'unité. Pour (4, j) € I" x J", avec M = Y}, (q) on
considere : . '
M(i,j) ={me M :Va, (X, — qZ“)Nm =0, (t, — ¢’*)m = 0},

ou N > 0. On a encore une fois :

Comme ™ x J" ~ (I x J)", on a donc une idée de notre carquois!
Exemple. Cas e =2 et d =2, dessin de I x J.

Remarque (Remarque fondamentale). Soit j € J" et a € {1,...,n}.
— Si jo = Jau1 alors :

donc :

Donc (Ordre’) devient :
T7e(j) = (¢ — 1)T.é(5) + qe(y),
donc on retrouve (Ordre’)!
— Si ju # Jat1, on obtient cette fois €,6(j) = 3 3 e (¢FeFe1)ie(4) = 0,
donc (Ordre’) devient :
Toe() = qe(j).
— on retrouve la relation de F'G,,.

On pose maintenant :

p (Z ]) — Pa(l) if ja = ja+17 Q (’L ]) — Qa(l) if ja = ja+1,
o 0 if ja 7& ja+1a B \/5 if ja 7£ ja+1-

et :

el
9(a) = (To + Puli, 1))Qa(i, 5)"e(4, j),
elm
jeJ™



et :

f(Xa) = Z qla(l - ya)6(2)7

L) = 3 (0l g) = Puis1)elic )
)= ¥ el

Il faut maintenant vérifier que les différentes relations sont vérifiées : vérifions par exemple 1, yq41€(2, j) =
(YaWVa + 0ia.ju),(iasr,jus)€(E; ). On doit montrer :

(T + Po(i,5))Qali, j) (1 — ¢ Xy1)e(d, 5)
= |:(]‘ - qia+1Xa)(Ta + Pa(l‘7 l))Qa{L? i)_l + 5(ia7ja)7(7:a+17ja+1):| 6(17 l)

— Si jo = Jaq1 Cest vrai d’apres | |;
— Si jq # Jag1 la relation devient :

TaXa—l—lé(L l) = XaTaé<L j)a

ce qui est vrai par définition de X,41 car T2e(j) = ge(j)!

3 Observations

Onal =1, [Lu, , PA] ont montré I'isomorphisme suivant :

Yan(a) = B Maty, H3(q),
A':dn

ot H4(q) est un produit tensoriel du type H(q) = HL () ® -+ ® ”Hf\‘; (q). C’est en fait un résultat
général sur les algebres de Hecke carquois.

Théoreme. Si ' =I,c;I'; alors :

R,.(T) ~ € Mat,,, R\(T),

)\'ZdTL
ot RA(I) =Ry, (') @ -+ @ Ry, (T'a). Lisomorphisme passe au quotient cyclotomique.

Idée de la preuve. Ensemble des sommets I = Il;c;/;. Si i € I", on associe un élément o € J" par
iq € I; <= 0, = j. En considérant des éléments 7, éléments de longeur minimale pour les éléments
de &,,/6,, on se ramene aux sous-algebres e(c*)R,(Ie(c) ~ RA(T), ot e(c?) = Zze[f‘lxmxl’;d e(i).
On fait cela en considérant des morphismes :

e(d")R,(De(o) < RAD)E,
w (7/1%, wwﬂ—gl )Eo’,a
¢ﬂ7/1 U"vz)wg A TEU’,G
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