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1 Background
n ∈ N∗, e > 2, I := Z/eZ,Λ = (Λi)i∈I ∈ NI , F corps, q ∈ F× d’ordre e. On note ` := ∑

i Λi.

Définition (Algèbre de Hecke de type G(`, 1, n) cyclotomique HΛ
n(q), ou algèbre d’Ariki–Koike).

C’est la F -algèbre de générateurs :

X1, . . . , Xn,

T1, . . . , Tn−1,

et de relations :

XaXb = XbXa,∏
i∈I

(X1 − qi)Λi = 0, (Cyclo)

T 2
a = (q − 1)Ta + q,

(
(Ta − 1)(Ta + q) = 0

)
(Ordre)

TaXa+1 = XaTa + (q − 1)Xa+1,
(
qXa+1 = TaXaTa

)
(Comm)

+ autres (dont tresses).

Exemple. Si ` = ∑
i Λi = 1, on retrouve l’algèbre de Iwahori–Hecke de Sn usuelle. En particulier, si

de plus q 7→ 1, on obtient H
Λ
n(q)q 7→1 ' FSn

Ta ↔ sa = (a, a+ 1) .

Définition (Algèbre de Hecke carquois cyclotomique RΛ
n(Q)). Soit Q = (Qii′)i,i′∈I avec Qii′ poly-

nômes bivariés. Générateurs :

e(i), i ∈ In,
y1, . . . , yn,

ψ1, . . . , ψn−1.
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Relations :

e(i)e(i′) = δi,i′e(i),
∑
i∈In

e(i) = 1,

yae(i) = e(i)ya, ψae(i) = e(sa · i)ψa,
yayb = ybya

y
Λi1
1 e(i) = 0 (Cyclo)

ψ2
ae(i) = Qia,ia+1(ya, ya+1)e(i), (Ordre)

ψaya+1e(i) = (yaψa + δia,ia+1)e(i), (Comm)
+ autres (dont « tresses »)

Exemple. (e = 4) dessin de Γe.

Q
[e]
i,i′(u, v) :=


0 si i = i′,

1 si i 6— i′,

v − u si i→ i′,

u− v si i← i′.

On obtient l’algèbre de Hecke carquois cyclotomique de type A RΛ
n(Γe) := RΛ

n(Q[e]).
Motivations. Comprendre la théorie des représentations de HΛ

n (q). Contrôlée par une « matrice de
décomposition » D. Théorème d’Ariki (2002) : il existe une matrice D(v) (construite à partir d’algèbre
sur des groupes quantiques) telle que D = D(1). Question : interprétation de D(v) en terme de
théorie des représentations ? C’est pour ça que Khovanov–Lauda (2009) et indépendemment Rouquier
(2008) ont introduit les algèbres de Hecke carquois. Plus précisément, on a U−q (g) ' [Proj(Rn)] et
U−q (g).∅Λ = [Proj(RΛ

n)] ; la matrice de la « base canonique » construite par Lusztig dans la base
standard de l’espace de Fock associé (indexée par les multipartitions) F := ⊕λ|=Q(v)λ est D(v).
L’algèbre de Hecke carquois cyclotomique a catégorifié cela.

Théorème (Brundan–Kleshchev [BrKl] et Rouquier [Rou], 2009). HΛ
n(q) ' RΛ

n(Γe).

Remarque. — RΛ
n(Γe) ne dépend de q que via e. Ainsi, si q′ ∈ F× est aussi d’ordre e alors

HΛ
n(q) ' HΛ

n(q′).
— L’algèbre RΛ

n(Γe) est naturellement graduée  graduation sur HΛ
n(q).

Idée de la preuve de [BrKl]. On construit des morphismes d’algèbre :

f : HΛ
n(q)→ RΛ

n(Γe),
g : RΛ

n(Γe)→ HΛ
n(q)

(sur les générateurs).
1reétape Qu’est-ce que g(e(i)) ?

Dans M := HΛ
n(q), on considère pour i ∈ In :

M(i) := {m ∈M : (Xa − qia)Nm = 0 ∀a},

où N � 0. On a M = ⊕i∈InM(i), et on considère ê(i) la projection sur M(i) parallèlement
à ⊕i′ 6=iM(i′). L’élément ê(i) est un polynôme en X1, . . . , Xn donc ê(i) ∈ HΛ

n(q). On pose
g(e(i)) := ê(i).
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2eétape On considère des polynômes Pa(i), Qa(i)±1 en ya, ya+1. On pose :

g(ya) :=
∑
i∈In

(1− q−iaXa)ê(i),

g(ψa) :=
∑
i∈In

(Ta + Pa(i))Qa(i)−1ê(i),

et :

f(Xa) :=
∑
i∈In

qia(1− ya)e(i),

f(Ta) :=
∑
i∈In

(ψaQa(i)− Pa(i))e(i).

— Les applications f et g sont bien des morphismes d’algèbres (calculs fastidieux).
— Les morphismes f et g sont inverses l’un de l’autre (sur les générateurs).

2 Extension dans le cas Yokonuma–Hecke
Soit d ∈ N∗ tel que char(F ) ne divise pas d. On pose J := Z/dZ.

Définition (Algèbre de Yokonuma–Hecke de type A cyclotomique YΛ
d,n(q)). C’est la F -algèbre de

générateurs :

X1, . . . , Xn,

T1, . . . , Tn−1,

t1, . . . , tn,

avec les même relations que pour HΛ
n(q), où (Ordre) est remplacée par :

T 2
a = (q − 1)Taea + q, (Ordre’)

où ea := 1
d

∑
j∈J t

j
at
−j
a+1, avec les relations supplémentaires suivantes :

tatb = tbta,

tda = 1,
taXb = Xbta,

taTb = Tbtsb(a).

Remarque. — Si ` = ∑
i Λi = 1, on retrouve l’algèbre de Yokonuma–Hecke classique : c’est une

déformation de G(d, 1, n).
— Si on spécialise chaque ta → 1 (ou si d = 1), chaque ea devient 1, (Ordre) devient (Ordre’) et

on retrouve donc l’algèbre d’Ariki–Koike HΛ
n(q) : c’est une déformation de G(`, 1, n).

Ces algèbres ont été introduites par Yokonuma [Yo] dans les années 60. Grâce à de nouvelles
présentations (par Juyumaya [Ju1, Ju2] notamment), elles ont une interprétation topologique naturelle
en théorie des tresses / des nœuds.

On veut montrer que YΛ
d,n(q) est isomorphe à une certaine algèbre de Hecke carquois cycloto-

mique. . . pour un carquois à déterminer !
Dans le cas HΛ

n(q), on avait :

f(Xa) =
∑
i

qiae(i)
︸ ︷︷ ︸
diagonalisable

−
∑
i

qiayae(i)︸ ︷︷ ︸
nilpotent

.
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Chaque ta étant diagonalisable (on suppose F assez grand), on a donc envie de poser :

f(ta) :=
∑
j∈Jn

ζjae(j),

où ζ ∈ F× est une racine primite dième de l’unité. Pour (i, j) ∈ In × Jn, avec M := YΛ
d,n(q) on

considère :
M(i, j) := {m ∈M : ∀a, (Xa − qia)Nm = 0, (ta − ζja)m = 0},

où N � 0. On a encore une fois : ⊕
i∈In
j∈Jn

M(i, j) = M,

et on considère ê(i, j) la projection sur M(i, j) parallèlement à ⊕(i′,j′)6=(i,j)M(i′, j′). On pose :

ê(i) :=
∑
j∈Jn

ê(i, j),

ê(j) :=
∑
i∈In

ê(i, j).

Comme In × Jn ' (I × J)n, on a donc une idée de notre carquois !
Exemple. Cas e = 2 et d = 2, dessin de I × J .
Remarque (Remarque fondamentale). Soit j ∈ Jn et a ∈ {1, . . . , n}.

— Si ja = ja+1 alors :
taê(j) = ζja ê(j) = ζja+1 ê(j) = ta+1ê(j),

donc :

eaê(j) = 1
d

∑
j∈J

(
ta
ta+1

)j
ê(j) = ê(j).

Donc (Ordre’) devient :
T 2
a ê(j) = (q − 1)Taê(j) + qê(j),

donc on retrouve (Ordre’) !
— Si ja 6= ja+1, on obtient cette fois eaê(j) = 1

d

∑
j∈J(ζja−ja+1)j ê(j) = 0,

donc (Ordre’) devient :
T 2
a ê(j) = qê(j).

→ on retrouve la relation de FSn.
On pose maintenant :

Pa(i, j) :=

Pa(i) if ja = ja+1,

0 if ja 6= ja+1,
Qa(i, j) :=

Qa(i) if ja = ja+1,√
q if ja 6= ja+1.

et :

g(ya) :=
∑
i∈In

(1− q−iaXa)ê(i)

g(ψa) :=
∑
i∈In
j∈Jn

(Ta + Pa(i, j))Qa(i, j)−1ê(i, j),
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et :

f(Xa) :=
∑
i∈In

qia(1− ya)e(i),

f(Ta) :=
∑
i∈In
j∈Jn

(ψaQa(i, j)− Pa(i, j))e(i, j),

f(ta) :=
∑
j∈Jn

ζjae(j).

Il faut maintenant vérifier que les différentes relations sont vérifiées : vérifions par exemple ψaya+1e(i, j) =
(yaψa + δ(ia,ja),(ia+1,ja+1)e(i, j). On doit montrer :

(Ta + Pa(i, j))Qa(i, j)−1(1− qia+1Xa+1)ê(i, j)
=
[
(1− qia+1Xa)(Ta + Pa(i, j))Qa(i, j)−1 + δ(ia,ja),(ia+1,ja+1)

]
ê(i, j).

— Si ja = ja+1 c’est vrai d’après [BrKl] ;
— Si ja 6= ja+1 la relation devient :

TaXa+1ê(i, j) = XaTaê(i, j),

ce qui est vrai par définition de Xa+1 car T 2
a e(j) = qe(j) !

3 Observations
On a Γ = qj∈JΓe. [Lu, JaPA, PA] ont montré l’isomorphisme suivant :

YΛ
d,n(q) '

⊕
λ|=dn

MatmλHΛ
λ (q),

où HΛ
λ (q) est un produit tensoriel du type HΛ

λ (q) := HΛ1
λ1 (q)⊗ · · · ⊗ HΛd

λd
(q). C’est en fait un résultat

général sur les algèbres de Hecke carquois.

Théorème. Si Γ = qj∈JΓj alors :

Rn(Γ) '
⊕
λ|=dn

MatmλRλ(Γ),

où Rλ(Γ) := Rλ1(Γ1)⊗ · · · ⊗ Rλd(Γd). L’isomorphisme passe au quotient cyclotomique.

Idée de la preuve. Ensemble des sommets I = qj∈JIj. Si i ∈ In, on associe un élément σ ∈ Jn par
ia ∈ Ij ⇐⇒ σa = j. En considérant des éléments πσ, éléments de longeur minimale pour les éléments
de Sn/Sλ, on se ramène aux sous-algèbres e(σλ)Rn(Γ)e(σλ) ' Rλ(Γ), où e(σλ) := ∑

i∈Iλ1
1 ×···×I

λd
d

e(i).
On fait cela en considérant des morphismes :

e(σ′)Rn(Γ)e(σ) ↔ Rλ(Γ)Eσ′,σ
w 7→ (ψπσ′wψπ−1

σ
)Eσ′,σ

ψπ−1
σ′
vψπσ ←[ rEσ′,σ
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