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Avant-propos : la factorisation de polynémes n’est pas au programme,
mais est dans la frontiere immédiate.

Références classiques :

— BMP, Objectif Agrégation [ ];

— Demazure, Cours d’algébre | ]

Références plus spécifiques :

— Cohen, A course in Computational algebraic number theory | |5

— von zur Gathen-Gerhard, Modern Computer Algebra | ].

Soit K un corps. L’anneau K[X] est euclidien donc factoriel, en particulier tout polynéme
P € K[X] non nul s’écrit de fagon unique

P =uPM... PO,

avec P; € K[X] non constant unitaire, o; > 1 et u € K*. L’objectif est de déterminer cette
décomposition.

On peut déterminer si un polynoéme est irréductible par exemple pour déterminer le degré
d’une extension de corps, et par exemple chercher des factorisations est utile dans certains
algorithmes de logarithme discret (important pour les cryptosystémes asymétriques, par exemple
RSA, ou les codes correcteurs).

1 Recherche de racines

Sur [y, une méthode naive de recherche de racines est simplement d’essayer tous les élé-
ments...! Une méthode beaucoup moins naive pour trouver les racines de P € F,[X] est de
factoriser pged(P, X? — X)) (cf. Proposition 3.5). On est par exemple dans le cas d’application
de l'algorithme de Cantor—Zassenhaus (cf. Section 6), et on aura une complexité moyenne en
O(nlogq) (en omettant les facteurs en logn, cf. | , Corollary 14.16]), donc plus petite que
le O(ng) de la méthode naive (avec n = deg P). On peut appliquer cette méthode pour la
recherche de racines entiéres de polynémes de Z[X] en regardant modulo un bon nombre premier,
cf. | , Theorem 14.18]. On dispose également de la méthode plus élémentaire suivante.

Proposition 1.1. Soit P =31 (p; X' € Z[X]. Si ¢ € Q (écriture irréductible) est racine de
P alors b | p, et a | py. En particulier, si P est unitaire alors toute racine rationnelle de P est
entiére.

Démonstration. Ona > i, pi‘;—: =0 donc Y7, p;a’b™ " = 0 donc pob”+2?;11 pia’b" " ppa” =
0. Ainsi a | pob™ donc a | pg et b | ppa™ donc b | p,. O

Le résultat précédent peut étre judicieusement appliqué a la recherche de valeurs propres
« évidentes ».



2 Criteres d’irréductibilité
Pour cette section, on se réfere au Perrin.

Proposition 2.1 (Critére d’Eisenstein). Soit A un anneau factoriel. Soit P = a, X" +---+ag €
A[X]. On suppose qu’il existe p € A irréductible tel que :

(1) ptan;

(i7) p | a; pour tout i € {0,...,n —1};
(i) p* 1 ao.
Alors P est irréductible dans Frac(A)[X]. (De plus, le polynome P est irréductible dans A[X] si
et seulement si on a également pged(a;); =1.)

Démonstration. Cf. Perrin; on utilise le fait que Frac(A/(p))[X] est factoriel O

Applications 2.2. 1. Le polynéme XP~! 4 ... 4 X + 1 est irréductible sur Z si p est premier.

2. Le polynéme X" — a est irréductible sur Z si a posséde un facteur premier de multiplicité 1.

Proposition 2.3. Soit A un anneau factoriel et soit I un idéal premier de A. Soit P =
an X"+ -+ ag € A[X] tel que sa réduction modulo I :

(1) soit de degré n (i.e. ap ¢ 1);

(ii) soit irréductible sur Frac(A/I).

Alors P est irréductible sur Frac(A) (et de plus irréductible sur A si ...(comme avant)).

Applications 2.4. 1. Le polynome X3 +2022X2 — 293X + 2021 est irréductible sur Z, puisque
modulo 2 il donne X2 + X + 1 € Fy[X] qui est irréductible (car de degré € {2,3} sans
racine).

2. Le polynéme X2+ Y2 +1 € R[X, Y] est irréductible, puisque dans R[X,Y]/(Y) ~ R[X] il
donne X? + 1 qui est irréductible (méme raison).

Remarque 2.5. Attention, cette méthode de réduction ne fonctionne pas toujours (i.e. elle n’est

pas une condition nécessaire). Par exemple, le polynéme ®g = X4 4 1 est irréductible sur Z mais

réductible sur I, pour tout p premier (cf. Perrin, Proposition 3.11).

3 Tests d’irréductibilité

Proposition 3.1. Soit k un corps et soit P € k[X]| de degré 2 ou 3. Alors P est irréductible sur
k si et seulement si P n’admet pas de racine sur k.

Remarque 3.2. L’énoncé devient faux des le degré 4, comme le montre le polynéme X4 4+ 1 =
X4 42X2 41 -2X2=(X24+1)2 - (vV2X)? = (X2 +V2X +1)(X? - V2X + 1) e R[X].

Le critere précédent se généralise de la facon suivante.

Proposition 3.3. Soit k un corps et soit P € k[X] de degré d > 2. Le polynome P est irréductible
si et seulement pour toute extension de corps K/k de degré < g, le polynome P n’admet pas de
racine dans K.

Démonstration. (Perrin.) Si P est irréductible et si z € K est une racine ou K est une extension
de k alors K = k(z) ~ k[X]/(P) est un corps de rupture, de degré d > 4.

Réciproquement, si P est réductible alors on peut écrire P = QR avec @, R € k[X] vérifiant
deg@,deg R > 0 et deg Q + deg R = d. Ainsi, on peut supposer deg ) < g et donc P possede
une racine dans k[X]/(Q) qui est de degré deg@ < ¢ sur k. O



Applications 3.4. — Le polynéme X* + X + 1 est irréductible sur Fy. I suffit de vérifier
qu’il n’admet pas de racine dans Fy. Sur Fa c’est clair puisque z* = z, et sur Fy ~ Fa(5)
avec j2 +j+1 =0 alors x € Fy \ Fy vérifie z € {j,j+1 = —352} donc 23 = 1 donc 2* = j
donca* +2+1=2j+1=1#0.

— En utilisant un critéere précédent, on en déduit que 3X* + 2022X2 + 21X + 17 est
irréductible sur Z (réduire modulo 2).

On se place maintenant sur un corps fini F,. On rappelle le résultat classique suivant (cf.
tout cours sur les corps finis).

Proposition 3.5. On a X7 — X = [Lan I per(ga) P ot I(q.d) est lensemble des polynomes
irréductibles unitaires de degré d de F,[X].

Démonstration. Le polynéme X?° — X est sans facteur carré. Si P est un facteur irréductible
de degré d alors les racines de P dans un corps de rupture de P vérifient 29" — 2 = 0 donc sont
dans Fyn, qui est donc une extension de F 4 donc d | n. Réciproquement, si d | n et si P € I(g,d)

alors F[X]/(P) ~ F,a est un sous-corps de F,» donc I'image = de X vérifie 24" — 2 = 0 donc

q

X" — X € Fy[X] est nul modulo P donc P le divise. O
Corollaire 3.6. Soit P € Fy[X]| de degré d > 2. Le polynome P est irréductible si et seulement
St :

i) P| X" - X ;

i) pged(P, Xt X) =1 pour tout diviseur premier strict ¢ de d.

4 Suppression des facteurs carrés

([ , Exercise 14.27].) Soit k un corps et P € k[X] que I'on désire décomposer en produits
d’irréductibles. Si P = []; P, il suffit de décomposer P = []; P; en produit d’irréductibles (pour
trouver les multiplicités on fera des divisions euclidiennes). Si k est de caractéristique 0 alors :

s__ P
pged (P, P')
En effet, pged(P, P’) est de la forme []; Pf " avec f3; < aj, et en dérivant on trouve que P{”fl | P
et Pt P

Si k est de caractéristique p positive, la situation est différente si p divise «; (en particulier,
cette situation n’arrive pas si p > deg P) puisqu’alors P divise P’ si p | a;. Plus précisément,
on a dans ce cas :

pged(P, P') = H P H Pio‘i_l’

plo ploy
et
P
m=———__ =T P.
pged(P, P’) plg,

Si n := deg P, on a alors

pged (P, I1") = H P,
plov



et

P
Q — 771 — H Raz
pged (P, II7) Do
Ainsi, il existe R € F,[X] tel que @ = RP (que l'on trouve via les coefficients de @), on a
R =Tlpa, Pl-ai/p et on récure. (Voir aussi [C'oh, 3.4.2] pour un autre algorithme.)

En réalité, on verra dans la suite que, bien que les deux algorithmes que ’on présente néces-
sitent des polynémes sans facteur carré, il ne sera pas nécessaire de déterminer le polynéme P.

5 Factorisation déterministe sur [, : algorithme de Berlekamp

([ , §5.3.2].) On va dans cette section et la suivante présenter deux algorithmes de

factorisation sur F,[X] avec ¢ = p® et p premier :

— Talgorithme de Berlekamp, qui s’applique a des polynomes sans facteurs carrés;

— Talgorithme, probabiliste, de Cantor—Zassenhaus, qui s’applique également a des poly-
noémes sans facteurs carrés mais dont les facteurs irréductibles sont cette fois tous de
méme degrés.

Donnons un résultat préliminaire.

Lemme 5.1. Soit P € Fy[X]. On a P' =0 si et seulement s’il existe Q € Fy[X] tel que P = QP.
Dans ce cas, on peut déterminer Q de facon simple d partir de P.

Démonstration. Si P = QP alors P' = pQ'QP~! = 0 € F,[X]. Réciproquement, si P’ = 0 alors
nécessairement P = > a, XP" donc P = QP avec Q =Y, b, X" € F,[X] avec bf, = a,, (donné
par bn:a?/p). O

Dorénavant, le polynéme P € [F,[X] sera toujours supposé non constant.

5.1 Algorithme de Berlekamp

Je cite l'article sur 'algorithme de Berlekamp de Wikipedia (https://fr.wikipedia.org/
wiki/Algorithme_de_Berlekamp).

[L’algorithme de Berlekamp| a été découvert par Elwyn Berlekamp [(1940-2019,
américain)] en 1967, et est resté l'algorithme le plus performant concernant ce
probléme jusqu’en 1981, et la découverte de 'algorithme de Cantor—Zassenhaus.

Pour R € Fy[X], on considére 'automorphisme Ff de la Fy-algebre Fy[X]/(R) donné par
Iélévation a la puissance ¢. (On peut remarquer qu’étant donné @ € Fy[X] on a Fr(Q(X)
mod R) = Q(X?) mod R, voir | , Lemme 5.35].) Si deg R > 1, I'endomorphisme Fpg
posséde toujours 1 comme valeur propre (pour le vecteur propre 1). Le résultat suivant donne la
dimension du sous-espace propre associé.

Proposition 5.2. Soit P € Fy[X] un polynome sans facteur carré. Le nombre de facteurs
irréductibles de P est donné par :

dimker(Fp — id) = deg(P) — rg(Fp — id).

Démonstration. Soit P = [[;_; P; la décomposition en irréductibles dans F,[X]. Soit K; =
F,[X]/(F;). Par le théoréme chinois, I'application :

vi| Fg[X]/(P) — Kix---xK,
Q mod P — (@ modPy,...,Q mod P,)’
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Algorithme_de_Berlekamp
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est un isomorphisme de Fy-algebres puisque les P; sont distincts par hypothese (et donc premiers
deux & deux car irréductibles). On considére maintenant I’application :

Fp::yoFPOfy_l:HKi—)HKi, (1)
[ [

qui est donnée par I'élévation & la puissance ¢ puisque Fp(z) =y o F,(y" () = v(y ' (2)9) =
(v~ Hx))? = 29. Ainsi, (21, . ..,2,) € ker(Fp—id) si et seulement si z¢ = x; pour tout i. Chaque
K; étant une extension de Fy, on en déduit que =} = z; si et seulement si z; est dans la copie de
F, dans K;. On en déduit que :

ker(Fp — id) ~ F},

et on conclut puisque ker(Fp —id) = v(ker(Fp —id)) et que 7 est un isomorphisme. L’égalité de
I'énoncé découle du théoreme du rang, puisque dimF,[X]/(P) = deg P. O

Remarque 5.3. Ce résultat donne en particulier une CNS d’irréductibilité. On peut par exemple
l'appliquer pour montrer que X?” — X — 1 € F,,[X] est irréductible (cf. | , Exercice 5.3]).

Remarque 5.4. On peut voir ce que donne la Proposition 5.2 dans les deux cas extrémes P
irréductible et P scindé sur F,. Soit n le degré de P.
— Si P est irréductible alors Fy[X]/(P) =~ Fgn donc les éléments fixes par la puissance
g-ieme sont les éléments de F, donc on a bien dimker(Fp —id) = 1.
— Si P est scindé sur F, alors F,[X]/(P) ~ (F,)" par le théoréeme chinois donc tous les
éléments sont fixes par la puissance g-ieme donc Fp = id donc dimker(Fp —id) = n.

Proposition 5.5. Soit P € F,[X]| un polynome sans facteur carré. Soit V € F,[X] tel que V
mod P € ker(Fp —id).
(1) Ona P = [Lacr, pged(P,V — a).
(13) Side plus P est réductible et V- mod P ¢ Fy alors il existe a € Fy tels que 1 < pged(P,V —
a) < deg P.
Démonstration. Soit r le nombre de facteurs irréductibles (distincts) de P.

(i) Pour tout ¢ € {1,...,r} on note a; ==V mod P; € F; C K; (on a bien V" mod P; € F,
par (1)). Soit a € F,. Puisque les P; sont irréductibles distincts, on a :

pged(P,V —a) = [ P,

i€ly
avec Io = {ie{l,...,r}: P divise V—a}. Or, on a:

P|V—-—a <= V=a modP, < a=aq,

ainsi I, = {i € {1,...,7} : & = a}. On en déduit le résultat annoncé :
I[ recdPV-a)=1] 1] P
a€cly a€F, ai=a
T
=11~
i=1
=P

(ii) Remarquons que r > 2 et qu’un tel V existe bien par la Proposition 5.2. Il suffit de
montrer que pour tout o € Fy on a pged(P,V — «) # P. Mais c’est clair puisque si
pged(P,V —a) =P alors P |V —a donc V=a mod P doncV mod P=aecl,



O]

Remarque 5.6. Si P est scindé sur [Fy, alors comme on ’a vu dans la Remarque 5.4 on a Fp = id
donc la condition sur V' se traduit en V' € Fp[X] non constant. Si A € F, est une racine de P
alors X est également racine de V — «a avec a := V(\) donc X — A | pged(P,V — «). Ainsi, de
fagon générale la stratégie de factorisation de la Proposition 5.5 revient un peu a la stratégie
naive de recherche de racine sur F, par énumération de tous les éléments du corps.

Algorithme 5.7 (Berlekamp 1967). L’algorithme de Berlekamp consiste & appliquer récursive-
ment la Proposition 5.5, en testant a chaque étape si les facteurs non constants pged(P,V — «)
pour o € F, sont irréductibles via la Proposition 5.2.

En partant d’un polynéme P € F,[X] de degré > 2 quelconque (avec potentiellement des
facteurs carrés), pour factoriser P on calcule d’abord II := pged (P, P’).

— Sill =1 alors P est sans facteur carré donc on peut lui appliquer directement ’algorithme

de Berlekamp.

— SiIll = P alors P | P’ donc P/ =0 donc P = QP d’apres le Lemme 5.1 et on factorise Q.

— Sinon, on a 1 < degll, deg % < deg P et on factorise 1I et %.
En particulier, on remarque qu’on n’a pas besoin de déterminer le « sans facteur carréisé » de P
comme en Section 4.

Remarque 5.8. Au niveau de la complexité (d'une étape) : la Proposition 5.2 est en O(deg(P)3),
et la Proposition 5.5 est en O(qdeg(P)?) (pour le calcul des pged). La complexité d’une étape
est donc O(deg(P)? + qdeg(P)?).

5.2 Version probabiliste

([ , §9.6.3].) L’algorithme de Berlekamp est tres efficace si ¢ est petit, car a parcourt Fy
(en revanche, pour ¢ grand c’est moins efficace, pour la méme raison) ; en particulier, si ¢ = 2 alors
a chaque étape le polyndéme est soit irréductible soit un produit de deux polynémes irréductibles.

g—1

De facon générale, les éléments a; = V' mod P; € F, C K; vérifient o;; = 0 ou ociT = +1 donc
P |V, V% —1lou V' + 1. Par le théoréme de Gauss on obtient P ] V(V% -1) (V% +1),
donc (en supposant ¢ impair, les polynomes en V' étant alors premiers entre eux car sans racine
commune dans une extension) :

P = pged(P, V) pged(P, V2 —1) pged(P, VT +1). 1)

Cette décomposition est triviale seulement si les a; sont soit tous nuls, soit tous résidus quadra-
a=1
tiques (i.e. a; 2 =1, cf. complément sur la cyclotomie) soit tous non résidus quadratiques. Le
. . . I PIEEN — T .
premier cas se produit exactement une fois, le deuxieme et le troisiéme chacun (%) fois, ou r
est le nombre de facteurs irréductibles de P. Ainsi, si V' est tiré uniformément dans ker(Fp —id),

la probabilité que la décomposition soit triviale est :

— q_lr _ qT’ 1— ].
l1+2( — <2 " (2 =92 —
q<+<2>>—q(2> 5

si on est parti d'un polynéme réductible. En tirant N fois un polynéme au hasard, la probabilité
de ne pas de trouver de facteur non trivial pour un polynéme réductible est donc < 2=V. On
obtient ainsi un algorithme probabiliste (d’irréductibilité et) de factorisation, le O(qdeg(P)?)
étant remplacé par O(log(q) deg(P)?) (le log(q) provenant de l'exponentiation rapide dans

Fo[X]/(P)).

IN



6 Factorisation probabiliste sur [, : algorithme de Cantor—Zassenhaus

{l , §9.6.4].) On peut développer 'idée de §5.2 pour obtenir un algorithme probabiliste
encore plus simple. Encore une fois, I'algorithme part d’un polynéme P sans facteur carré, mais
cette fois supposé tel que tous ses facteurs irréductibles sont de méme degré d, en particulier
P | xr' - X par la Proposition 3.5. On suppose pour instant ¢ impair.

L’idée est la suivante. Soit Ve IF [X] On va montrer qu'une égalité du méme type que (1)

est vérifiée. On a V( - 1)(
X9 — X. En effet, modulo X - Xona:

) = V4 —V, et ce polynéme est un multiple de

d

V(X = V(X" = V(X).
On déduit donc que P | v — V', donc par ce qui précéde (comme pour (i) les facteurs sont
premiers entre eux) :

d

d_ _
P = pged(P, V) pged(P, V5 — 1) pged (P, VT +1).

d_
Remarque 6.1. En pratique, on calcule Vqu modulo P!

Proposition 6.2. On suppose P réductible. Si 'V est tiré uniformément parmi les polynomes de

d_
degré < 2d, la probabilité que pged (P, Vqu — 1) soit un facteur non trivial (i.e. ni 1 ni P) est
au moins % ~ 0.44.

Démonstration. Soient P; et P deux facteurs irréductibles distincts de P. On pose W =
q?-1

V2 —1.81 P | W et Pyt W ou l'inverse alors pged(P, W) est un facteur non trivial, ainsi la
probabilité p recherchée vérifie :

pZ]P’(Pl’WetPQJ[W>+P<P1)[WetP2’W).

Par hypothese, les polynémes P; sont de degré d. On obtient ainsi (le premier ~ étant une
bijection ensembliste, les autres des isomorphismes de [F,-algebres) :

[X [(P1) x Fq[X]/(P)
~ (IFq )2

D’apreés I'isomorphisme explicite du théoréme chinois, un élément de V de Fy[X]/(P ), qui
a pour image (Vi,Va) dans F,[X]/(Py) x F,[X]/(P2), vérifie P; | V ssi V; = 0. Ainsi, on aura
P; | W ssi I'image de W via I'isomphisme explicite du théoréme chinois dans Fy[X]/(F;) ~ F

_ d_
7 — 1 donc I'image de W est de la forme 5 —1lavecz =V mod B,

es
. 7 . d— .
qui est nulle pour exactement x un carré de F;d, qui sont au nombre de %. Puisque V' prend

chaque élément de F,[X]/(PP»2) le méme nombre (1) de fois, on en déduit que chaque élément
de Fy[X]/(P1) x Fg[X]/(P2) est également pris le méme nombre de fois. On en déduit que x suit



une loi uniforme dans F,[X]/(P;) et on obtient, en rappelant que ¢ > 3 et d > 1,

d d
—1 1
—d4 % —d4 +

PP | Wet PLtW)=gq 5 q 5

q2d_1

:W

1 1

T4 4q2d
1 1

>

—4 4.3

_8

36

2

=5

Ainsi, on trouve p > 2 X % = %. O

Algorithme 6.3 (Cantor !~Zassenhaus? 1981). On tire V au hasard parmi les polynémes de

d_
F,[X] de degré < 2d jusqu’a ce que Q = pged(P, Vi - 1) soit un facteur non trivial de P.
Lorsque c’est le cas on itere avec @) et 5.

Remarque 6.4. A chaque étape on a une probabilité d’au plus g de trouver un facteur trivial. La

10
probabilité de ne trouver que des facteurs triviaux apres 10 essais est d’au plus (8) < 0.3%.

Ainsi, on peut par exemple décider que si on n’a trouvé que des facteurs triviaux apres 10 tirages
alors le polyndéme est irréductible.

Remarque 6.5. L’exponentiation rapide dans F,[X]/(P) est en O(log(q?)) = O(dlog q) étapes.
Chaque étape est une division euclidienne par P, de degré rd, qui commence avec un polynéme
de degré 2d donc chaque division euclidienne est en O(deg(P)?). On calcule finalement le pged,
qui possede également cette complexité. Finalement, la complexité pour trouver un facteur
non trivial est en O(deg(P)%dlogq). C’est donc plus petit que les O(deg(P)? + deg(P)?q) de
Berlekamp (cf. Remarque 5.8), mais comparable avec les O (deg(P)? +deg(P)?log ¢) de la version
probabiliste du §5.2.

Remarque 6.6. On peut alors se demander ce qui se passe si on tire V' au hasard de degré 2d et
on regarde simplement si pged(P, V') est un facteur non trivial de P. Cette fois, on a P; | V si et
seulement si 'image de V' dans le théoréme chinois est nulle, donc 1 choix. On a donc :

PP, | Vet PtV)=q 1 xq%q?—1)

gt —1
q2d .

Ainsi, la probabilité que pged(P, V') soit un facteur non trivial de P est minorée a quelque chose
prés par ¢~ donc on ne peut rien conclure (il faudrait tirer disons ¢? polynémes mais du coup
ca n’est pas efficace du tout).

Il reste encore a voir comment appliquer cet algorithme a partir d’un polynéme ou les
facteurs irréductibles ne sont pas forcément tous de méme degrés. Rappelons que 'on a vu dans
la Section 5 comment se ramener au cas d’un polynéme sans facteur carré. Si P est sans facteur

1. David Geoffrey Cantor (1939-2012, américain), & ne pas confondre avec Georg Cantor (1845-1918, allemand),
fondateur de la théorie des ensembles!
2. Hans Julius Zassenhaus (1912-1991, allemand).



carré de degré n, d’aprés la Proposition 3.5 le polynéme P! := pged(P, X7 — X)) ne posséde
que les facteurs irréductibles de P de degré 1, puis P(?) = pgcd(%, X¢ - X ) ne posséde que
les facteurs irréductibles de P de degré 2, puis :

P@ = pged [ =———— x?" — X
pgc Hd’<d P(d/) ’ )
ne possede que les facteurs irréductibles de P de degré d.
. . . d_q
Remarque 6.7. ([Coh, §3.4.4].) Lorsque ¢ est pair (donc une puissance de 2), la fraction 45—

qd

_ d_
n’est plus entiere. On remplace alors la factorisation X X=X (X2 - 1)(X = + 1) par :

X9~ X =UX)(U(X)+1),

o U(X) =i} X2 Onaeneffet UX)2 =%, X% donc U(X)2+U(X) = X2 + X comme
d_
voulu. Dans l'algorithme, on remplace alors pged (P, v 1) par pged(P,U o V).

7 Factorisation sur 7Z

{l , §9.6.5], [Coh, §3.5].) On rappelle que, par le théoréme de Gauss, factoriser sur Z ou
Q revient essentiellement au méme (un polynome a coefficients entiers est irréductible sur 7 ss’il
est primitif, 7.e. ses coefficients sont premiers entre eux dans leur ensemble, et irréductible sur
Q, voir par exemple le Perrin).

Le principe est le suivant. On dispose de bornes sur les coefficient des facteurs d’un polyndéme

(bornes de Landau et de Mignotte). Pour un premier p assez grand, on peut donc factoriser dans
Z/pZ[X] puis voir ce que donnent les facteurs quand ils sont vus dans Z (avec la représentation
—(p—1)/2...(p—1)/2).
Ezemple 7.1. (Cf. [Coh, §3.5.2].) En réduisant P := X6 — 6X% — 2X3 — 7X2 + 6X + 1 modulo
47, on trouve P = (X —22)(X — 13)(X — 12)(X +12)(X? — 12X — 4) (les coefficients sont dans
{—23,...,23}). Puisque le coefficient constant de P est 1 et que P(+1) # 0, on en déduit que P
ne posséde pas de facteur de degré 1. La factorisation ne peut se relever sur Z en un facteur de
degré 2 pour la méme raison donc nécessairement P est un produit de deux polynoémes de degré
3, dont I'un est divisible par X2 — 12X —4. Les polynomes de degré 1 dont le produit avec celui-1a
ont un coefficient constant +1 sont X —12 et X 4+ 12, mais avec le X —12 ona X3+23X%2 - X +1
et le 23 est trop grand pour la borne de P. On a (X + 12)(X2 — 12X —4) = X? — 7X — 1 dans
7./477[X] et on vérifie qu’il divise bien P puisque P = (X3 —7X —1)(X3 + X +1) (si ca n’avait
pas été le cas on aurait conclut que P est irréductible).

Le probléme est que le premier p devient potentiellement assez grand. On remplace alors
Z/pZ par Z/q"Z ou q est premier (plus petit) et n assez grand. Pour cela, on passe de Z/qZ a
7)¢*Z, ..., & 7./q"7Z par le lemme de Hensel (~ méthode de Newton algébrique).

Références

[BMP] V. BECK, J MALICK et G. PEYRE, Objectif Agrégation.

[Coh] H. CoHEN, A Course in Computational Algebraic Number Theory.
[Dem| M. DEMAZURE, Cours d’algébre.

[

GaGe| J. VON zZUR GATHEN, J. GERHARD, Modern Computer Algebra.



	Recherche de racines
	Critères d'irréductibilité
	Tests d'irréductibilité
	Suppression des facteurs carrés
	Factorisation déterministe sur Fq : algorithme de Berlekamp
	Algorithme de Berlekamp
	Version probabiliste

	Factorisation probabiliste sur Fq : algorithme de Cantor–Zassenhaus
	Factorisation sur Z

