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1 Trigonalisation optimale

Le but général de la réduction des endomorphismes et de trouver une forme conjuguée plus
simple pour les endomorphismes. Soit k un corps et M € Mat,, (k) une matrice de taille n € N>o
a coefficients dans k. Un des premiers résultats est le suivant : si x s, le polynéme caractéristique
de M, est scindé alors (et c’est une équivalence) la matrice M est trigonalisable, c’est-a-dire

A1k ... %

semblable & une matrice de la forme A2 , autrement dit, de la forme D + T avec
: .. . *
0 ... 0 X

D = diag(\1,. .., \,) diagonale et T triangulaire supérieure stricte. En particulier, la matrice T'

est nilpotente. La décomposition de Dunford, déja vue, améliore ce résultat.

Théoréme. On peut choisir D et T =t N qui commutent (de plus, les endomorphismes associés
sont alors uniques).

Remarque. Si A, B sont deux matrices qui commutent avec A diagonalisable et B trigonalisable
alors on peut trouver une base dans laquelle A est diagonale et B triangulaire supérieure : il
suffit de trigonaliser B sur chaque sous-espace propre de A, ces derniers étant stables par B.

Rappelons une construction possible de telles matrices D et V.

Lemme (Décomposition en sous-espaces caractéristiques). Si xar = [[;—; (X — X)) alors on a
la décomposition en sous-espaces stables k™ = ®]_; ker(M — \;Ip,)™:.

Démonstration. Provient du théoréme de décomposition des noyaux et de Cayley-Hamilton. [

Dans une base adaptée a la décomposition ci-dessus, la matrice M est diagonale par blocs;

on choisit alors D = diag(\i, In,, .., AiIn,), ou n; == dimker(M — \;I,,)™, et N .= M — D.

On va maintenant montrer que ’on peut faire mieux, en particulier, choisir N de la forme
0 = 0O ... 0

0 0 % :
0 | avec x € {0,1}.
O ... ... 0 0



2 Mes premieres réductions de Jordan

Cette partie est a savoir !

Définition. On définit la matrice de Jordan

0 1 0 ... O
: 1 :
JIn = .o 0] € Matn(k)
1
0 0
A1 0 0
0o X 1
Pour X € k, on utilisera également J,(A) :== AL, + J, donnée par [ : . . .
: o1
0 ... ... 0 A

Lemme 1. Soient x € k™ et r € N* tels que M"z = 0 # M"'z. Alors la famille (z,..., M" 1)
est libre.

Démonstration. Soient By, ..., r—1 des scalaires tels que Zl:& BiM'z = 0. Supposons qu’un
des f3; soit non nul et soit 7o le plus petit élément de {0,...,r — 1} tel que 5,, # 0. Ainsi, on
a Z’"_l BiM'x = 0 et donc Z’"_l BiMiFTr—1=rox = 0. Sii > rg alors i +r — 1 —r9 > r donc

—i=T( =70
MFr=1=r0g = 0, ainsi on obtient 3,,M" "'z = 0 donc 8,, = 0 ce qui est absurde. Donc tous les
(3; sont nuls. O

Théoréme (Réduction de Jordan, cas n = 2). Soit M € Mata(k) avec xpr scindé. Si M n’est

pas diagonlisable alors M est semblable a Jo(\) = (6\ }\), ot A est l'unique valeur propre de M.

Démonstration. Soit u ’endomorphisme canoniquement associé & M. On suppose u non dia-
gonalisable. Ainsi, les deux valeurs propres ne sont pas distinctes et donc u posséde bien une
unique valeur propre. Soit ez un vecteur non nul dans k? = ker(u — A\)? (on a bien égalité
par Cayley—Hamilton) qui ne soit pas un vecteur propre et posons e; = (u — A)eg. Alors
(u—Ner = (u — \)?ez = 0 donc e; est un vecteur propre. Par le Lemme 1, on sait que (eq, e2)
est libre donc est une base de k2. Puisque u(e2) = Aeg + €1 et que u(e;) = Aey, la matrice de u
dans la base (e, e2) est bien celle annoncée. O

Lemme 2. Soit M € Mat,, (k). Pour tout i € N on a ker M* C ker M+ et s’il y a égalité alors
il y a également égalité au rang d’apres, i.e. ker M+ = ker M+2,

Démonstration. On a bien ker M? C ker M'*! puisque si M’z = 0 alors Mtz = M(M'z) =
MO0 = 0. Supposons maintenant que ker M* = ker M1, On a déja ker M**t! C ker M*+2, et si
x € ker M2 alors Mz € ker M1 = ker M* donc M*(Mz) = 0 donc = € ker M*+1L. O

Remarque. En particulier, si M est nilpotente d’indice de nilpotence p € N* (c’est-a-dire
MP =0 # MP~1) alors pour tout i < p on a dim ker M’ < dim ker M1, En effet, s’il y a égalité
on a ker M* = ker Mt = ... = ker MP = k™ donc M* = 0 ce qui contredit la définition de p.

Théoréme (Réduction de Jordan, cas n = 3). Soit M € Mats(k) avec xar scindé. On suppose
que M n’est pas diagonalisable.



— On suppose que M posséde exactement deux wvaleurs propres distinctes \ et p avec

Al
xm = (X = N)2(X — p). Alors M est semblable a diag(Ja(N\), Ji(p)) = [0 A

7
— On suppose que M posséde seulement une valeur propre A. Si dimker(M — \) = 2 alors
Al
M est semblable a diag(J2(N), J1(A)) =0 A , sinon dimker(M — \) =1 et M est
A

A1 0

semblable a J3(A\) = [0 X 1

0 0 A

Démonstration. Si M posseéde trois valeurs propres distinctes alors M est diagonalisable. Si M
posséde exactement deux valeurs propres distinctes, on applique le lemme de décomposition
en sous-espaces caractéristiques et le théoreme précédent. On suppose maintenant que M
possede une unique valeur propre A et soit u ’endomorphisme canoniquement associé a M. Par
Cayley—Hamilton, ’endomorphisme u — A est nilpotent.

— On suppose que dim ker(u— ) = 2. Par la Remarque suivant le Lemme 2 on a dim ker(u —
A2 = 3 donc (u — A\)? = 0. Soit ey ¢ ker(u — ) et posons e; := (u — A)eg # 0. Alors
e1 € ker(u — ), et soit ez € ker(u — \) tel que (e1,e3) soit une base de ker(u — \). La
famille (eq, e2, e3) est libre puisque ey ¢ vect(eq, e3) = ker(u — \), donc est une base de k3
et on conclut car la matrice de u dans la base (e, e2, e3) est celle annoncée.

— On suppose dim ker(u—\) = 1. Montrons que dim ker(u—\)? = 2. Pour cela, on considére
I'application v : ker(u — \)? — ker(u — \) donnée par la multiplication par v — . Alors
ker v = ker(u — \) Nker(u — A\)? = ker(u — \) donc par le théoréme du rang on obtient
dim ker(u—\)? —dim ker(u—\) < dim ker(u—\) donc dim ker(u—\)? < 2, d’ou finalement
dimker(u — \)? = 2 par le Lemme 2.

Soit maintenant ez ¢ ker(u — \)2. Puisque (u — A)? = 0 (par Cayley—Hamilton), par le
Lemme 1 on sait que (eq, ez, e3) est une base de k3 ol e3 == (u— \)es et e1 == (u— \)%e3 =
(u — A)eg. La matrice de u dans la base (eg, e2, e3) est alors de la forme annoncée.

O

3 Réduction de Jordan : cas général

Cette partie est pour ceux qui sont a ’aise avec celle qui précede.

Théoréme (Réduction de Jordan, version sous-espace caractéristique). On suppose que M — I,
est nilpotente.
— 1l existe une unique suite décroissante o d’entiers strictement positifs ay > --- > o, > 1
(de somme n) telle que M soit semblable d la matrice Jo () = diag(Ja, (A), ..., Ja, (A)).
— De plus, on a r = dimker(M — \I,,), Uentier ay est le degré du polynome minimal de M
et le nombre de s égaux a i € N (i.e. le nombre de blocs de taille i) est donné par
2dimker(M — \)? — dimker(M — \)i*! — dim ker(M — \)*~1L.

Une telle suite « est une partition de n. En utilisant le lemme de décomposition en sous-espaces
caractéristiques, on en déduit la forme générale du théoreme de réduction.

Théoréme (Réduction de Jordan, version générale). On suppose que x s est scindé. Si Ay, ..., Ay
sont les valeurs propres distinctes de M, il existe des partitions oV, ..., a") telles que M soit
semblable a la matrice diag(J ) (A1),...,Jym(N\)). Il y a unicité a permutation prés des
Jotir (i)

[0}



Pour montrer la version sous-espace caractéristique, il suffit de montrer le cas A = 0, .e. la
matrice M est nilpotente : le cas M — I, nilpotente s’obtiendra en écrivant M = (M —AI,,)+\1,.
Soit u ’endomorphisme canoniquement associé & M. On suit le schéma mis en place en dimension
2 et 3 : si p est I'indice de nilpotence de u (qui est alors le degré du polynéme minimal de u),
on veut choisir un vecteur v qui ne soit pas dans ker uP~! et considérer la famille libre (par
le Lemme 1) B, == («?~(v),...,u(v),v). La matrice de u dans cette base est alors J,. Pour
continuer, on aimerait choisir un vecteur w € ker uP~**1\ ker u?~* avec i > 1 le plus petit possible,
et considérer la famille libre B,, = (uP~(w),...,w) dans laquelle la matrice de u est Jp—;1.
La seule chose a garantir est la suivante : on voudrait que la famille B, U B, soit libre. C’est
I’objectif du Lemme 3.

Lemme 3. On peut trouver une suite de sous-espaces vectoriels En, ..., E, de k™ tels que
i) pour chaque i € {1,...,p}, le sous-espace vectoriel E; est un supplémentaire de ker u’~!
dans ker u’ ;

1) pour chaque i € {2,...,p}, w(E;) C E;_1.
De plus :
— onak"=¢!_E;;
— pour i > 2 on a nécessairement u(E;) ~ E;, i.e. la restriction de u a F; est injective.

Démonstration. On procede par récurrence descendante sur ¢. Pour ¢ = p, on choisit pour £,
n’importe quel supplémentaire de ker u?~! dans ker u? = k". Si maintenant i € {1,...,p — 1},
puisque F;;1 C keru*! on a u(FE;;1) C keru’. 11 suffit maintenant de montrer que u(E;y1) et
ker u'~1 sont en somme directe. Soit x € u(E;+1)Nkeru'~1, que Pon écrit = = u(y) avec y € B 1.
Par hypothése on a ui~!(x) = ui(y) = 0 donc y € E;11 Nkeru’ = {0} car E;;; et keru’ sont en
somme directe, par construction de F;;1. On construit alors E; en complétant u(F;11) en un
supplémentaire de ker u'~! dans ker u?. L’assertion sur la somme directe est claire puisque

k"™ = ker u?
= E, @ ker uP~!
= E, ® (Bp—1 ® ker uP?)

=FE,® - ®E ®keridyn
:Ep@"‘@Ela

et celle sur l'injectivité de u|g, également, puisque le noyau de u|g; est ker uNE; C ker W INE;
{0} par définition de E; (rappelons qu'ici i > 2 donc on a bien ker u C ker ui~1).

O

On peut maintenant reprendre la démonstration du théoréeme de Jordan (cas nilpotent).
Choisissons une base B, de E,. Pour i descendant de p a 2, soit B;_; une famille qui compléte
u(B;) en une base B;_1 de E;_y. Puisque k" = ®!_| E;, la concaténation des bases B; pour
i € {1,...,p} forme une base de k". En posant B, := By, et B; = {vi1,...,vin,} pour chaque
ie{l,...,p},ona

By = {vp,jti<n,
By 1 =u(B,) UB,_,
={uvpj)}j<p, U{vp-15}i<n,ss

By—2 = U(Bp_l) U B;)—l



= {w )}, W19} jn, , U Atp23}isn, o

B, = {up—l(vm)} U {up—2(vp71,j)}

-3
i<n, {3 (upy) |

U= UA{v1 i<, -

jgnpfl jgnp72

Ainsi, si pour chaque i € {1,...,p} et j € {1,...,n;} on note g” = {u (v ),...,vij}
la concaténation des bases (B;)i<i<p coincide avec la concaténation des (B; j)i<i<p,i<j<n,- La
matrice de u dans la base

By UBpy U UBi U LBy,

est alors diag(Jp,...,Jp,...,J1,...,J1), chaque J; apparaissant n; fois : c’est J, = Jo(0),
ot a = (g > -++ > ) est la partition contenant exactement n; fois l'entier 7 pour tout
ie{l,...,p}.

Finalement, par définition de Iindice de nilpotence, on a E, # {0} donc n, # 0 donc oy =p
est bien le degré du polynéme minimal de u. Chaque bloc J; apporte exactement un vecteur
dans le noyau de u donc dimkeru est bien le nombre r (= Y-, n;) de blocs. Pour 'unicité
de la partition «, remarquons d’abord que le nombre de blocs de taille ¢ (les blocs J;) est, par
construction et le Lemme 3,

n; = #B; = #B; — #u(Biy1)
=dim E; — #B;1+1
= dim EZ — dim Ei—i—l
= (dim ker u* — dim ker ui_l) — (dim ker v't1 — dim ker uz)

= 2dimker v’ — dim ker v**! — dim ker v’ !, ()

qui est bien au passage la formule annoncée. Soit maintenant 8 une autre partition telle que u
ait une matrice de la forme Jg et on veut montrer que 8 = . On peut par exemple donner deux
justifications. La matrice de v dans une bonne base C étant de la forme Jg, la base C est de la
forme précédente (avec des entiers n}). De plus, ils définissent comme avant des supplémentaires
de ker u'~! dans ker u’ donc le calcul du nombre de blocs de taille i donne comme en (). La
deuxiéme justification utilise le lemme suivant.

Lemme. Pour tout i € N on a dimkerJ!, = min(i,m) et dimker Ji¥! — dimker Ji, =
1, sii<m-—1,
0, sinon.

Ainsi, si f = (81 > -+ > s), soit n le nombre de ¢ dans 3. Il y a dans Jz exactement n
blocs de taille ¢ et le Lemme donne
S
dim ker u' ™! — dim ker u’ = Z(dim ker Jéjl — dim Jét)
t=1

= Z n! (dimker J5M — dim J?)

m=1
i n
/! /

D LD S

m=1 m=i+1

n

= 2

m=t+1



donc

(dim ker u* — dim ker u*~%) — (dim ker u'™! — dim ker u’) = Z n,, — n.,
n

m=i m=i+1

donc par (&) on a bien n; = n; pour tout i.

Remarque. On a vu que 2dimker u’ — dimker u*+! — dimker u’~! > 0 (c’est le nombre n; de
blocs de taille i, donc nécessairement positif). On peut retrouver ce résultat en généralisant ce
qu’on a montré dans la preuve du cas n = 3 : le noyau de I'application ker ui*! — ker u’/ ker u*~!
induite par u est ker u’.

4 Quelques applications

Théoréme. On suppose k de caractéristique nulle. Les matrices M et 2018 M sont semblables
si et seulement si M est nilpotente.

Démonstration. Si M et 2018 M sont semblables alors elles ont les mémes valeurs propres. Ainsi,
si A est valeur propre de M alors p := 2018\ est valeur propre de 2018M (fait général) donc p
est valeur propre de M (par hypothese) donc 2018 = 20182\ est valeur propre de 2018 M, etc.
Ainsi, pour tout k € N*, 2018\ est valeur propre de M. Puisque M ne posséde qu'un nombre
fini de valeurs propres et que 2018 € k* est d’ordre infini, on en déduit que A = 0. Ceci étant
valable pour une valeur propre quelconque de M, on en déduit que M est nilpotente.
Réciproquement, si M est nilpotente alors 2018 M aussi donc toutes les deux ont pour
polynoéme caractéristique X™, qui est scindé sur k. On peut donc considérer la réduction de
Jordan de ces deux matrices, dans k. On a dimker M* = dim ker(2018 M)* pour tout i (car
2018 # 0) donc par () les réduites de Jordan de M et 2018 M ont les mémes nombres de blocs
de taille i pour tout ¢ donc M et 2018 M sont semblables (sur k). O

Théoréme. On suppose k =R ou C. Toute matrice de Mat,, (k) est semblable d sa transposée.

Démonstration. On suppose tout d’abord k = C. Par le théoreme de réduction de Jordan,
il suffit de montrer le résultat pour les matrices J,,. On remarque que J,,, = PJ. P~ avec

0 1

P = < ) (on renverse la base) donc c’est bon. Sur R, c’est bon aussi car deux matrices
1 (0

réelles semblables sur C sont semblables sur R. Rappelons rapidement une démonstration : si

M = PNP~!avec M, N réelles, on écrit P = Q+iR avec Q, R réelles. La fonction ¢ — det(Q-+tR)
est polynomiale non nulle sur C donc non nulle sur R (sinon elle aurait une infinité de zéros sur
C donc y serait nulle!), et en identifiant parties réelles et imaginaires dans M P = PN on en
déduit que si @ + tR est inversible alors M (Q +tR) = (Q +tR)N. O

Remarque. Le Théoreme peut se démontrer sur n’importe quel corps via la réduction de Frobenius.
Corollaire. Toute matrice de Mat,(C) est semblable ¢ une matrice symétrique.
Remarque. Ce dernier résultat est fauxr sur R!

Démonstration. Encore une fois, il suffit de le montrer pour un bloc de Jordan .J,,,. On sait qu’il
existe une matrice symétrique inversible P (celle de la démonstration du théoréme précédent)
telle que J,, = PJ!, P~!. Etant symétrique inversible, la matrice P définit une forme quadratique



non dégénérée sur C donc est équivalente & I, c’est-a-dire il existe Q telle que P = QI,Q! = QQ*.
Finalement, la matrice Q7 1J,,Q est semblable & J,,,, et symétrique :

Q' mQ)" = Q" Q"
= QP PQ™"
=Q'Q7'Q7TmQQ'Q™
= Q_IJmQ~

FEzercice. Trouver une matrice symétrique semblable a Js.
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