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Ce développement présente trois méthodes de calcul d’intégrale, appli-
quées au calcul important de la transformée de Fourier de la gaussienne.
Tout d’abord, définissons ce de quoi on parle.

Définition. Pour a un réel strictement positif, on définit la gaussienne G,
par Vz € R, Go(x) 1= 7",

Définition. Pour f € L'(R), on définit sa transformée de Fourier par

Ve ER, f(§) == [ flw)e " da,

Ainsi, V¢ € R, éa(g) = Jr e~ e~ dg et cest cette intégrale que 'on
cherche a calculer.

Théoréme. On a Go = /7G 1.
EYeY

Remarque. En particulier, pour a = % on obtient G1 = v27G1.

1 Equation différentielle

Montrons que G, est de classe C! ; on va utiliser le théoréme de dérivation
sous l'intégrale.

~ V€ ER, x> e ¢i2¢ o5t (mesurable et) intégrable sur R.

- VreR, &— e~w” =126 oot de classe C1 sur R.

- Vo € R,V¢ € R, ‘d% (efaxQe*”g)‘ = )—ixefaxze*ixf

est indépendant de & et intégrable sur R.

Ainsi, G, est C! sur R et V€ € R, 6‘;/(5) =1ifp —ze~% e~ dz (note ).

On integre alors par parties (par rapport a x) : pour £ € R,

< |zle=**” qui

Ga () =i { [1e—w2@—mf

E —ax? —iz _ _i’\
R4—20[ Re e dx}— QaGa(f)
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Ainsi, V€ € R,Gqo(§) = C:’a(())e_%a; comme Gqo(0) = Jr e=2** dz, on
obtient (en faisant le changement de variable y = \/ax) 1’égalité G,(0) =

— ~ ~
1. On écrit temporairement G, au lieu de G, car la notation G, pourrait porter &
confusion.
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\} Jae ¥ dy = \/g (note?). Finalement, V¢ € R, Go(£) = \/ge_%a donc

on retrouve bien le résultat annoncé G, = \/EG .
4o

2 Théoreme des zéros isolés

Commencgons par un petit calcul :
VE € R, Gu(€) = / e—ow? ot gy

2244
_/ -‘rmx

_ / efa[m%) =1
R 2

VE € R, Ga(€) = e ia / e~a(@+35)” g (1)
R

donc on aimerait bien faire le changement de variable y = = + % dans cette
derniere intégrale. Malheureusement, le changement de variable n’est pas
réel donc on n’a pas le droit !

Dans l'optique d’utiliser le théoréme des zéros isolés, on va donc cal-
culer cette intégrale pour i§ € R. Ainsi, posons, pour z € C, F(z) :=
Jr e~2%* ¢=%% 4z et montrons que cette fonction est holomorphe :

- VzeCx— e~%” e=%2 gt mesurable sur R;

- VzeR,z— e=0w’ =27 ggt holomorphe sur C;

— VM > 0,Vz € R,V|z| < M, |e %" ¢~22| = gm0z’ tRez < p—az® Mlz]

qui est indépendant de z et intégrable sur R ;
donc par le théoreme d’holomorphie sous l'intégrale, la fonction F' est holo-
morphe sur C. On calcule a présent F' sur R : par le méme calcul qui a été
mené en (1), on trouve : Vt € R, F(t) = eta Jr e_a($+%)2 dz. Ainsi, on peut
faire notre changement de variable y = x + % pour obtenir :

2 2
VtE]R,F(t):e%a/e_axzdx:,/ﬁe%a
R a
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Ainsi, les fonctions I et ¢ — et coincident sur R : elles sont holomorphes

sur C donc par le théoreme des zéros isolés elles coincident sur C. En

particulier :
(i6)?
Vg € R F(ig) = [ Te i = [Tei
(6%

et comme V¢ € R, Go(€) = F(i€) on retrouve G = gG%.

2. Je rappelle dans I'annexe A une méthode pour calculer fR e v’ dy.



3 Intégrale d’une fonction holomorphe

On va maintenant calculer @a(f ) sans montrer la régularité d’une certaine
fonction.
Fixons £ € R et reprenons ’égalité (1) :

~ &2 i \2
Ga(é):e_ﬁ/ e(@+32)" dg
R
Comme la fonction z +— e 2% est holomorphe sur C, son intégrale
sur tout contour fermé C' par morceaux est nulle. En particulier, VR >

0, /[, ¢* dz = 0 ol v est le chemin défini dans la figure 1.
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FIGURE 1 — Définition du chemin g (illustration pour £ > 0)

Ainsi :
R £ ' R ;
VR >0,0 = / e g 4+ /m e~ (RFit)*; 4 —/ e~ (7+35)" 4y
-R 0 -R
= )
_/ « e*O[(*R‘i’Zt) i dt (2)
0
eton a:

- e de S e’ do = | [T
" 9 . 2 2
- fFR e—a(m—l-;fa) dx m fIR e-a(x—l—%) dx = 6‘%‘Ga(§) ;

£ N2 R— . . .
— Je e BN g B2FC 0 car on a la majoration suivante :

£ £
/2a e—o(RFi?; gy < /2a GRe(—a(R+it)?) 4| —
0

£
/2a e—a(RQ—tQ) dt
0 0

(note3), la derniére intégrale étant une constante (finie) indépendante
de Ret a>0;

3. Je n’ai pas majoré a l'intérieur des valeurs absolues, c’est juste que & peut étre
négatif.



£ R
— Jo e~ =Rtit)?; qp ZE2H0 par la méme majoration que précédem-

ment.
Finalement, en faisant tendre R vers 4+oo dans ’égalité (2) on obtient

2 ~ ~
VE= eia Go(€) ie. Go = ZGa.

4 Et plus si affinités. ..

Généralisation a « € C,Rea > 0. On a montré la chose suivante :

) 2
Ya > 0,Y¢ € R,/ em02? gi7E qp — \/?e—ia
R o

Fixons £ € R; on va encore utiliser le théoreme des zéros isolés, pour
montrer que cette égalité (a un sens et) est valable pour v € {Re > 0}. Pour

cela, en considérant la détermination principale du logarithme on peut poser
2

Va = 21989 o1t le membre de droite o — \/ge_%a est holomorphe sur
{Re > 0}. Pour lautre membre on utilise le théoréme d’holomorphie sous
I'intégrale :
- VRea >0,z — e=07 e~ ggt, intégrable sur R ;
— Vo € R, o e~ 7€ est holomorphe sur {Re > 0} (cette fois sans
difficulté) ;
— Ve > 0,Vxr € R,VRea > ¢, ’e_‘er_i‘”g‘ = eRe(-az?) < e~ qui est
indépendant de « et intégrable sur R.
On peut donc conclure que la formule Go = \/EG L se généralise a

Rea > 0 (on a bien également Re = > 0)%.

Généralisation & R". Soit n € N* et soit A € M, (C) une matrice
diagonalisable en base orthonormée® avec Sp(A) C {Re > 0}. On définit
alors G 4(z) pour z € R" de la fagon suivante :

Ga(x) := e~ {Az2)

Comme la matrice A est diagonalisable en base orthonormée (pour (-, -)),
en notant (\;) les valeurs propres de A et (x;) les coordonnées de x dans une

base d’orthodiagonalisation (la coordonnée z; correspondant a un vecteur
J
—X;ix2

propre associé a \j) on a Ga(z) = [[j_; e” % =[] Gy, (x;) donc G4 €
LY(R™). Ainsi, G4 est bien définie et on a :
VEER™, Ga(§) = [ Galz)e "8 da

an
= /Rn ﬁ (G)\j (fﬂj)e_”jfj) dz (3)
j=1

4. On étend la définition de G5 & Re 8 > 0, qui reste alors une fonction L.
5. C’est-a-dire une matrice normale, i.e. AA* = A*A.




D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli, [z.

[[7=1 Gy, (:L‘j)e_ixjfj dz =
[T7=1 Jg G () dy =TT}y ,/)\ij < +oo donc z — [[7 (GA]. (xj)e_izjfj>

est un élément de L!'(R"™) donc d’aprés le théoréme de Fubini, on peut
permuter les intégrales dans (3) pour trouver :

VE € R, e / G, (z;)e 9% du

Gy, (&)

e

2
"/ 423 1/\

I
s ;j: :

i=1 5
n/2
o T 1 1
VéEe R, G = e 1(AT T
3 A(6) =
autrement dit C:'A = \/dne/%GlA 1.

Remarque. Pour a € {Re > 0} et A := al,, on obtient que la transformée
de Fourier de z +— e—ll® gt £ (2 )n/2 e aallEl?,

A Calcul de l’intégrale de Gauss

;. _ 2
On désire calculer I := [p e™* dz. Pour cela, on va calculer [ 2 en passant
en coordonnées polaires :

I? = / e~ @) dz dy (par le théoreme de Fubini—Tonelli)

2T +o0
—/ / e rdrdd
2 1 2 +oo
[

de
271'1
:/ = do
0o 2

P=nr

donc on a bien I = /7.



