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Définition. Pour n € N*, on note Hy, :== 3 ;_; % les sommes partielles des termes de la
série harmonique.

Le but de ce développement est de démontrer le théoreme suivant.

Théoreme. Quand n — 400, on a H, =logn + v+ ﬁ — HITLQ +o0 (#)

Définition. Le réel v est appelé la constante d’Euler.

1 Terme en logn

La fonction qui a t > 0 associe % étant décroissante, on a :

1 1 1
kE>1,Vtekk+1],— < -<—
donc en intégrant on obtient :
1 k1 dt 1
Vk>1,—— < — =log(k+1)—logk < — 1
—’k+1—/k o = log(k+1) —logh < o (1)

En sommant cette inégalité pour k allant de 1 & n — 1 on obtient :
(%)

(%)
H,—1<logn < H, 3

De l'inégalité (x) on obtient que H,, < 1+ logn, et en ajoutant % de chaque c6té de
I'inégalité (xx) on obtient que % + logn < H,,. Finalement, on obtient donc :

1
—+logn < H, <1+logn
n

ce qui montre que H, ~ logn.
Remarque. En particulier, la série > ;< % diverge.

Remarque. On aurait pu utiliser le théoréeme de sommation des équivalents : comme
z ~ —log(l — 1) = logk —log(k — 1) on a, comme 3 > 0 et que la somme des
log k —log(k —1) diverge, I'équivalent H,, ~ logn. Néanmoins, la méthode de comparaison

avec une intégrale sera réutilisée par la suite.



2 Terme constant

On va en fait faire un peu plus attention dans notre encadrement précédent. On a
vu que pour k>1lona : f A dt > 0. Or, lencadrement (1) fournissant également

fitt 4> g on obtlent que + — ka 4 < 4 — 72 Ainsi, on a

1 k+lde 1 1
0<f_/ S
k k t kE k+1

donc la série de terme général % — Ji + % converge (car & termes positifs majorés par le
terme général d’une série convergente). Autrement dit en notant v la somme, la suite de

terme général H,, — logn converge vers 7y et c’est ce que ’on voulait montrer.
Remarque. On a v ~ 0.577; on ne sait pas si v est un nombre rationnel.

Remarque. En fait, si f : Ry — R continue décroit vers 0 alors pour tout £ > 0

on a 'encadrement 0 < f(k) — ,f“ f(t)dt < f(k) — f(k+ 1) donc la série de terme
général f(k) — ,f“ f(t)dt converge, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € Ry tel que Zz;é f(k) =

Jo' f()dt + ¢+ o(1). En particulier, > f(k) converge si et seulement si [ f converge.

3 Terme en %

Notons u,, := H, —logn—; d’apreés ce qui précede, on sait que la suite (u,) converge

vers 0; on souhaite déterminer un équivalent de wu,,. Pour cela, I'idée va étre de calculer
un équivalent de u, — u,_1 puis d’utiliser le théoréme de sommation des équivalents.

1 n—1
Up — Up—1 = — + log

n n
1 1

= — +log (1 — )
n n
- Graate(3)

= — — J— N o _
n n  2n? n2

donc u,, — Up—1 ~ —2 7. La série de terme général — I L <0 étant convergente (critére

de Riemann), on en déduit par le théoreme de sommation des équivalent 1’équivalence
des restes, c’est-a-dire :

= 1 X
Z (un - un—l) ~ _5 Z ?
n=N-+1 n=N-+1

Comme (u,) converge vers 0, le premier membre n’est rien d’autre que —uy ; il ne
manque donc plus que le résultat du lemme suivant pour conclure.

Lemme. Soit « > 1. On a ’équivalent suivant :

I
DN MY Noroo (a — 1)No—1



Démonstration. La fonction t +— t% étant décroissante sur R* , on peut faire le méme

raisonnement que dans la section 1 pour obtenir :

n+1

1 n+1 dt t—oz-l—l 1
(n+1)> = Jo to (—a+1) ne

n

d’oll 'encadrement ! :

N—a+1 1 400 1 N—a+1
Tadl NS 2w S iy
n=N-+1
et donc I’équivalent annoncé (car ﬁ est négligeable devant ﬁ) O
Ainsi, on obtient uy ~ %W = ﬁ et donc finalement u, = % + 0 (%)

c’est-a-dire H,, =logn + v+ % +o0 (%)

4 Terme en #

On fait la méme chose que précédemment mais cette fois avec v,, := H, —logn—~vy— %,
qui tend également vers 0 (car négligeable devant % par ce qui précede).

1 n—1 1 1
Un—Un—lzﬁ—i-log o S

n n
1 <1+ 1 + 1 n <1)>
= — — —_ —_— —_— (0] _—
n n  2n?  3n3 n3
1

1 1
Un = Un-1 =gt ol

Ainsi, en utilisant encore une fois le théoreme de sommation des équivalent et le lemme

on obtient que —vy ~ éﬁ et donc finalement H,, = logn + v + % - ﬁ + 0 (#)

1. Comme dans la section 1 : dans un premier temps on somme le premier membre pour n allant de
N a 400 et dans un deuxieme temps on somme le deuxieme pour n allant de N a 4+oco puis on retranche
% de chaque c6té; on s’embéte ainsi pour avoir directement de N et non des N 4+ 1 dans les équivalents.



