- Bourse de corrigés UPS -

Concours Centrale - Supélec 1998 PSI MATHEMATIQUES I

- Corrigé par J. Blanchard (Lycée Fermat, Toulouse) -

- Partie I -
I.A. - On vérifie facilement pour tout 6 € R :
M@ +7m)=M(@®) +2r] et  M(—0) =Symg,(M(0))

On en déduit que (C) est globalement invariante dans la translation de
vecteur 27 et dans la symétrie orthogonale par rapport a Oz. !

I.B. - L’étude précédente montre qu’il suffit de construire le sous-arc (Cp) corres-
pondant & 6 € [0 7/2] puis de compléter successivement par la symétrie
orthogonale par rapport & Ox et les translations de vecteur 2k:7r] (ke ).
Le tableau de variations correspondant :

Z—z:QsiHQQ 0 + 0
% =2(1—cos20) |0 + 4
T 0o 1 ya 2
y 0 /%—1/ w
T R

met en évidence le point O = M(0) comme seul point non régulier. En ce
point le sous-arc (Cp) admet Ox pour tangente?; on a en effet :

—

2M — — 2M —
dd?(e) =4 (cos(26) i +sin(20) j) et en particulier : W(O) =41

L(C) est aussi globalement invariante dans les composées de ces deux transformations et
de leurs inverses, a savoir les translations de vecteur 2kmj et les symétries orthogonales par
rapport aux droites y = km (k € Z) ; ces invariances correspondent aux égalités :

M0+ kr) = M(0) +2krj et M(kr—0) = Sym(,_, . (M(6))
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La symétrie de (C') par rapport & Oz montre qu’il s’agit en fait d’un point
de rebroussement de premiere espece.?

Les autres points (6 € ]0 7/2]) sont en fait biréguliers et (Cop) parcouru
“dans le sens des 6 croissants” présente en ces points une concavité con-
stamment tournée vers la gauche puisque :

4sinfcos® 4 cos(26)

- —
dM d2M _
) “ | 4sin?0 4 sin(26)

— 102
det(zhj)(w(e), W ) = 16sin 9>0

ce que confirment les variations de la pente de la tangente.
Notons enfin la tangente parallele & Oy en S = M (7w/2), en conformité
avec I'invariance dans la symétrie par rapport a la droite y = 7.

"une arche et quelque™ de cycloide

aM — — — —
I.C. - On a calculé : dd—ﬁ = 4sinf 7(f) ou 7(0) = cos(f) i + sin(f) j

20n peut établir “directement” que la droite OM (#) admet Oz comme “position-limite”
en constatant :
y(0) —y(0) o—o_ (20)°/6 _ 20
z(0) — z(0) (20)2/2 3 6—0
On peut aussi utiliser la “pente-limite” de la tangente en M (0) :

sin 0

—
cosf 6—0

2 a3
M M
3 Autre solution : le systéme ( W(O)’ W(O)) est libre.
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M
est unitaire et de méme sens que —g powr 0 € 12kw (2k 4+ 1)x[, de sens

opposé pour 6 € |(2k — 1) 2kn|.

Cette fonction 7 répond donc & la question des lors que 1’on oriente les
sous-arcs (M (9))96] hr (h+1)=[ dans le sens des “f croissants” si h est pair,
des “O décroissants” si hest impair.

1.D. - Pour la fonction 7 précédemment trouvée, la fonction :

a: R — R
0 — 0

répond & la question.
Sur chaque sous-arc birégulier,  étant un angle polaire de la tangente

S . ds
orientée, on dispose de la formule : R = 5 °us est une abscisse

curviligne conforme a ’orientation choisie :

o sur |2km (2k + 1)7[, 6 est un parametre direct donc ;
d am
d_; = —|—H WH = +|4sinf| = 4siné

e sur |(2k — 1) 2kw], 0 est un parametre indirect donc ;
d aM
d_; = —H WH = —|4sinf| = 4siné

Finalement, partout ou il est défini et compte tenu des orientations choisies,
le rayon de courbure (“algébrique”) est donné par :

I.E. -

ILLE.1) Chaque gy est visiblement définie, continue et positive sur [0 1].

- Pour A € [0 1], la fonction g est prolongeable par continuité en s = 1

A
par la valeur —— ; elle est donc intégrable sur [0 1[.

VI=XZ’
Vs oo

-Pour A\=1ona: gi(s)= ~
V1—s V1—s

intégrable sur [0 1]

d’apres la regle de Riemann.

On peut observer qu’en vertu de ce qui précede les fonctions f) introduites
par I’énoncé sont bien définies (et continues) sur [0 1].
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L.E.2) Observons qu’a s € [0 1] fizé, on a, pour 0 <A< p<1:

{ gx(s) < gu(s) sis>0
ga(s) =gu(s) (=0) sis=0

En effet, pour s € ]0 1], gx(s) apparait comme le quotient des deux fonc-
tions de A :

* A /s positive et strictement croissante,
* /1 — \2s strictement positive et strictement décroissante,
Considérons la fonction de deux variables :
g: [01x01] — R
Ay/s
(A, 5) N 7\/_
V1—\2s
* Elle est continue en raison de la continuité des projections (A, s) — A
et (), ) — s et des propriétés de permanence des fonctions continues
(ici produit, différence, composition par NE quotient...)
* Elle vérifie la propriété de domination suivante :
VAe[01l] Vseloll  g(As)=ga(s) < g1(s)
ol g; est intégrable sur [0 1[ (cf L.E.1)
Un théoreme du cours affirme alors que la fonction
G [0 1] — R

A — g(A, s)ds
(01

est continue.
Utilisant encore 1’inégalité précédente on peut écrire, pour 0 < A < pu <1:

1
G(p)— G\ = / gu—gx >0 par théoreme.
0 ~——

continue,
positive,
non nulle.
sin? o
I.LE.3) Effectuons le changement de variables: s = —o o 0€ [060] dans

I'intégrale a calculer :

f)\ sin2 0 _ /sin2 6/\2 A \/g i
A? 0 V1—\2s

9 sin o 2 sin o cos
= do
0

cos o A2

I 1 1
= 2 ; (1—0082a)dazﬁ(9—§sm29)
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LE.4)

II.A. -

La bijection : xx : [Qw] — R permet de paramétrer la
0 —  sin? §/\?

courbe (Cy) = { (x, fa(z)) / z€]01] } par :

sin?0 1
M (6) zx(0) = o= m(i — cos 20) 60
ya(0) = fa(za(0)) = w(%’ — sin 26)

ce qui prouve que (C)) est I'image par I'homothétie de centre O et de

rapport N2 du sous-arc de (C') défini par :

0)=1-— 260
M) 170 s 0e0w
y(0) = 20 —sin 20
Toujours pour A = sinw € ]0 1] le résultat précédent fournit, pour
0=w: .
w —sinw cosw
Hhl)=——5—
sin” w

La continuité de A — f)(1) en 1 permet d’écrire :

w — sinw cosw

fi(l) = lim fa(1) = lim —M——— soit : f1(l) =m/2
)\:»1 w:»ﬂ'/Z sin” w
- Partie IT -
z € E est continue donc bornée sur le segment [0 1].
. 1+ 2%(z) o . o
La fonction x+— ———————=  est définie, continue, positive sur [0 1] et

Jz

V14 M?
——— (ot M = sup |z(z)|), elle-méme intégrable
\/5 z€[01]

sur ]0 1] d’aprés la régle de Riemann.
L’ensemble {U(z) / z € Ea} est :

majorée par T —

1 AT
1 2
* non vide : il contient U(a) :/ %dm =2vV1+a? ol a
0 x

désigne la fonction constante a,
1
1
* minoré : on a U(z) > ——=dx = 2 pour tout z € E,.

Il admet donc une borne inférieure, soit m(a), ce qui précéde permettant
en outre de préciser :

2 <mfa) <2v1+ a?
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I1.B. -

II1.C. -

I1.C.1)

I1.C.2)

D’apres I'encadrement précédent : lir% m(a) =2
a—

1
Ona,pourt e R: ¢(t) = / Y(t,x)dx avec :
0

W(t,x EVARAC \/;tho( o (t,z) € R x ]0 1]
La fonction 1 est bien définie sur R x ]0 1] et continue, toujours en vertu
de la continuité des projections (t,x) — t et (¢,2) — x et des propriétés
de permanence des fonctions continues (ici encore produit, somme, com-
position par /", quotient...).
Il en est de méme pour

Dy )= [<>+tho< )] ho(a)
ot VT 1+ [2(2) + tho(z)]?

Enfin on dispose, pour tout segment [—A + A] de R, des majorations :

(e, < YIFEEE AT@IP

(t,z) € R x 10 1]

\/f = \I/Ap(l‘)
et (t,z) e [-A + A]x]0
%4, 0) < DL AV )] o,

avec, par un argument tout-a-fait similaire a celui de IL.A, W49 et W4y
intégrables sur |0 1].
On peut alors affirmer par théoreme :

e )+tho( )] ho(x)
0 VT /1+[(2)+tho()]?

¢ €CHR,R) et ¢'(t)=

dz (t €R)

P 2@ho(@)
0 Vx/1+22%(z)
Par hypoteése ¢ présente un minimum en ¢ = 0. On a donc : ¢'(0) = 0
soit :

Le résultat précédent fournit pourt = 0: @'(0) =

P @ho(@) L
0 a1+ 22%(x)
ceci tenant pour tout élément hy de Ey. Soit maintenant h € E. 1l est

1
clair que si I = / h(z) dx alors h — I € Ey. On a donc :
0

0‘/fW /IW /fW o)
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soit :

IM xr = ' X i avec :
/O 1+22(x)d —)\/O h(z)d DY

VaV1+22()

I
o\..
o
3
B8
HIE
I
[\
o)
B
IS
IS

II.C.3) N a été choisi tel que pour tout n > N on ait :
[xo—1/nazo+1/n] C [xo—1/N z0+1/N] C [01]]

Pour un tel n, I'intégrale proposée s’écrit alors :

1 zo+1/n
/0 hn(x)f(x)dx:/z n(l —n|z — xzo|) f(x) dz

o—1/n

ou encore, par le changement de variable : = =0+ u/n, u € [-1 1]

1 1
/ ho(z) f(x)de = / (1 —|u]) flxo+u/n) du
0 _
= gn(u)
Définissons :  g(u) = (1—|ul) f(xo) et vérifions les propriétés suivantes :

. C.8.
) gn —"—yg
n—-4oo
ii) g est une fonction continue sur [0 1]
iii) Vn>N <M= x fonction intégrable
iii) V' n |gn| < peiro X |f ()] g
sur [—1 1]

qui résultent toutes de la continuité de f : en zg pouri), sur [zg — 1/n 2o + 1/n]
pour ii), et enfin sur [zg — 1/N xo + 1/N] pour iii).
Le “théoreme de convergence dominée” du programme permet alors d’affirmer :

/0 gn(u)du —— | g(u)du soit : lim ho(2) f(x) do = f(zo) |°

n—-4oo 0 n—oo fq

I1.C.4)  En appliquant I1.C.2) avec h = h,, pour tout n > N on obtient, compte
1
tenu de / hp(z)de=1":
0

1
0 Va1t 20@)
40n pouvait certes aussi utiliser la propriété rappelée en tout début d’énoncé...
50n peut aussi donner une preuve “directe” avant le changement de variable ; aprés ce
changement, on peut encore donner une preuve directe, preuve qui revient alors a utiliser une
propriété de convergence uniforme...
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I1.C.5)

ILD. -
I1.D.1)

I1.D.2)

En appliquant alors I.C.3) &4 fp : 01 — R on ob-

X [d
NN
tient :
z(xo) . z(xo)

Vg €]0 1] =)\ soit: ————u" =X 1p

VZo /1 + 23(x0) 14+ 22(x0)
¢ tinuité Vaelol] @) AT
et, par continuité : x — =)\

P 14 22(z)

Encadrons la valeur A comme demandé :
e La propriété A\ < 0 conduirait & z(z) < 0 pour = € ]0 1] et donc &

1
a= / z(x)dzr <0 ce qui est faux. On a donc: A >0
0
e parailleursona: M =-—"—"-/_<1

Finalement : Aelo1]
Pour tout z de [0 1], z(x) vérifie 'équation :  2%(z) = A2z (1 + 22(x))
soit :  (1—=X22)2%(2) = A%z ol 1 —A%x > 0. Comme z(7) est du signe
AT
V1- Xz

de A on en déduit : z(x) =+ ou encore : zZ = gx

1
Par définition : a=U(z) = / gx(z)dx = fr(1). Or on sait que :
0

e A f(1) est strictement croissante sur [0 1] :  c’est LE.2)
Ofo(l):()l gOZO
e fi(l)y=m/2: Cclest LE.4)

I1 en résulte bien :

On se donne réciproquement un réel a € |0 7/2[.

L’application A +— fy(1) prend la valeur 0 en 0, la valeur 7/2 en 1,
et est continue (cf I.E.2) : le théoréme des valeurs intermédiaires justifie
alors l'existence de A. L’unicité d’un tel A résulte, elle, de la croissante
stricte de cette application.

1
Puisque U(gx + tho) =/ Y(t, x) dox avec
0

V1+[ga(@) +tho()]?

w(tax) = \/5

(t,z) € R x]0 1]
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il suffit d’établir la convexité, pour chaque x € ]0 1] fixé de la fonction
Y(-,x). En effet, pour ¢, u € R et , @ € [0 1] I'inégalité

P((L—a)t+ au) < (1 - a)é(t) + ad(u)
résultera de I'intégration entre 0 et 1 de I'inégalité entre fonctions de « :
P((1 —a)t +au,z) < (1 —a)p(t,z) + ap(u, ) z €10 1]
Vérifions donc cette convexité en calculant, a x fixé :

hy(x)? 1 .
\/(x) (1+ [ga(x) + tho(x)]2)3/2 =

Zt(ta .1‘) =

II1.D.3)  Le graphe d’une fonction convexe étant situé au dessus de chacune de
ses tangentes, on peut écrire, en utilisant la tangente au point d’abscisse
t=0:

o(t) = ¢(0) + ¢'(0)t
11 suffit donc d’établir :  ¢’(0) = 0 pour obtenir, en faisant ¢t = 1, le
résultat demandé. Or :

,(O)H.gz) ! gx(z) ho(x)

II.D.4) e Lell.C.amontré quesi z € E, vérifie U(z) = m(a) alors nécessairement
1
a €10 w/2] et z = gy olt A est lié & a par larelation a = / ga(z)dx =
0

f2(1) ce qui le détermine parfaitement comme cela est vérifié en
II.D.1)
Ceci prouve 'unicité de la solution.

e Réciproquement soit a € ]0 /2] et A choisi tel que a = f\(1) =

/0 gr(a) e

— on a bien gy € F,,
1

— par ailleurs, si h € F,, alors (h—gx)=a—a=0et donc:
0
U(h) =U(gxr+ (h—gx)) = U(gx)
——
SO0

Ceci prouve que U(z) = }{n}ﬂn U(h) et donc I’ezistence de la solution.
e a

Achevons les calculs demandés :

w — sinw cosw

2

e On a, d’apres LE.3) : a= -
sin” w
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III.A. -

I11.B. -

. sin? o
e Le changement de variables : = = T, a € [0w] dans
/ \/_ \/ 1— Xz

Pintégrale Ul(gy) = conduit, tous cal-

culs faits, a :

m(a) =

sin w

résultat dont on peut vérifier la cohérence avec ’encadrement obtenu
en ILA.

- Partie I1I -

Le point M (t) décrivant (I') d’équation y = f(x), ses coordonnées vérifient :
y(t) = fz(t) et donc: g(t) = f'(x(t)(t) (teloT])
[£(t)* +y(t)*] (0<t<T) sécrit alors :

N |

La condition :  gz(t) =

1.
galt) = a0 [1 + /' (a(1)?]
soit, compte tenu de @(t) > 0 et, donc, de z(t) > 0 :

RNV e o)
V29 x(t)

(1)

Intégrons sur |0 77 :

VIE () .
/ dt = / VTN () dt

On reconnait (changement de variable x = x(t), dz = 4(t) dt) 'intégrale :

Pl VI )?

dx
0o V2g o Vo
d’ou final t T ! U(f")
olt finalement : = —
V29
1
Les dérivées des fonctions f cherchées sont continues et vérifient : f(x)de =

0
f(1) = f(0) =a donc appartiennent & FE,. D’apres I1.D.4),s1 0 < a <
/2, la quantité U(f") est alors minimum ssi f' = gx, ol A est défini en
fonction de a comme en II.D.1, soit compte tenu de la condition initiale

f(0)=0ssi: f(x)= /OZ gr(s)ds c'est-a-dire pour :

M98CS1C.tex - page 10



La courbe correspondante est la courbe (Cy) du LE.3)

Le temps T mis par le mobile pour parvenir en A est alors

T= \F ad
g sinw

II1.C. - Effectuons sur larc (C)) trouvé le changement de parametre du I.E.3) :

m(a) soit :

1
V2g

_1—00829_sin29 _ 20 —sin20 6 —sinfcosd

T

N2 oY N2 A2 ’

avec 0 € [0 w]

L'égalité : 0 = arcsin(A y/x(t)) montre que 6 est une fonction de ¢ de
classe C! au moins sur |0 7] avec 6(t) > 0.

1
La condition :  ga(t) = 3 [#(t)% +9(t)?] (0<t<T) sécrit alors, en

1
tenant compte des calculs du I.D. et de ’homothétie de rapport Nz :

sin 6 1.ds,2 1.ds,2 - 1.-4sinf,2 -
e =alal =algl 007 =551 00"

d’ot 'on déduit :

et, compte tenu de #(0) =0 :

G(t):)\\/gt (0<t<T)

Il reste a appliquer les formules de cinématique :

V= —=

dt — df ~— 2)2 2

d
oyT:d—:: soit : WT:gcos()\\/gt)

. 4si V2
ds ds _Lné?)\ g soit : v:Tgsin()\ gt)

<
> N
o

Q'YN:E: 4Sin()\\/gj) soit : WN:gsin()\\/gt)

eoe FIN oo o
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