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On définit la fonction u € C*°(R) par u(z) := ¥ /2,
Propriété. Il eriste une suite de polynomes (B,) € R[X]|N telle que :
vn € N,Vz € R, u™(z) = By (z)u(z) (1)

Par exemple, les premiers termes de cette suite sont By =1, By = X et By = X2 + 1.
Le but de ce développement est d’établir un équivalent de B, (z) pour tout z > 0. En
particulier, on obtiendra pour x = 1 un équivalent du nombre d’involutions de &,,.

1 Etablissement d’une équation différentielle vérifiée par B,

Une relation de récurrence. En dérivant n + 1 fois la relation v’ = zu on obtient
grace & la formule de Leibniz ("2 = zu(™*1) + (n 4 1)u(™ donc d’aprés (1) on obtient :

Bn+2 = XBn+1 + (’I’L + 1)Bn (2)

En vue d’obtenir une équation différentielle vérifiée par B,,, on va essayer d’exprimer
B2 et By en fonction de B, et de ses dérivées.

Equation différentielle. En dérivant une fois la relation (1) on obtient B, ,; = B/, +
B,,B; c’est-a-dire :
Bny1 = B, + XB, (3)
On a donc réussi a exprimer B, y1 en fonction de B, et de ses dérivées; passons a
By, 42. Ainsi, on dérive maintenant deux fois (1), pour obtenir B2 = B} +2B] B1+ B, B>
c’est-a-dire :
Bpio=B!'+2XB! +(X*+1)B,

En remplagant les deux égalités que 'on a obtenues dans la relation (2) on obtient
B!+ 2XB! + (X*+1)B, = XB!,+ X?B,, + (n + 1) B,, donc aprés simplification :

B!+ XB), —nB, =0 (4)



2 Introduction d’une fonction auxiliaire

On cherche a simplifier I’équation différentielle (4) obtenue précédemment. Plus pré-
cisément, on va chercher une fonction y telle que T}, := B,y soit reliée uniquement a sa
dérivée seconde. Ainsi, on veut faire apparaitre T, dans T,/ = By + 2By’ + B,y". En
remplacant B]! par ce que fournit I’équation (4) on obtient :

T} = (2y' — zy)B,, + (y" + ny) By, (5)

Pour faire apparaitre seulement T,,(= B,y), il faut a priori que le terme en B
soit nul : autrement dit, il suffit de choisir y tel que 2y’ = xy. Ainsi, en choisissant
y(z) = e*/4 on a bien 2y' = xy donc I’équation (5) précédente fournit, étant donné que

2 2
y' =3 +ay) =50+ %y = 52y

a? 42 x? 42
TT’L’:< 1 +n|yB, = 1 +n |1,

donc en particulier, pour 7" > 0 :

T2 +2

vz € [0,T], (; —i—n) To(z) <TV(z) < (

+ n) T,(x) (6)

(on a bien T,,(xz) > 0 Vo > 0 : on peut démontrer cela par récurrence a partir de la relation

(2))-

3 Recherche de I’équivalent

On va d’abord énoncer un lemme qui va nous servir a exploiter I'inéquation différentielle
que 'on vient de trouver.

Lemme. Soit y une fonction de classe C? sur R vérifiant Uinéquation différentielle suivante
(a,>0) :
Vo € [0, T], ay(z) < y"(z) < By(=)

Alors si y(0) #0 et y/(0) =0 on a :

Va € [0,T),y(0) cosh(vazr) < y(x) < y(0) cosh(y/Bz)

Démonstration. On compare y a y, := x +— cosh(y/ax), solution de y! = ay, avec
Ya(0) # 0 et y.,(0) = 0, ainsi qu’a ygz (définie de fagon analogue).
On va montrer que z, = y% > y(0) sur [0,7]; montrons tout d’abord que z, est

croissante. On a 2., = YWa o . 15 dérivée du numérateur vaut y"yq + vyl — vyl —yyl =
Y Yo — @y, donc comme y, > 0 et que ¥y’ > ay on obtient que (y'yo — yyL,) > 0. Or,

(¥'Ya—yY4)(0) = 0 (car y'(0) = y,,(0) = 0) donc par ce qui précede on a (y'ya—yyn)ljo,r) = 0
Finalement, z,|jo,7) > 0 donc z, est croissante sur [0,7]; comme z,(0) = y(0) on a donc

Zo = y% > y(0) sur [0,7] qui est le résultat annoncé. On conclut car y, est positive (on
procede de la méme maniére pour prouver que y < y(0)yg sur [0, 7). O



D’apres (6), T, vérifie I'inéquation du lemme ; cependant, on va considérer seulement
T, car on peut montrer (toujours grace a (2)) que Bsg, est paire alors que Bgy,1 est
impaire (et cela se transmet bien aux 7T;, car e/4 est paire). Ainsi, 773, (0) = 0 et par le
lemme on obtient, pour 7' > 0 et x € [0,7]] :

1 T2 +2
T5,(0) cosh (\/Zn + 21‘) < Top(z) < To,,(0) cosh ( 2n + 4+ ZL‘)

d’ou Vz > 0, To, () e T5,(0) eV?"m et donc :

e\/ 2nx 2

¥ >0, Bon(x) |~ Bon(0)— T (7)

Reste donc a déterminer B, (0) et & montrer que cette quantité est non nulle (pour
pouvoir appliquer le lemme) ; pour cela, on utilise (2) pour obtenir By,12(0) = (2n +
1) B2,,(0) donc par récurrence By (0) = (2n —1)(2n —3) --- 3- 1By donc (en multipliant en
haut et en bas par les nombres pairs qui manquent) :

(2n)! (2n)!

B2n(0) = (2n)(2n _ 2) ... 9 - 2nn!

2n,—2n/
qui est bien non nul, et par la formule de Stirling on obtient By, (0) ~ %—n\/%?l

donc apres simplification By, (0) ~ v/2(22)" et donc en remplacant dans (7) on obtient :

e
1 /2n\" 2
Vo > 0,Byp(z) ~ — <) eVinte = r
n—o0 \/i e
En fait, on peut montrer en utilisant une variante du lemme précédent ' que I’on a :

1 3 22
Vo >0, By(w) ~ 7 (Z) 2 VAT~ (8)

4 Nombre d’involutions de G,
D’apres la relation (2), en substituant 1 & X on obtient :

Buta(1) = Buaa(1) + (n + 1)By(1)

donc comme By (1) =1 et que By(1) = 2 on en déduit le théoréme suivant.

Théoréme. Le nombre d’involutions de &, est équivalent quand n — oo a % (%) 2 Vi,

Démonstration. D’apres 'équivalent précédent, il suffit de montrer que le nombre w,,
d’involutions de &, est B, (1). (On rappelle que o € &,, est une involution si o2 = id i.e.
o est d’ordre 1 ou 2.)

1. Voir annexe A.



— Tous les éléments de &7 sont des involutions donc u; = 1.

— Tous les éléments de &4 sont des involutions donc ug = 2.

— Soit n > 1. On remarque que o € 6,12 est une involution si et seulement si les
cycles apparaissant dans la décomposition en produit de cycles disjoints de o sont
tous des transpositions. Ainsi, pour déterminer une involution de &,,+2 on peut :
— décider que I’élément n + 2 est fixé : il reste donc u,41 choix;

— décider que I’élément n + 2 est permuté avec k € {1,...,n+ 1} : il reste donc n
éléments a permuter avec une involution i.e. u, choix;
d’oll Upi2 = Upy1 + (7’1, + l)un
Finalement, les suites (uy,) et (B,(1)) vérifient les mémes conditions initiales et la méme
relation de récurrence donc elles sont égales, i.e. u, = B, (1). O
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A Cas ou n est impair

Comme Th,,+1 est impair, on a Tb,+1(0) = 0 donc le lemme précédent est inutilisable.
On démontre alors le lemme suivant.

Lemme. Soit y une fonction de classe C?> sur R vérifiant linéquation différentielle swivante
(a,8>0):

Vz € [0,T], ay(z) < y"(z) < By(x)
Alors si y(0) =0 et y/'(0) #0 on a :

/ /
y\/(g) sinh(v/az) < y(x) < y\/(%) sinh(v/fz)
Démonstration. On va adopter la méme stratégie que dans le lemme précédent : on
compare y & y, := x — sinh(y/azx), solution de y/, = ay, avec y,(0) = 0 et y.,(0) # 0, et
a yg (définie de facon analogue).

vV € (0,77,

!
0
On va montrer que z, := yl > y\/(a) sur [0,7]; montrons tout d’abord que z, est
«
4 - / /7 . 7’ pd
croissante sur cet intervalle. On a z/, = ¥¥2 % . 15 dérivée du numérateur vaut y"y, +

vyl — vyl — yyl = v"ya — ayys donc comme Yaljo,r] > 0 et que y” > ay on obtient que
(Y'Y — y¥a) lo.r) = 0. Or, (¥'ya — yya)(0) = 0 (car y(0) = ya(0) = 0) donc par ce qui
précede on a (Y'Ya — yya)ljo,r] = 0. Finalement, 2;,[p 7] > 0 donc z, est croissante sur
y'(0)
G

[0,T]; reste & montrer que z, se prolonge par continuité par en 0. En effet, pour

z—0:

) () = Y@ _ (O tola) _ y(0) +ol) _y(0)

T pa(@) T a0 +ole) ~ ya(0) +o(1)  Va
)

(on a en fait redémontré un cas de la régle de l’Hopztal Ainsi, par ce qui précede on a
donc z, = yl > &\/g) sur [0, T] et on conclut car ya|[p 7] est positive (on procéde de la

> 0
0 )yﬁ sur [0,77). O

méme maniére pour montrer que y < Z

4



On a par définition Thy 41 (z) = Bany1(z)e®/* donc T5,.1(0) = By, 1(0). Ainsi, d’apres
(3) on a T4, 1(0) = T5,(0), qui est non nul d’apres ce qui a déja été fait. Ainsi, on peut
appliquer le lemme (on rappelle que ’équation différentielle (6) est valable quelque soit n),
— 1 — 1242
et on trouve, pour T'> 0 et avec a:=2n — 1+ 5 et 8:=2n -1+ =

Vo € 10,7, Tn(0) sinh(vaz) < T, 1(z) < TQ\’;%))

Ve sinh(y/fz)

N T V2n—1x T 2nx
d’ou Vz > 0,T2n71($) ~ \/227;(_0)1 e 5 ~ 2n27?) e = done :

z_
e 4

Vo > 0, Bgn_l(x) n:;OO \/% 5

et utilisant ’équivalent Ba,, (0) ~ v/2(22)™ que l'on avait trouvé on obtient :

1 (2&)n 2
Vo > 07 BQn—l(.’L’) n:;oo ﬁ (\/5% e\/%xefT

Soit x > 0; montrons comment obtenir 1’équivalent (8). Soit N € N.

SN = _ A (20" Vo _N
Si N = 2n, alors on a By(x) = Ba,(x) ~ 7)€ e T ;comme n = %5 on
N 22
obtient donc By (x) ~ % (%) 2 eVNe o=
2nyn z2
— Si N =2n—1 alors on a By(x) = Bap—1(z) ~ %%e nTe=F : comme n = %
on obtient :
() 2 1 ()
Bn(x) ~ i eVNHlZe =7 o LA ¢ eVNeo—F
V2 VN +1 V2 VN
N N N
2 2 2

et on obtient

Or, comme (1 + %) ~ /e on en déduit que (N‘H)

N 2
. 2 _Zz_
donc encore une fois By(x) ~ % (g) eVNTe= T,

Finalement, on a bien montré 1’équivalent (8), c’est-a-dire :

1 3 22
Va >0, By(x) ~ 7 (:) RV



