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Groupes de réflexions complexes

Définition
Une réflexion complexe est un endomorphisme de Cn, différent
de l’identité, fixant un hyperplan et d’ordre fini.
Un groupe de réflexions complexe est un groupe fini engendré
par des réflexions complexes.

Théorème (Shephard–Todd 1954)
Les groupes de réflexions complexes irréductibles sont divisés en
deux grandes familles :

une famille infinie {G(r , p, n)} avec p | r ;
34 exceptions.

On retrouve les types de Coxeter finis, notamment :
le type An avec G(1, 1, n) ;
le type Bn avec G(2, 1, n) ;
le type Dn avec G(2, 2, n) ;
le type diédral I2(n) avec G(n, n, 2).
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Algèbres de Hecke carquois
Les carquois que l’on considère sont des graphes orientés sans
boucle avec flèches multiples autorisées. Soit Γ un carquois
d’ensemble de sommets K . Soient F un corps et n ∈ N∗.

Définition (Khovanov–Lauda, Rouquier, 2009)
L’algèbre de Hecke carquois Rn(Γ) est la F -algèbre associative de
générateurs

y1, . . . , yn, ψ1, . . . , ψn−1, et e(k), k ∈ Kn,

soumis à diverses relations.

Proposition (Khovanov–Lauda, Rouquier)
On peut munir Rn(Γ) d’une Z-graduation en posant

deg e(k) := 0, deg yb := 2, degψae(k) := −c(ka, ka+1).
La famille

{ya1
1 · · · yan

n ψwe(k) : ai ∈ N,w ∈ Sn, k ∈ Kn} ,
est une base de Rn(Γ).
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Algèbres de Hecke carquois cyclotomiques

Soit Λ = (Λk) ∈ N(K).

Définition (Khovanov–Lauda, Rouquier)
L’algèbre de Hecke carquois cyclotomique RΛ

n (Γ) est le quotient de
Rn(Γ) par les relations

yΛk1
1 e(k) = 0,

pour tout k ∈ Kn.

Proposition
L’algèbre RΛ

n (Γ) hérite de la Z-graduation de Rn(Γ).

Contrairement au cas de Rn(Γ), on sait pas en général donner de
base de RΛ

n (Γ).



Automorphisme provenant du carquois
Soit σ une permutation d’ordre fini des sommets K de Γ vérifiant,
pour tout k, k ′ ∈ K ,

d
(
σ(k), σ(k ′)

)
= d(k, k ′),

Λσ(k) = Λk .

Proposition (R.)
La permutation σ s’étend en un automorphisme homogène de
l’algèbre Rn(Γ), et passe au quotient RΛ

n (Γ), via
σ(yb) := yb,

σ(ψa) := ψa,

σ
(
e(k)

)
:= e

(
σ(k)

)
, pour tout k ∈ Kn.

Pour κ ∈ Kn/〈σ〉, on pose e(κ) :=
∑

k∈κ e(k) ∈ Rn(Γ).

Proposition (R.)
La famille {ya1

1 · · · yan
n ψwe(κ) : ai ∈ N,w ∈ Sn, κ ∈ Kn/〈σ〉} est

une base de la sous-algèbre Rn(Γ)σ ⊆ Rn(Γ) des points fixes.
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Sous-algèbre fixée

Théorème (R.)
La sous-algèbre RΛ

n (Γ)σ ⊆ RΛ
n (Γ) des points fixes est isomorphe à la

F -algèbre associative de générateurs
y1, . . . , yn, ψ1, . . . , ψn−1, et e(κ), κ ∈ Kn/〈σ〉,

soumis à des relations similaires à celles de RΛ
n (Γ), notamment

e(κ)e(κ′) = δκ,κ′e(κ),
ψaya+1e(κ) = (yaψa + δκa,κa+1)e(κ),

ψ2
ae(κ) = δκa 6=κa+1(−1)d(κa,κa+1)(ya+1 − ya)−c(κa,κa+1)e(κ),

yΛκ1
1 e(κ) = 0.

La graduation sur RΛ
n (Γ)σ est donnée par

deg e(κ) = 0, deg yb = 2, degψae(κ) = −c(κa, κa+1).

Remarque
Les quantités δκa 6=κa+1 , d(κa, κa+1) et Λκa sont bien définies.



Idée de la preuve
On prouve d’abord le théorème pour Rn(Γ)σ en utilisant la base
obtenue précédemment. On note ensuite

I :=
〈
yΛk1

1 e(k) : k ∈ Kn
〉
⊆ Rn(Γ),

Iσ :=
〈
yΛκ1

1 e(κ) : κ ∈ Kn/〈σ〉
〉
⊆ Rn(Γ)σ,

les idéaux des relations cyclotomiques. L’isomorphisme découle alors
de l’égalité

Iσ = I ∩ Rn(Γ)σ, (∗)

que l’on montre en se servant de l’orthogonalité des idempotents.

Remarque
Si l’ordre p de σ est inversible dans F , l’égalité (∗) peut être
obtenue en utilisant la projection

RΛ
n (Γ) → RΛ

n (Γ)σ
x 7→ 1

p
∑p−1

j=0 σ
j(x)
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Algèbres d’Ariki–Koike

Soient q ∈ F× \ {1} et e ∈ N≥2 ∪ {∞} son ordre. On définit

I :=
{
Z/eZ, if e <∞,
Z, sinon,

et J := {1, . . . , d}. Soient u ∈ (F×)d et Λ ∈ N(I×J).

Définition (Broué–Malle 1993, Ariki–Koike 1994)
L’algèbre d’Ariki–Koike HΛ

n (q,u) est la F -algèbre unitaire
associative de générateurs

S,T1, . . . ,Tn−1,

soumis aux relations de tresse de type Bn ainsi qu’à
T 2

a = (q − 1)Ta + q,∏
i ,j

(S − qiuj)
Λij = 0.

C’est une algèbre de Hecke de type G(r , 1, n), où r :=
∑

i ,j Λij .



Isomorphisme de Brundan–Kleshchev

On suppose que uj/uj′ /∈ 〈q〉 pour tout j 6= j ′.

Théorème (Brundan–Kleshchev, Rouquier, 2009)
On a une famille d’isomorphisme de F -algèbres

HΛ
n (q,u) ' RΛ

n (Γe,d ).

Corollaire
L’algèbre HΛ

n (q,u) hérite de la Z-graduation de RΛ
n (Γe,d ).

Corollaire
Si q′ ∈ F× a le même ordre e que q alors HΛ

n (q′,u) ' HΛ
n (q,u).
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Une équivalence de Morita
Théorème (Dipper–Mathas 2002)
L’algèbre HΛ

n (q,u) est Morita-équivalente à⊕
λ1+···+λd =n

[
HΛ1
λ1 (q, 1)⊗ · · · ⊗HΛd

λd (q, 1)
]
,

où Λj désigne la restriction de Λ à I × {j}.

Preuve version Hecke carquois
On a un isomorphisme en termes d’algèbres de Hecke carquois

RΛ
n (Γ) '

⊕
λ∈NJ

λ1+···+λd =n

Matmλ

[
RΛ1
λ1 (Γ1)⊗ · · · ⊗ RΛd

λd (Γd )
]
,

où Γ = qj∈JΓj est une réunion disjointe de carquois et Λj est la
restriction de Λ ∈ N(K) aux sommets de Γj . On conclut en prenant
Γ = Γe,d et en utilisant l’isomorphisme de Brundan–Kleshchev.
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Algèbres de Yokonuma–Hecke cyclotomiques

Soit Λ = (Λi ) ∈ N(I). On suppose que d est inversible dans F .

Définition (Yokonuma 1967, Juyumaya, Juyumaya–Kannan,
Chlouveraki–Poulain d’Andecy)
L’algèbre de Yokonuma–Hecke cyclotomique YΛ

d ,n(q) est la
F -algèbre définie par :

des générateurs S,T1, . . . ,Tn−1, soumis aux relations de tresse
de type Bn ;
des générateurs t1, . . . , tn de (Z/dZ)n ;

tels que, avec ea := 1
d
∑d−1

j=0 t j
atd−j

a+1,

T 2
a = (q − 1)Taea + q, tbTa = Tatsa(b),∏

i∈I
(S − qi )Λi = 0, Stb = tbS.

On a YΛ
1,n(q) ' HΛ

n (q, 1).



Carquois associé

Théorème (R.)

On prolonge Λ = (Λi ) ∈ N(I) à I × J en posant Λi ,j := Λi . On a un
isomorphisme de F -algèbres

YΛ
d ,n(q) ' RΛ

n (Γe,d ).

Idée de la preuve
Les ta sont co-diagonalisables. Sur les sous-espaces propres
communs, les idempotents ea ∈ F [ta, ta+1] valent 0 ou 1.

Si ea = 1 alors T 2
a = (q − 1)Ta + q et on reprend la preuve de

Brundan–Kleshchev pour l’algèbre HΛ
n (q, 1).

Si ea = 0 alors T 2
a = q et les calculs sont aisés.

On retrouve alors une version faible d’un isomorphisme prouvé par
Lusztig et Jacon–Poulain d’Andecy :

YΛ
d ,n(q) '

⊕
λ1+···+λd =n

Matmλ

[
HΛ
λ1(q, 1)⊗ · · · ⊗HΛ

λd (q, 1)
]
.
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Comme sous-algèbre d’Ariki–Koike

On suppose que le corps F possède une racine primitive p-ième de
l’unité ζ. Soit d ∈ N∗ le plus petit entier tel que ζd ∈ 〈q〉 et soit
η ∈ I l’unique élément tel que qη = ζd . Finalement, on définit
uζ := (1, ζ, . . . , ζd−1).

Proposition
On suppose que Λij =: Λi ne dépend pas de j et que Λi = Λi+η pour
tout i ∈ I. Il existe un automorphisme d’algèbre σ de HΛ

n (q,uζ)
donné par

σ(Ta) = Ta,

σ(S) = ζS.

Proposition
La sous-algèbre des points fixes HΛ

p,n(q) := HΛ
n (q,uζ)σ est une

algèbre de Hecke de type G(r , p, n).

Comme pour HΛ
n (q,u), on peut donner une présentation de HΛ

p,n(q).
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Comme sous-algèbre de Hecke carquois cyclotomique

Proposition (R.)
On peut choisir l’isomorphisme HΛ

n (q,uζ) ' RΛ
n (Γe,d ) tel que σ

devienne l’automorphisme homogène de RΛ
n (Γe,d ) donné par

σ(ya) = ya, σ(ψb) = ψb, σ
(
e(k)

)
= e(ζk).

En particulier, on a HΛ
p,n(q) ' RΛ

n (Γe,d )σ.

Idée de la preuve
L’assertion pour σ

(
e(k)

)
et σ(ya) est automatique. Pour σ(ψa), on

utilise un choix de Stroppel–Webster pour l’isomorphisme de
Brundan–Kleshchev.

Corollaires
L’algèbre HΛ

p,n(q) est une sous-algèbre graduée de HΛ
n (q,uζ).

On a une présentation de « type Hecke carquois » de HΛ
p,n(q).

Si q′ ∈ F× a le même ordre que q alors HΛ
p,n(q′) ' HΛ

p,n(q).
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Multi-partitions et résidus

Définition
Une partition d’un entier n ∈ N est une suite décroissante d’entiers
strictement positifs λ = (λ1 ≥ · · · ≥ λh > 0) de somme n =: |λ|.

Soit r ∈ N∗. Une r -partition de n est un r -uplet λ = (λ(1), . . . , λ(r))
de partitions vérifiant n = |λ| := |λ(1)|+ · · ·+ |λ(r)|.

Définition
Le diagramme de Young d’une r -partition λ =

(
λ(1), . . . , λ(r)) est

Y(λ) :=
{

(a, b, c) ∈ N3 : 1 ≤ c ≤ r , 1 ≤ b ≤ λ(c)
a

}
.

Définition
Soient e ∈ N∗ et κ = (κ1, . . . , κr ) ∈ (Z/eZ)r .

Le résidu de γ = (a, b, c) est res(γ) := b − a + κc (mod e).
Si λ est une r -partition, on note α(λ) ∈ Ne le vecteur
multiplicité des résidus des éléments de Y(λ).



Blocs des algèbres d’Ariki–Koike

Dorénavant on suppose que ζ = qη et on note HΛ
n (q) := HΛ

n (q, 1).

Théorème (Graham–Lehrer, Murphy, Dipper-James-Mathas, ∼1995)
L’algèbre HΛ

n (q) possède une base cellulaire, en particulier il existe
une collection (Sλ)λ|=r n de HΛ

n (q)-modules telle que :
chaque Sλ possède un quotient Dλ tel que {Dλ 6= 0} est une
collection complète de modules irréductibles ;
tous les facteurs de composition d’un même Sλ sont dans un
même bloc de HΛ

n (q).

On dira que deux r -partitions λ et µ sont dans le même bloc de
HΛ

n (q) si Sλ et Sµ sont dans le même bloc de HΛ
n (q).

Théorème (Lyle–Mathas 2007)
Soit Λ = (Λi ) ∈ NI tel que Λi soit le nombre d’occurrences de qi

dans κ. Deux r-partitions λ et µ sont dans le même bloc de HΛ
n (q)

si et seulement si α(λ) = α(µ).
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Décalages

Soit s := r
p ∈ N∗.

Définition
Si λ =

(
λ(1), . . . , λ(r)) est une r -partition, on définit la r -partition

suivante, obtenue par décalage :

σλ :=
(
λ(r−s+1), . . . , λ(r), λ(1), . . . , λ(r−s)

)
.

Remarque
La façon dont se restreint Dλ en un HΛ

p,n(q)-module dépend du
cardinal #[λ] de l’orbite de λ sous cette action.

Proposition
Si κ = (κ1, . . . , κr ) ∈ (Z/eZ)r vérifie κk+s = κk + η pour tout
k ∈ {1, . . . , r} alors α

(σλ
)

= σ · α(λ), i.e. α
(σλ

)
i+η = α(λ)i pour

tout i ∈ I.



Étude des cardinaux des orbites sur les blocs
Théorème (R.)
Soit λ une r-partition. On a :

#[α(λ)] = min
{

#[µ] : α(µ) = α(λ)
}
.

Corollaire
Soit α ∈ Ne vérifiant σ · α = α. Si le bloc déterminé par α n’est pas
vide, il contient une r -partition λ bégayante, i.e. qui vérifie σλ = λ.

Exemple
On prend r = p = 2 ainsi que e = 6 et η = 3. La bi-partition
λ :=

(
(1, 1), (3, 2, 2, 1)

)
est dans le bloc correspondant à

α = (2, 1, 2, 2, 1, 2), en effet les résidus sont donnés par 0
5

3 4 5
2 3
1 2
0

.

La bi-partition bégayante µ :=
(
(4, 1), (4, 1)

)
est bien également

dans ce bloc, les résidus étant donnés par 0 1 2 3
5

3 4 5 0
2

.



Idée de la preuve (cas r = 2)
L’énoncé se ramène à un problème de minimisation du type suivant,
où q : Qe ×Qe → Q est un polynôme de degré 2 convexe et
symétrique en (x , y) ∈ Qe ×Qe et δi ∈ Z pour tout i .

Soit C la partie de Qe ×Qe déterminée par les équations suivantes :

x0 + · · ·+ xe−1 = 0,
y0 + · · ·+ ye−1 = 0,

xi + yi+η = xi+η + yi = δi , pour tout i

Le minimum de q sur C ∩ (Ze × Ze) est atteint en un point (z , z).

En effet, soit (z̃ , z̃) ∈ Qe ×Qe un point où q atteint son minimum
sur C, que l’on approche par (z , z) ∈ Ze × Ze . On veut :

que (z , z) reste dans C

→ existence d’une certaine matrice
binaire

estimer l’erreur commise pour que (z , z) soit un minimum sur
C ∩ (Ze × Ze)

→ utilisation de la forte convexité de q
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Application et conjecture

Hu et Mathas ont montré que HΛ
n (q) possède une base cellulaire

homogène. La projection 1
p
∑p−1

j=0 σ
j permet de donner une base

homogène de HΛ
p,n(q).

Corollaire
Si pgcd(p, n) > 1 et p impair, il n’y a pas de façon naturelle de voir
la base précédente comme une base cellulaire de HΛ

p,n(q).

Webster puis Bowman ont construit une famille de bases cellulaires
graduées pour HΛ

n (q), comprenant celle de Hu–Mathas comme cas
particulier.

Conjecture (Hu-Mathas-R.)
L’automorphisme σ permute les éléments de l’une des bases
celullaires graduées construites par Webster et Bowman.

Il y a alors une façon naturelle de construire une base cellulaire
graduée pour HΛ

p,n(q).
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Fin

Merci de votre attention.
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