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%v Théorie des Groupes et Géométrie

Feuille n°/

Espaces projectifs, sous-espaces projectifs

Exercice 1 (Sous-espace projectif engendré par une partie)

Soit (W;);er une famille de sous-espaces vectoriels de V.

1.

Vérifier que P(N;W;) = N;P(W;). En déduire la définition du sous-espace projectif de P(V') engendré par une
partie. Correction : Soit x # 0. On a [x] € P(N;W;) ssi x € N;W; ssi Vi on a x € W; ssi Vi on a [x] € P(W;)
ssi [z] € NP(W;). La définition recherchée est « lintersection des sous-espaces projectifs qui contiennent la
partie ».

. Quel est le sous-espace projectif engendré par la réunion des P(W;)? Correction : On va montrer que c’est

P> W;). On a > W; O Wi, pour tout k donc P(3° W;) D P(Wy) donc P(3° W) D U;P(Wy). 1l suffit donc de
montrer que si U est un sous-espace vectoriel de V' tel que P(U) D U;,P(W;) alors P(U) 2 P(>°, W;). Pour
cela, il suffit de montrer que U D Y, W;, et donc il suffit de montrer que pour tout i on a U D W;. Mais
c’est clair car P(U) 2 P(UpWy) 2 P(W;).

Exercice 2 (Intersections de sous-espaces projectifs)

Démontrez les assertions suivantes concernant les sous-espaces projectifs d’un espace projectif fixé.

1.

Par deux points distincts d’un espace projectif passe une unique droite projective. Correction : C’est la méme
chose que de dire par deux vecteurs non colinéaires il passe un unique plan vectoriel.

. Deux droites projectives sont sécantes si et seulement si elles sont contenues dans un méme plan projectif.

Dans ce cas, leur intersection est un singleton si et seulement si elles sont distinctes. Correction : C’est la
méme chose que de dire « deux plan vectoriels s’intersectent en au moins une droite si et seulement si ils sont
contenus dans un méme sous-espace de dimension 3 », et cette assertion découle de la formule de Grassmann
3 > dim(F + G) = dim(F) + dim(G) —dim FNG = 4 — dim F N G. L’intersection est un singleton ssi F NG
est une droite ssi dim(F + G) =3 ssi F+ G2 F ssiG L F ssi F # G.

. Par deux droites projectives sécantes et distinctes passe un unique plan projectif. Correction : C’est I’équivalent

de « par deuz plan vectoriels distincts s’intersectant en une droite passe un unique sous-espace de dimension
3 ».

Un hyperplan projectif et une droite projective sont toujours sécants. L’intersection est un singleton si et
seulement si la droite n’est pas incluse dans ’hyperplan. Correction : La premiére assertion est l’équivalent
de « un hyperplan vectoriel et un plan vectoriel sont toujours sécants en au moins une droite ». C’est clair si
P D H, et sinonn =dim(P+H) =dim H+dim P—dim PNH =n—1+2—dim PNH doncdim PNH = 1.
On a donc également la deuziéme partie puisque PN H est une droite ssi P H.

Exercice 3 (L’espace projectif des hyperplans)

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie.

1.

Démontrez qu'une partie H de P(V') est un hyperplan projectif si et seulement s’il existe une forme linéaire
non nulle ¢ € V* telle que H = {d € P(V'); ¢(d) = 0}. Une telle ¢ est appelée une équation de H. Correction
:Ona H=P(H) ot H est un hyperplan vectoriel de V. Ainsi, il existe une forme linéaire non nulle f de V
telle que H = ker f. Pour x # 0 on a soit f([z]) = {0} soit 0 ¢ f([z]) donc I’ensemble des d € P(V') tels que
f(d) =0 est bien défini.

. Démontrez que I'application qui a un hyperplan projectif H associe I’ensemble de ses équations induit une

bijection de I’ensemble des hyperplans projectifs de V' sur I'espace projectif P(V*).
(Ainsi l’ensemble des hyperplans projectifs de V' « est » lui-méme un espace projectif.) Correction : Soit ®
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cette application, de sorte que si H est un hyperplan projectif alors ®(H) est ’ensemble des équations de H.
Si ¢ est une équation de H alors si i en est une autre on sait que ¢ et Y ont le méme noyau donc ¢ et ¢
sont proportionnelles donc sont sur la méme droite de V*. La réciproque est évidemment vraie donc ®(H)
est une droite de V*, donc un élément de P(V*).

o L’application ® est donc bien & valeurs dans P(V*). Elle est injective puisque si H # H' sont deux
hyperplans et si ¢, ¢’ sont des équations respectives alors ker ¢ = H # H' = ker ¢’ donc ¢ et ¢' ne sont
pas proportionnelles donc ne sont pas sur la méme droite de V* donc ®(H) # ®(H').

o L’application ® est surjective car toute forme linéaire ¢ non nulle définit un hyperplan (d’équation ¢).

Exercice 4 (Incidences)

Soit P un plan projectif. Soient D une droite et m un point de P hors de D. Soit m’ C P’ la droite duale,
c’est-a-dire I’ensemble des droites passant par m. On définit 'application d’incidence

i:m — D

en associant, a toute droite passant par m, son point d’intersection avec D. Montrer que i est une homographie.
Correction : Pour rappel, si E* est le dual (algébrique) du k-espace vectoriel E (tel que P(E) = P) alors si g = P(G)
est un sous-espace projectif de P alors g’ = P(GL), ou G+ = {f € E*: f|g = 0}. En particulier, d’ est un point de
la droite m' ssi d est une droite contenant m, ainsi m’ correspond bien d l’ensemble des droites passant par m.

Puisque m ¢ D, si m (resp. ) est le sev de E de dimension 1 (resp. 2) correspondant alors m ¢ © donc
moD = E. Ainsi, on peut trouver une base (e1, ez, e3) de E telle que m = (e1) et D = (ea,e3). On a m* = (e}, e}).

Un élément non nul p = ae} + bel € m* définit un plan p° = {x € E : (aek + be})(z) = 0} de E qui contient
m, qui correspond bien a une droite de P passant par m. L’élément bea — aez € D est dans ce plan et on définit
flaeh + bel) == bez — aez. On obtient bien un isomorphisme f : m~*
Uapplication recherchée.

— % linéaire, donc la projectivisée est

Groupes orthogonaux

Exercice 5 (Actions de SO sur la sphére et 1’espace projectif)

1. Montrez que Paction de SO, 1(R) sur la sphére euclidienne S™ de R™*! est transitive. Décrivez le stabilisateur
d’un vecteur x € S™; est-il connexe ? Correction : On compléte en une base directe et on dit que les isométries
directes agissent simplement transitivement sur ces bases. Si M stabilise x alors M stabilise x et donc
M = diag(z, M") avec M' € SO, (R). Le stabilisateur est donc isomorphe a SO, (R) qui est connexe.

2. Montrez que I'action de SO,4+1(R) sur espace projectif P™(R) est transitive. Décrivez le stabilisateur d’un
point x € P*(R); est-il connexe? Correction : Il suffit de choisir un vecteur directeur unitaire et de faire
comme avant. Si M stabilise [x] alors M (x) = +x. On a encore que M " stabilise z- donc M est de la forme
diag(+1, M’) avec M’ € O,(R) avec det M' = F1. Donc cette fois le stabilisateur n’est plus connexe : aprés
avoir fixé une base de x ', on regarde Uapplication M — det M', qui se surjecte dans {£1}.

Exercice 6 (Sous-groupes finis de GL,,(R)

Soit G un sous-groupe fini de GL,(R). On note (—, —) le produit scalaire standard sur R™ et pour toute paire
de vecteurs z,y € R" on pose (z,y) = ﬁ >gec(97, 9y).

1. Démontrez que (—, —) est un produit scalaire sur R™. Correction : Immédiat.

2. Démontrez que (—, —) est G-invariant, au sens ou (gz, gy) = (x,y) pour tous z,y € R" et g € G. Correction
: On utilise le théoreme de Cayley : pour h € G, lapplication g — hg de G dans G est une bijection.

3. Déduisez-en que G est inclus dans un conjugué de O, (R). Correction : Analyse : on veut montrer qu’il existe
P € GL,(R) telle que PgP~1 € O,,(R) pour tout g € G. Ainsi, on a

(P*TgTPT) PgP~ ! =1,,
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donc

g PTPg=P"P.
Synthése : si M est la matrice de (-,-), par la question précédente on a g' Mg = M pour tout g € G. Si
maintenant P € T} (R) est obtenue via la décomposition M = PTP de M, qui existe puisque M € SDP,(R),
on a P € GL,(R) et la relation précédente est vérifiée, d’ou le résultat.

Remarque : si G est un sous-groupe compact de GL,(R), une variante de cette méthode, utilisant 'intégration pour la mesure
de Haar de G au lieu de la sommation ﬁ dec permet de montrer que G est inclus dans un conjugué de O,,(R).

Exercice 7 (Décomposition de Choleski et décomposition QR)

Dans cet exercice on étudie deux décompositions matricielles classiques qui sont des conséquences du procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On note SDP,,(R) ’ensemble des matrices symétriques définies positives
et T,F(R) le groupe des matrices triangulaires supérieures a coefficients diagonaux strictement positifs.

1. (Décomposition de Choleski) En utilisant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, démontrez que
pour toute matrice A € SDP,,(R) il existe une unique matrice T' € T,/ (R) telle que A = *TT. Correction
: Soit A € SPD,(R). On veut trowver T € T;F(R) telle que A = T'T. La transposée doit faire penser au
produit scalaire, ainsi si on a un tel T on a

¢A(l‘,y) = (x,Ay) - <I‘,TTTy> = <Tvay>'

Les coefficients de A = (a;;) sont donnés par a;; = (e;, Aej) si (e;) est la base canonique. On reprend
maintenant ’exercice. Puisque A est symétrique définie positive, la forme bilinéaire ¢4 est un produit scalaire.
Ainsi, si (e;) est la base canonique on peut l'orthonormaliser pour le produit scalaire ¢ 4. On trouve alors une
base (e;) orthonormale pour ¢4 donnée par e; = Y, tijei pour ti; > 0. Par définition on a T = (t:;) € TN (R)
et T = matee’. On a également T =T~ € TH(R) (car inverse est un polyndome en la matrice, par exemple

7 1<
par Cayley—Hamilton, et les coefficients diagonauzx sont inversés) et T = matye. On a alors :

Q5 = <€i,A6j>

= Z ti’itj’j <€{L»/, A69/>

i'<i
J'<g

= Z ti’itj’ijA (6;/, 6;-/)

i<
J3'<g

p— Z tlllt]/j(sl/]/

i<
J'<g

= Z Ukilk;
k<min(z,5)
n

Z trityj

ainsi A =T"T. Autres méthodes :
o on utilise l'unicité de la décomposition LU en écrivant L = L'D avec D diagonale et on transpose ;
e par récurrence.

Une fois qu’on sait que la décomposition existe, pour calculer T on peut simplement trouver ses coefficients
en résolvant le systétme A = T'T, et il se trouve qu’on trouve des uniques solutions pour les coefficients.
On peut aussi voir unicité de la fagon suivante : si T'T = U'U avec T,U € TH(R), alors U"TT =UT ™!
est triangulaire supérieure et inférieure donc elle est diagonale (rappelons que linverse d’une matrice est
un polynome en cette matrice, cf. Cayley-Hamilton, donc Uinverse d’une matrice triangulaire supérieure le
reste). De plus, les coefficients diagonauz de U~ T sont les ui_lti, ceur de UT™! sont uiti_l, donc finalement
ui_lti = uiti_l donc t? = uf donc t; = u; car les coefficients diagonaux sont positifs donc UT™1 = I,,.
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2. (Décomposition QR) En utilisant la décomposition de Choleski, démontrez que pour toute matrice M €
GL,(R) il existe un unique couple (Q, R) € O,(R) x T;7 (R) tel que M = QR. Correction : Analyse : si
M = QR alors M"M = RTQTQR = R R. Synthése : la matrice MM est symétrique définie positive
(définie puisque M est inversible), ainsi elle posséde une décomposition de Choleski MM = R"R avec
R € TF(R). La matrice Q := MR~ vérifie

Q'Q=R""M'MR' =R T (RTR)R' =1,

donc @ € O, (R). On peut aussi remarquer que M = QR résulte du procédé de Gram—Schmidt, la matrice R
étant la matrice de changement de base et Q la matrice d’une BON dans la base canonique (qui est aussi une
BON) donc orthogonale. Pour l'unicité, l'unicité de R découle de l’analyse et de l'unicité dans Choleski, donc
Q = MR~ également (R est bien inversible puisque dans T,\ (R)).

Remarque : on peut montrer que les applications suivantes sont des homéomorphismes :
TH(R) — SDP,(R), T+ "TT et O,(R) x .7 (R) = GL,(R), (Q, R) — QR.

3. (Inégalité de Hadamard) Démontrez que pour toute matrice A € M, (R) on a |det(A)| <[, [|Cj|| ou ||C}]]
désigne la norme euclidienne de la j-ieme colonne de A. (Indication : considérer la décomposition de Choleski
de B :="'AA et en particulier les coefficients diagonauz de B.) Correction : L’inégalité est vérifiée si A n’est
pas inversible. Si maintenant A est inversible, on a AT A € SDP,,(R) donc on peut écrire ATA=TTT avec
T € T,F(R). On a alors det(A)? = det(AT A) = det(T"T) = det(T)?. Par la question 1, on a :

n

(ATA)Z'Z' = Z t%i > t?iv
k=1

de plus puisque T est triangulaire on a detT = [[i- t;i. En écrivant A = (C’l Cn) ona ATA =
(C;FCj)ij donc l'inégalité précédente donne

|det A|? = |det T'|?
n
= Ht?z
i=1

<[l 4);
=1

<Jlcla
i=1

T
< ITlcil>.
=1

d’ou le résultat.

Exercice 8 (Sous-groupes finis de SO3(R), voir M. AUDIN, Géométrie, EDP Sciences, 2006, Exercice V.54)

Soit G' un sous-groupe d’ordre n > 1 de SO3(R). Il agit sur la sphére unité S de R3. On considére I’ensemble

I'={(g,2) € (G\{ld}) x S; g(z) = =}
avec ses deux projections sur S et G\ {Id}. Soit X son image dans S.

1. Caractériser géométriquement les éléments de X et vérifier que G stabilise X. On appelle P,..., Py les
orbites de cette opération et e; I'ordre du stabilisateur de x quand = € P;. Combien y a-t-il de rotations

dans G qui ont le vecteur = de P; comme point fixe ? En calculant le cardinal de I' de deux facons différentes,
montrer que

k
2(n—1):n;<1—;).

Correction : On a x € X ss’il existe g € G\ {Id} tel que gr = x. Pour de tels éléments, pour tout h € G
on a hx € S puisque G agit sur S, de plus hgh™ € G et (hgh~)ha = hgx = hx donc hx € X. Le nombre
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de rotations recherché est exactement le cardinal du stabilisateur G, de x € P; dans G donc c’est e;. En
particulier, puisque © € X on sait que x est stabilisé par un élément non trivial de G donc e; > 2. Par la
relation orbite-stabilisateur :

A=y Y

zeX geG\{1d}
gr=x

i=1xzeP;
= Z(el - 1)#Pl
=1
k n
= Z(ez — 1)*
i=1 €i
k
=ny (I—¢")
=1

De plus, chaque élément de g € G\ {Id}, étant une rotation autour d’un axe, posséde exactement une droite
de points fizes donc #ker(g — 1) NS = 2. On trouve donc d’une part :

A=y Y

g#l z€S
gr=x

= #Fix(g)
g#1

=> 2
g7#1
=2(n—1),
et on trouve bien [’égalité demandée.
. En déduire que £ = 2 ou 3. Montrer que, si k = 2, G est un groupe cyclique d’ordre n. Correction : Montrons
tout d’abord que k > 2. Si k=1 alors 2(n — 1) = n(1 — e;*) donc :
20 —nH=1-¢t <1,

Orn>2doncn < % donc1l—n"1> % donc 2(1 —n~Y) > 1, contradiction.
Puisque e; > 2 (cf. question 1), on a1l —e;t > % donc nYF (1—et)> %k donc :

k
2n>2(n—1)>%.

On trouve donc 4 > k donc k < 3 puisque k est entier.
Finalement, si k = 2 alors on obtient :

€1 €2
(+%)
=2n—-n|—+—|,
€1 €9
donc : n n
— 4+ —=2.
€1 €9

Par la relation orbite-stabilisateur, on sait que e% € N* donc on trouve eﬁ = eﬁ =14e n=e =ey. Les
orbites ( qui sont Py et Py) sont donc de cardinal 1. Si Py = {x} alors les éléments de G fizent les éléments
de Rx donc sont tous des rotations autour de cet azxe. Ainsi, le groupe G s’identifie a un sous-groupe d’ordre
n du groupe U des complexes de module 1 (cf. rotations du plan). Ainsi, pour tout z € G on a 2™ =1 donc

G C U, donc G = U, par égalité des cardinaur donc G est cyclique.
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3. On suppose maintenant que k = 3. Montrer que, a 'ordre pres des e;, le uplet (n, e, e, e3) est de la forme
(2p,2,2,p) ou (12,2,3,3) ou (24,2,3,4) ou (60,2,3,5).

Correction : On suppose e1 < es < e3. L’égalité de la question 1 donne donc :

1

2n—2=n(3—e ' —eyt —e3'),

donc :

€1 €2 €3

Ainst, il existe i tel que e; < 3 donc ey < 3. On a vu en 1 que e; > 2 donc on en déduit que :
€] = 2.

En remplagant dans (1) on trouve donc :

De méme, on obtient donc :

donc n = 2es3, ce qui donne :
(na €1, €2, 63) = (2p7 27 Qap)a

ot p = ez. On suppose donc maintenant ea = 3. L’équation (2) donne :

non
=49 3
6 (3)
donc :
€3 < 5
Puisque e3 > ea = 3, on a donc eg € {3,4,5}.
o Sies =3 alors (3) donne :
224
3 6 ’

donc g =2 doncn =12, d’ou le quadruplet :

(n,e1,e9,e3) = (12,2,3,3).

o Sies =4 alors (3) donne :
donc :
donc n = 24, ce qui donne :
o Sies =5 alors (3) donne :
donc :

donc n = 60, ce qui donne :
(n7 €1, €2, 63) == (607 2, 37 5)
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4. On suppose que (n,eq,ez,e3) = (2p,2,2,p). Montrer que le stabilisateur des points de l'orbite P3 est un
groupe cyclique d’ordre p. En déduire que G est le groupe de tous les déplacements qui préservent un polygone
plan régulier & p cotés et que c’est un groupe diédral I, d’ordre 2p. Correction : L’orbite P3 est de cardinal
% = 2 donc, comme pour le cas k = 2, le stabilisateur Gs d’un point de P53 est un sous-groupe d’ordre p de

C* donc est isomorphe 4 Z/pZ. Les éléments du groupe G soit fizent les deux éléments x et —x de P3 (quand

on est dans Gs ; on aura donc des rotations autour de l'aze A = Rx) soit les échangent (via un demi-tour,

d’aze perpendiculaire a A). On en déduit donc que Py et Py sont incluses dans le plan P orthogonal & A. Un

générateur g de G3 va bouger au moins un point de Py U Py, et l'orbite va décrire un polygone régulier a p

sommets (la rotation g étant d’ordre p). Les éléments de G\ G3, qui sont des rotations d’angle m autour d’un

aze contenu dans A, correspondent d des symétries axiales du polygone plan. Ainsi, le groupe G s’identifie

un sous-groupe de D, et donc G ~ D, par égalité des cardinaux.

5. On suppose que (n,eq, ez, e3) = (12,2, 3,3). Combien l'orbite P, a-t-elle d’éléments ? Montrer que ces points
forment un tétraedre régulier. Conclure que G est le groupe des déplacements qui préservent un tétraedre
régulier. Que peut-on dire de 'orbite P37 Correction : L’orbite Py posséde % =4 éléments. Si x € Py alors
le stabilisateur Go de x est de cardinal ea = 3 donc Gy ~ Z/3Z. L’ensemble Py \ {x} est de cardinal 3 donc
les éléments de Ga \ {x}, qui sont des rotations :

o stabilisent au plus un élément de Py \ {x}, donc bougent au moins deuzx points ;
o sont d’ordre 3 donc permutent circulairement les éléments de Py \ {z}.

Si w1, x9,x3 sont les éléments de Py \ {x}, on en déduit que d(x1,x9) = d(x2,x3) = d(x3,21) = 1 et d(x, ;)
est constante pour tout i. En répétant ce processus pour par exemple xr1 d la place de x on trouve que
d(x,z;) = et donc le polyédre défini par x,x1,xo,x3 est bien un tétraédre : par exemple x est sur la droite
orthogonale au triangle x1xox3 passant par le centre de gravité, et on conclut par les distances.

ainsi G est inclus dans le groupe d’isométries directes du tétraédre. Celui-ci est isomorphe a Ay (car on
peut permuter circulairement chaque triplet de sommets via une rotation dont l’axe passe par le quatriéme
sommet), donc par égalité des cardinaux on en déduit que G est isomorphe au groupe des déplacements du
tétraédre.

6. On suppose que (n,ej,e9,e3) = (24,2,3,4). Montrer de méme que les points de P» forment un cube et
que G est le groupe des déplacements qui préservent ce cube. Quelle est la figure formée par les points de
lorbite P3? Correction : Soit x € Py. Le stabilisateur Gy de x est de cardinal es = 3, il agit sur Py \ {x} qui
est de cardinal % — 1 =17 donc nécessairement il y a deux orbites de tailles 3 et une orbite triviale {—x}.
Ainsi, les éléments de G sont des rotations d’angle 2% autour de 'axe Rx. En particulier, si x1 € Py \ {z}
est un point le plus proche de x alors si {x1,x2,x3} est Uorbite de x1 sous Gy alors d(x;, xiy1) et d(x,x;)
sont constants. En répétant ce processus en changeant x on trouve que tous les cotés sont égaux donc les
point de Py forment un cube. Les points de P euz, au nombre de % =6, correspondent a la projection sur la

spheére du centre des faces.

7. On suppose que (n,eq, ez, e3) = (60,2,3,5). Montrer que les points de l'orbite P» sont les sommets d’un
dodécaedre régulier (c’est nettement plus délicat ici) et que G est le groupe des déplacements qui préservent
ce polyedre. Que peut-on dire des points de 'orbite Ps?
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