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TD n°3 : Géométrie affine, géométrie projective

Géométrie affine

Exercice 1 (Sous-espaces paralléles)

1. Montrer que dans un espace affine £, deux sous-espaces paralléles sont disjoints ou égaux.
2. Montrer que si dim & = 2 alors deux droites affines disjointes sont paralléles.

3. Donner un exemple de deux droites de R? disjointes et non-paralléles.

1. Soient F = A+ F et F' = A"+ F avec A,A’ € £ et F,F' sous-ev de la direction E de £. Sii—A:’ € F alors
A=A+ AA’ € F donc F' C F, et de méme on a l’inclusion_>réciproque donc F = F’. Si maintenant AA’ ¢ F alors si
CeFnNnFalorsC=A+u=A +u avec u,u’ € F donc AA' = —u € F ce qui est absurde.

2. Soient D= A+ D et D' = B'+D'. Si D # D’ (i.e. les droites ne sont pas paralléles) alors D@ D’ = E donc ﬂ =d+d
avecd € Detd € D'. Ainsijona A’ =A+d+d donc A’ —d =A+deD ND #0.

3. R(1,0,0) et R(0,1,0) + (0,0,1) sont deux droites de R? disjointes mais non paralléles.

Exercice 2 (Sous-espaces dont les directions engendrent E)

Soient F et G deux sous-espaces affines d’un espace affine &, dirigés respectivement par F'; G et E. On suppose que
F + G = E. Montrer que tout sous-espace parallele & G rencontre F.

Exercice 3 (Images et images réciproques de sous-espaces)

1. Soit f: £ — & une application affine. Montrer que I’image d’un sous-espace affine 7 C £ est un sous-espace affine. Montrer que
I’image réciproque d’un sous-espace affine F' C £’ est soit vide, soit un sous-espace affine.

2. Montrer qu’une application affine envoie 3 points alignés sur 3 points alignés.

1. Soit F= A+ F.Ona

Me f(F) < Jxe FM = f(A+2)
<~ dx e F,M = f(A) +?(m)
— 3ye [(F),M=f(4)+y
— Me f(A)+T(F),
donc f(F) = f(A) + ?(F) est bien un sous-espace affine de &’.
Soit maintenant F’ un sous-espace affine de £ de direction F’. On suppose que f~1(F') # 0. Soit B € f~1(F') et
montrons que f~Y(F') =B+ 7*1(F’). On a F' = f(B) + F et donc
Me fYF) <= f(M)eF
f(M) = f(B)+F
7B e F
?(W} e F’
BM e [(F)
MeB+ fY(F),

rreee

comme annonce.

2. Par la question 1, I'image d’une droite affine est soit un point soit une droite affine, ce qui prouve le résultat (en
particulier, I'image de trois points alignés peut étre réduite & un point).
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Exercice 4 (Repéres affines)

Soit £ un espace affine de direction E et soit n := dim £. On dit que Ao, ..., A, € £ forment un repére affine de £ si la famille
(AoAl, ApAa, ... ,AoAn) est une base de F.

1. On suppose dans cette question uniquement que n = 2. Montrer que Ao, A1, A2 € £ forment un repeére affine de £ si et seulement
si Ao, A1, A2 ne sont pas alignés.

2. Montrer que si une application affine f : &€ — & vérifie f(A;) = A; pour tout i € {0,...,n} alors f = ide.

T Tt
1. Ag, Ay, Ay forment un repeére affine ssi (AgA;, AgAs) est libre ssi Ag, A1, A sont deux & deux distincts et AgAs # AAgA;
pour tout X\ € k ssi Ay, A1, Az ne sont pas alignés.

2. Soit A € £. Par hypothese on peut écrire AgA = 2?21 AiAgA;, donc
—
J(A) = F(Ao) + T (A

=40+ )\27(140—AZ)
i=1

= Ao+ Y Aif(Ao)f(A;
i=1

= Ay + Z AiAoA;
i=1

= Ay + m

= A.

Ainsi on a bien f =idg.

Exercice 5 (Groupe des homothéties et translations)

Montrer que I’ensemble des homothéties de rapport non nul et des translations de £ forme un groupe.
(Attention, il s’agit ici d’homothéties affines alors que lexercice 4 de la feuille 2 utilisait des homothéties linéaires.)

Lemme. Soit f une application affine de partie linéaire Nidg pour A € k*. Si X =1 alors f est une translation de vecteur
Af(A), sinon f est une homothétie de centre f(A) + s—+—=Af(A) (pour n’importe quel point A).

Démonstration. Remarquons d’abord que la réciproque est vérifiée (et si A = 0 alors f est constante). On suppose A = 1.
(Faire un dessin.) Par définition on a alors f(A)f(B) = AB = Af (A} + f(A)f(B) + f(B)B donc Af(A} = Bf(B) = u. On a
alors f =t, puisque f(A) = A+ Af(A) = A+ u.

On suppose maintenant A # 1. Montrons que f posséde un point fixe Q. On a :

FQ) =Q <= f(A)+ G =0
— MG = WZ
= MF(A) +A(A)Q = f(AQ
— MF(A) = (1 - VA9

= o ATA) = FAN

Lt
A1

= Q= f(A)+ Af(A).

Pour un point A fixé, on va montrer que f = hq x (et donc 2 sera nécessairement unique). En effet, on a :

J(B) = f(4) + \XAB
= [(A) + M + \QB
— Q4+ \QB.

On sait déja que 'ensemble en question est stable par inversion, il reste donc & montrer qu’il est stable par produit.

o L’ensemble des translations forme bien un groupe, puisque tyt,(A) = t,(A) +u= A+ v+ u = ty1,(A).
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o Soient A, B € £ et A\,u € k*. L’application f := hahp,, est affine de partie linéaire Aidgpidp = Apidg. Ainsi, si
Au =1 alors hy zhp , est une translation, et si Au # 1 alors ha r\hp , est une homothétie de rapport Ap. On a :

f(B) =haxhg,.(B)

= hax(B)
— A+ \AB
— B+ AB + \AD
— B+ (A—1)AD, (1)
en particulier
BJ(B) = (A - 1)4B. (#)

— Si A =1 alors par le lemme on a f =t, avec u = (A — 1)@ par (I).

— Si Ap # 1, on sait que f = hq x, pour Q = f(C) + WC}”(C; pour n’importe quel point C. Avec C = B
et (1), () on trouve

Q:f(B)—FW%Bf(B
= [B+(x- 148 +(A:)_%E§
=B+(A-1) (H(Au)lll)ﬁ
:B+()\—1)()\(:\)M)1_11@
=B+ 1)\__,\1,/ﬁ
=B+ )\AM__llﬂ.

o La partie linéaire de f := ha xt, est Aidg donc par le lemme on a h 4 xt, = hq,x (on peut supposer A # 1 sinon h 4y est

une translation et on a déja traité ce cas) pour 2 donné par Q = f(C) + ﬁCf(C’ pour n’importe quel point C.
Avec C=Aon a

J(A) = haxtu(A)
=hax(A+u)
= hA))\(A) + Au
= A+ du,

donc

L
AT -1

1

1
=A 1
+)‘<+)\1_1)u

Q= f(4)+ Af(A

e Pour t,ha, ona:

(tuhan) ™ = hy e
= hA,/\*lt—u

= ho/ x-1,

avec ¥ = A — ﬁu, donc

-1
tuhax = hg, -1 = harx.
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Exercice 6 (Structure affine sur I’ensemble des supplémentaires d’un sous-espace vectoriel)

Soient F un espace vectoriel et F' C E un sous-espace vectoriel. Le but de I’exercice est de montrer que ’ensemble . des
supplémentaires de F' dans E est muni d’une structure d’espace affine de direction S = Z(E/F, F).

1. On note 7 : E — E//F la projection canonique et .’ U'ensemble des sections de 7, c’est-a-dire les applications linéaires
5: E/F — E telles que 7 o s = Idg,p. Construisez une bijection . == & :
(a) SiG <y F est un supplémentaire de F', montrez que | est un isomorphisme et s :=io W\Zzl une section de 7;

(b) Si s est une section de 7, montrez que G = im(s) est un supplémentaire de F.
On est ramené & montrer que .’ est muni d’une structure d’espace affine.
2. Montrez que le noyau de 'application ® : L (E/F,E) - £(E/F,E/F), s+ mosest égala S = L(E/F,F).

3. Montrez que .’ = ®~1(Id) et déduisez-en que .#’ est muni d'une structure d’espace affine de direction S.

Exercice 7 (Structure affine sur Aff(€, F))

Soient £ et F deux espaces affines de directions respectives E et F.

1. Montrez que I’ensemble des applications affines Aff (€, F) est un espace vectoriel de maniére naturelle.

2. Montrez que ’ensemble des applications affines Aff(€, F) est un espace affine de direction Aff(€, F).

1. On montre que c’est un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel Appl(€, F') des applications de £ vers F. Remarquons
que dans F' vu comme espace affine de direction F' on a u0 = v — u pour u,v € F (c’est bien 'unique vecteur de F
dont l'action sur u donne v). On a bien 0 € Aff(€, F') (de partie linéaire 0 € Z(F, F')) puisque 0=0= ﬁ(m) Si
f € Aff(€, F) de partie linéaire ¢ € Z(E, F) et X € k alors A\f est bien dans Aff(€, F') de partie linéaire A\ € L (E, F),
puisque )\f(u))\f(U; = A(f(v) = f(w) = AMf(w)f(v) = Ap(ut). Finalement, si f,g € Aff(€, F) de parties linéaires
respectives ¢, € Z(E,F) alors (f +¢)(w)(f +9)(v) = (f +9)(v) = (f + 9)(w) = [f(v) = f(w)] + [9(0) — g(u)] =
Fu)f ) + g(u)g(v) = (@) + ¢ (wh) = (¢ + o) (wh).

2. On montre d’abord que Aff(€, F) agit sur Aff(£, F). C’est bien le cas cas si f € Aff(E, F) et g € Aff(€, F), de parties
linéaires respectives ¢, 9 € Z(E, F) alors f+g est 'élément de Aff(€,F) qui envoie A € € sur f(A) + g(A) et de partie
linéaire ¢ + 1 (c’est bien une action : on est bien affine par définition, si on agit par 0 alors on ne bouge pas, et on
est associatif). L’action est bien transitive car si f1, fo € Aff(£,F) de parties linéaires respectives ¢1, 9y € Z(E, F)

alors on considere g : £ — F donnée par g(A) = f2(A) — f1(A) = f (A)fz(A; pour tout A € £. On a bien g € Aff(€, F)
puisque Q(A)Q(B; = 9(B) — g(A) = [fa(B) = L1(B)] = [f2(A) — f1(A)] = [f2(B) — fa(A)] = [f1(B) — f1(A)] =
@(ﬁ) — ¢1(ﬁ) = (¢2 — (bl)(z@), donc g est de partie linéaire 1) := ¢ — ¢;. Par définition on a f; = f1+4g, et par
définition de + l'application g est nécessairement celle construite ci-avant.

Espace projectif

Exercice 8 (Points et droites de I'espace projectif)

. Déterminer le nombre de points de P"(Fy).
. On suppose n > 1. Déterminer le nombre de droites de P"(F,) (on pourra utiliser une action transitive bien choisie).

. Représenter les éléments de P? (F2) et tracer les droites. On parle du plan de Fano.

=W o

Le Dobble est un jeu constitué de 55 cartes, chacune d’entre elles com-
portant huit symboles différents. Chaque carte a un unique symbole en
commun avec chacune autre, le but du jeu est d’étre le premier a trouver
le symbole commun entre deux cartes données.

(a) Voici deux cartes de Dobble. Quel est leur symbole commun ?
(b) Expliquer comment construire un jeu de Dobble.
1. On donne deux rédactions.

+ Un point de P*(F,) est une droite vectorielle de F™!. Deux points z,y € Fi+!\ {0} sont sur la méme droite ssi
y = Az pour A € F, donc une droite possede exactement #F = ¢ — 1 points. Puisque #FZILH \{0} =¢""t-1=
(q—1)>" 4", on en déduit que P*(Fy) = >°7"  ¢".

o Cette rédaction se généralise & la question précédente (et méme plus généralement). Le groupe GL,11(q) agit
transitivement sur les droites vectorielles de ]FZ“. Si D est une telle droite, par la relation orbite-stabilisateur on a
#GLn11(q9) = #GLny1(q) p#(GLy11(q)-D) = #GLy 41 (q) p#{droites vectorielles de Fy 1} = #GL,, 11(q) p#P" (F,).
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1l reste donc a calculer le cardinal du stablisateur GL,,+1(¢)p. On voit facilement que, dans une base adap-

q
tée fixée, un élément du stablisateur est de la forme (* *') ou x € FY, « € M, 1(q) et M € GL,(q), ainsi

0M a°
#GLy1+1(¢)p = ¢" (¢ — 1)#GL,,(g). On en déduit que

#GLn+1(Q)
q"(q — 1)#GLxn(q)
_ qn(n+1)/2—n(n—1)/2—n (qn+1 1" -1)...(¢—1)
(=" = D(g"*t=1)...(g—1)

#P" (]Fq) =

qn+1 _ 1

=1
=q"+ - +q+1.

. Les droites de P"(F,) correspondent aux plans vectoriels de FZLH. Le groupe GL,11(q) agit transitivement sur ces
plans, donc comme avant le nombre N de droites de P™(F,) est donné par GLy+1(¢)/GLn+1(¢)p ot GLy,4+1(q)p est le
stabilisateur d’un plan vectoriel P (quelconque). Dans une base adaptée fixée, un élément de ce stablisateur est de la
forme (% M) avec M € GLa(g), M” € GLn_1(q) et M’ € Ma,_1(q). On en déduit que

0 M
N = #GLn11(q)
#GLa(q)#GLy,—1(q)#M2 1 —1(q)
_ q[n(n+1)—(n—1)(n—2)} /2—3-2(n—1) (qn+1 —1)...(¢g—1)
(@=Dg—=1) x (¢t =1)---(¢g—1)
_ q[n2+n—(n2—3n+2)] s2—1—2n (@ = 1)(¢" — 1)
(> =1)(g—-1)
_ (@ =" 1)
(> =g —1)
. Pour P?(FF3) on trouve % =23 — 1 = 7 droites. On sait que :

¢ Deux droites se coupent en un unique point.
« Chaque droite posséde 22 — 1 = 3 points (par la question 1).
¢ Deux points distincts sont sur une (unique) droite (car deux vecteurs non colinéaires de IF‘;”rl déterminent un plan).

« Chaque point est sur exactement trois droites. En effet, étant donné un point a € P?(F,) il y a 7 — 1 = 6 autres
éléments dans P?(FF). Pour chaque b # a on peut construire la droite (ab) et cette droite contient exactement un
autre point ¢ ¢ {a,b} par ce qui précede.

Quitte a réordonner les points, on peut d’abord construire ces trois droites :

A

()

E ¥ G

(les trois droites passant par A). Les points E, F' coupent la droite {A,C,G}, quitte a renommer on suppose que
I'intersection a lieu en G.

A
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On regarde ensuite la droite contenant {E, D}. Elle ne peut pas contenir B (sinon elle intersecterait la droite {E, B, A}
en deux points), de méme elle ne peut contenir aucun des points A, F, G, donc elle contient C. On trouve de méme que
la droite contenant G, D contient B et que la droite contenant F,C contient B. On a bien 7 droites donc on a tout.

A

E ¥ G

4. La phrase « chaque paire de carte contient un unique symbole en commun » fait penser a « chaque paire de droites
de P?(F,) se coupe en un unique point ». On veut donc trouver ¢, ol une carte (resp. un symbole) va correspondre &
une droite (resp. un point) de P?(F,). Chaque carte posséde 8 symboles, donc puisque une droite est un P!(F,) on a
¢' +1 = g+ 1 symboles par cartes donc ¢ = 7. Le nombre de cartes est donc nécessairement plus petit que le nombre de

droites de P?(F7;), qui est ((7732:11))((772:11)) = 773:11 = 7%+ 7+ 1=>57 (on avait déja remarqué dans la question précédente

que le nombre de droites de P?(FF,) est égal & son nombre de points). On pourrait donc rajouter deux cartes!

Exercice 9 (Droite projective réelle)

Justifier que P!(R) est homéomorphe & la spheére unité St de R2.

Exercice 10 (Un peu de topologie)

Soit k un corps et soit n € N*.
1. Montrer que Ion a une bijection P™ (k) ~ k™ LUP"~! (k).
2. Dans cette union disjointe, que représente P"~* (k) pour P" (k) ?

On suppose maintenant que k = R ou C.
3. Rappeler pourquoi P"(k) hérite sa topologie de la sphére unité S™ de k™.

4. Montrer que ses espaces sont compacts et connexes par arcs.

5. Montrer que P'(C) est homéomorphe 4 la sphére unité S* de R3.

6. Montrer que P?(R) privé d’une droite est homéomorphe & un disque ouvert.

1. Un point (zg,...,z,) € k"1 \ {0} détermine une unique droite vectorielle, que 1’on note (zg : ... : z,). Cela définit
donc une application surjective ¢,, : k"1 \ {0} — P"(k). Deux éléments de (k™ \ {0}) x {0} et k™ x {1} déterminent
deux droites distinctes (ils ne sont pas proportionnels!) donc on en déduit que

P" (k) = ¢n (K" \ {0}) x {0}) U ¢n (K" x {1}).

Le premier terme envoie (zg,...,Z,—1,0) avec (zg,...,Tn—1) € K"\ {0} sur (zg:...: 2p—1:0) = (Pn_1(X0,...,Tn_-1):
0), donc par définition ce terme s’identifie & P*~1(k). Le second terme envoie (zq,...,%,_1,1) avec (zg,...,Tpn_1) € k"
sur (zg: -+ :xp—1: 1) donc ce terme s’identifie & k™ (des x; différents menant & une droite différente). En résumé, on a :

kP {0} —  PP(k) = k" UPP (k)

ZTo Tn—1 .
e x—:...:;—:l , six, #0,
05 s b ” n n

(xo:...:xp_1:0), sinon,

le premier cas correspondant & k™ et le second a P"~1(k).

2. L’hyperplan a infini.

3. On a une application S” — P"(k) car une droite vectorielle de k"1 posséde (au moins) un vecteur unitaire (et un
vecteur unitaire détermine une unique droite; on a S* = S(k"*!) = {(zo,...,n) € K" : |20 + - -+ + |z,|> = 1}). La
topologie sur P*(k) est la topologie quotien.

4. Tl a été vu en cours que P"(k) est compact : on montre qu’il est séparé, et ensuite c’est I'image continue d'un compact
(la projection canonique est continue par définition de la topologie quotient). Il est connexe par arc par image continue
d’un connexe par arcs.
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5. On fait une premiere rédaction. Par la question 1 on a une bijection P!(C) ~ C LU {co}. On va munir I'ensemble de
droite d’une topologie pour que cette bijection soit un homéomorphisme. On prend la topologie déterminée de la fagon
suivante : les ouverts ne contenant pas oo sont juste les ouverts de C, et les ouverts contenant co sont les complémentaires
(dans C U {oo}) des compacts de C. Remarquons que muni de cette topologie, cet espace est séparé (en fait il est méme
compact : étant donné un recouvrement d’ouvert, si {2 recouvre oo alors 2° est un compact de C et on extrait un
sous-recouvrement fini du reste en intersectant les ouverts avec £2°).

On consideére maintenant 1’application suivante :

f:|PHC) — Cu{oo}
(z:1) — =z
(1:0) — o0

Soit 7 : S(C?) — P!(C) la surjection canonique. On considére un ouvert € de C LI {oo}.

 On suppose que oo ¢ ). Par définition, louvert  est donc un ouvert de C, et donc f~1(2) = (2 : 1). Pour savoir
si c’est ouvert, il suffit de voir que 7=1(2 : 1) est ouvert (par définition de la topologie sur P!(C)). On a :

{(z, C*):(2:2") € (Q: 1)}
{ C?): z#Oet—GQ}

qui est bien un ouvert de S(C?).

e On suppose co € €, de sorte que  est le complémentaire dans C U {oo} d’un compact K de C et donc
Q= (C\ K)U{oo}. On a donc

F7H) = fH(C\ K) U {oo})
{(z:2") €ePC) : f(z:2') € (C\ K)U{oo}}
{z 2y e PY(C ):[z'#Oet?%K]ouz’zO}

={(z:2)eP(C): 2z ¢ Kz'},

puisque z # 0 si 2/ = 0. Pour savoir si c’est un ouvert, on applique 7!, et on trouve :

Q) = {(2,2") €S(C?) : 2 ¢ K2},

qui est bien ouvert.

On a donc montré que f est continue. Elle est clairement bijective, donc pour montrer que c¢’est un homéomorphisme il
suffit de montrer qu’elle est fermée. Si F' C P!(C) est fermé, il est compact puisque P!(C) I'est, donc f(F') est compact
donc fermé puisque C U {oo} est séparé.

Il reste maintenant & montrer que C U {co} est homéomorphe & S3. On a déja un homéomorphisme s : S3 \ {N} = C
via la projection stéréographique (avec N le pdle nord). On pose §(N) := oo et on veut montrer que l'application
§:S% — CU {oo} qui prolonge s est un homémorphisme. Comme avant, il suffit de montrer qu’elle est continue. Soit
un ouvert de C U {oo}.

e SiQCCalors 371(Q) = s71(Q) est ouvert puisque s est continue.

e Sioco€ Qalors Q= (C\ K)U/{oo} avec K compact de C. Mais alors

5HQ) =51C\K)Usi Ho0)
THC\K)U{N}.
On sait que s7'(C\ K) est un ouvert de S \ {IN}, donc un ouvert de S% (puisque { N} est fermé). Puisque K est
borné, on remarque qu'il existe € > 0 tel que Bgz (N, €) \ {N} C ', ainsi 571(Q) = Q U{N} est ouvert (c’est une
« calotte glaciere arctique »).

On fait maintenant une deuxiéme rédaction. En identifiant R® & C® R, on considere I'application (qui imite la projection
stéréographique) :
PY(C) — §?

) 20y ==y’ -
@w) (e )
C’est une application bijective continue (d’inverse (z,t) — (z : 1 —t)), et par compacité on montre qu’elle est bicontinue.

6. Par la premiére question on a (informellement, on peut faire comme avant) P2(R) \ D ~ R? ~ disque ouvert, ot
D ~ PY(R) est une droite de P?(R).
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Envoi a ’infini

Exercice 11 (Un peu de dessin)

Soit A un triangle d’un plan projectif réel. Représenter A apres avoir envoyé a l'infini :
1. seulement un sommet ;
2. un coté;
3. une droite rencontrant I'intérieur de A.
Soit @ un quadrilatére d’un plan projectif réel. Représenter ) apres avoir envoyé a l'infini :
4. seulement un sommet ;
5. seulement un co6té;
6. seulement une diagonale.

Principe général : les intersections sont conservées, et un point a l'infini est une « direction ». On considére le triangle
suivant :

C

6

1. En envoyant une droite passant par A a 'infini (la droite ne passant ni par B ni par C), les droites (AB) et (AC)
deviennent paralléle. En bleu la droite que I'on envoie a U'infini. En rouge, la parallele & (BC') passant par A : la direction
Q revient dans le plan affine, elle coupe (BC) en {2 et passe par la direction A.

JaIq I < -
C
A
(AT oo
2
Ve =h
/——,/
g .
— A
C
v
T

2. En envoyant (AB) a l'infini on obtient

—

=

3. En envoyant une droite passant par Uintérieur de A, on trouve

8/15 TSVP —



‘C
=

“* V ™ n

V,L

On considére maintenant le quadrilatére suivant :

%

4. On envoie D a linfini. On place des points A, B, C, on place la direction D (différente de celle de la droite (AB) car I
reste dans le plan affine) puis on en déduit O, 1, J.

RN

-

-

5. On envoie (AB) a linfini. On place C, D, les directions A, B puis on en déduit les points O, I, J.
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Exercice 12 (Théoréme de Desargues)

Soit abc et a’b’c’ deux triangles. Soient u, v, w les points d’intersection des droites bc et b'c’, ca et c'a’, ab et a't’.
1. Faire un dessin.

2. Montrer que les points u, v, w sont alignés si et seulement si les droites aa’, bb’ et cc’ sont concourantes.

1. Avec GeoGebra (ot I'on peut faire bouger les points a, b, ¢, a’, b, ¢'!) :
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2. On suppose que u,v et w sont alignés. On suppose que (aa’) et (bb') se coupent en I et montrons que I € (cc’).
(Remarque : si (aa’) et (bb') ne se coupent pas, alors par le cas que 1’on va traiter alors nécessairement aucune de ces
deux droites ne coupe (cc’).) On envoie la droite (uv) (3 w) a linfini, de sorte que (be) || (b'c’) (3 ), (ca) || (ca’) (3 v)
et (ab) || (a’V') (3 w). On obtient alors la figure suivante :

Puisque (ab) || (a'd’), par le théoréme de Thalés on sait que "homothétie h de centre I qui envoie a sur @’ envoie
également b sur b'. Puisque (ac) || (a'c’), on sait que h(c) € (a’c’) (c’est la réciproque de Thales, puisque a’ = h(a)), et
de méme on a h(c) € (b'¢’). Ainsi, nécessairement h(c) = ¢’ et donc I € (ec).

Réciproquement, on suppose que (aa’), (bb') et (cc¢’) sont concourantes en I et on veut montrer que u, v, w sont alignés.

Méthode 1 : avec des barycentres. Par hypotheése, pour x € {a,b, c} il existe A\;, X, > 0 avec A\, + X, = 1 tels que
I= bar{(w, Az)s (1",)\;)}. On a alors :

(be) > bar{(b, Ap), Ac)

= bar{ (b, \p), ( —1),

by

}
(1,1), (e, =A) }
)

} (b/ /)

— — = = ,
(on a bien A\, # A, car si A\, = A = A et A :=1— X on aurait bc = lﬁ—&—[c =—3b1—51d =—3Vc donce (be) || (V')
donc u n’est pas dans le plan affine). donc

= bar{ (b’ ), (¢,

bar{(b, )\b)a (07 _)\c)} = bar{(bl’ _)‘Ib)v (Cl’ )‘/c)} =

De méme on montre que
bar{(c, \c), (a, =)} = bar{(c, —=A.), (a/,\,)} = v,

et
bar{(a, Xa), (b, =Ap) } = bar{(a’,=X,), (¥, \}) } = w.

On a donc :

u = bar{(b,Xs), (¢, =Ac) }
= bar{ (b, \o), (@, =Aa), (a, Aa), (¢, =Ae)}

= bar{(w, A — Aa), (v, X6 — Ac) } € (vw),

donc u, v, w sont alignés.

Méthode 2 : en utilisant la dualité.

dans P | dans P*
points a, b, ¢ | droites a*,b*, c*
triangle de sommets a, b, c | triangle de cotés a*, b*,c
coté (ab) | sommet v = a* Nb*
/

*

(
coté (b sommet o = b* N ¢*
coté
point u = (be) N ( droite u* = (aa)
point v = (ca) N (¢ droite v* = (85')

c)

a) | sommet 8 =c*Na*

)

a')
point w = (ab) N (&’ b’; droite w* = (yv/)

)

)

(c
b /

/

droite (aa’) | point a* N a™*
droite (bb') | point b* N b™*
droite (¢c’) | point ¢* N ™
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Dire que (aa’), (bb'), (cc’) sont concourantes est équivalent & dire que a*Na'*, b* Nb™, ¢* N sont alignés. Mais a* = (87)
(ces deux points étant sur a*), de méme b* = (ya) et ¢* = (af) et pareil a’*,b™*, ¢*. On a donc :

a*na” = (By)N(BY),
b N = (ya) N (v'd),
cne*=(aB)n(p),
donc dire que ces trois points sont alignés revient a appliquer le sens direct du théoréme de Desargues dans les triangles

afBy et &'f'y. On obtient donc que les droites (aa’), (85’), (7y') sont concourantes, i.e. les droites u*, v*,w* sont
concourantes donc les points u, v, w sont alignés.

Exercice 13

Soit dg, d1,d,d 4 droites concourantes en un point m. Soit 0 # m un point de d;. Soient Dy, Dy deux droites concourantes
en o (et distincts de di). On note A; = D; Nd et A; = D; Nd'. En envoyant une droite a 'infini et en utilisant le birapport,
redémontrer le théoreme de Thales.

Homographies

Exercice 14 (Repere projectif d’une droite)

Soit E un k-espace vectoriel et soit f € GL(E). On pose ¢ := P(f).
1. Pour l'application f, que dire d’un point fixe de ¢ ?
2. On suppose que dimP(E) = 1. Si ¢ admet trois points fixes, montrer que ¢ = Idp(g).

Exercice 15 (Points fixes)

On suppose que k = R ou C. Soit E un k-espace vectoriel de dimension finie et soit h : P(E) — P(F) une homographie.
1. On suppose que k = C. Montrer que h possede un point fixe.
2. On suppose que k£ = R et dim F est impair. Montrer que h posséde un point fixe.

3. Trouver un contre-exemple & la question précédente si k = R et E = R2.

Exercice 16 (Quelques isomorphismes exceptionnels)

Soit E un k-espace vectoriel de dimension au moins 1.
1. Montrer qu’on a des morphismes de groupe SL(E) — GL(E) — G(IP’(E)) Déterminer le noyau.

2. Rappeler les définitions de PGL(E) et PSL(E). Sur quel ensemble ces groupes agissent-ils naturellement ? Que dire de P’action ses
groupes sur P(E)?

3. Montrer les isomorphismes GL2(F2) ~ SLa(F2) ~ PSL2(F2) ~ PGL2(F2) ~ &s.
4. Montrer les isomorphismes PGLg(F3) ~ G4 et PSLa(F3) ~ 4.
5. Montrer les isomorphismes PGL2(F4) ~ PSLo(F4) ~ 2s.

1l existe d’autres isomorphismes exceptionnels, voir Perrin fin du chapitre IV.

1. La premiére fleche est I'inclusion, la deuxiéme est 'action sur les droites vectorielles de E. Un élément f € GL(E)
stabilise toutes les droites ssi c’est une homothétie, donc le noyau de la deuxieme fleche est le centre de GL(E) >~ k>, et
de méme le noyau de la composée est le centre de SL(E) ~ u, (k).

2. Ils agissent sur P(E), et par ce qui précéde on en déduit des injections PSL(E), PGL(E) < &(P(E)). (On rappelle au
passage qu’on a une injection PSL(E) < PGL(E), cf. TD précédent.)

3. On rappelle les formules suivantes :

n

#GLn(q) = ¢"" V2 T [(d = D),

i=1
#SLy,(q) = #PGLy(q) = #SETH(Q) _ o0 g - 1),
=2
__ #Slale)
#PGLy(q) = g 1)’
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en particulier pour n = 2 le facteur ¢"("~1/2 devient ¢. Ici ¢ = 2 donc on a #GL,,(2) = #SL,,(2) = #PSL,(2) (donc
on a des isomorphismes puisqu’on a des applications injectives ou surjectives entre ces groupes) et

#GLy(2) = 2(22 — 1) = 6.

On a #P(F?) = #P'(F,) = ¢+ 1 donc le morphisme de la question 2 donne un morphisme (injectif) PSLy(2) < &s.
Par cardinalité, ce morphisme est bijectif.

. On a #P(F%) = #P'(F3) = 3 + 1 = 4 donc la question 2 donne une injection PGL3(3) < &4. On a #PGLy(3) =
3(32 —~1) =3-8=2-3-4 =4l On obtient I'isomorphisme annoncé par égalité des cardinaux. De méme, on a une
injection PSLy(3) < &4. Deux rédactions maintenant .

o on a #PSLsy(3) = % = 45! donc I'image de PSLy(3) dans &4 est d’indice 2 donc c’est Ay ;

« on en déduit un morphisme (nécessairement injectif!) entre les groupes dérivés D (PSL2(3)) < D(&,) c’est-a-dire
PSL3(3) < 24, qui est un isomorphisme par égalité des cardinaux.

. On a pged(2,4 — 1) =1 donc #PSLy(4) = #PGL3(4) donc PSLy(4) ~ PGL2(4) par inclusion. On fait comme dans la

question d’avant, en remarquant que #PSLy(4) =4(42 —1)=4-15=3-4-5= %'

Exercice 17 (Constructions a la regle)

Soient M un point et d,d’ deux droites du plan affine.

1. On suppose que d et d’ sont paralléles. Construire a la régle non graduée uniquement la droite (unique) passant par M

parallele a d.

2. On suppose que d et d’ sont sécantes en un point N. Construire & la régle non graduée uniquement la droite (M N)

lorsque N est en dehors de la feuille ou du tableau ?

Exercice 18 (Image par une homographie)

Soit A, B, C trois points alignés et A’, B’,C’ 3 points alignés sur une autre droite. Soit ¢ I'unique homographie qui envoie A — A’,

B+ B’ et C + C’. Construire D’ = ¢(D) I'image de D un point de la droite (AB). On pourra écrire ¢ comme un produit de deux
perspectives.
On considere la situation suivante.

J
>

Les points u,v,w (intersection de (BC’) et (B'C), (AC") et (A’C), (AB’) et (A'B)) sont alignés par le théoréme de

Pappus. On note d = (AB), d' = (A’B’) et § = (uv) et on consideére :

o p la perspective de centre A’ qui envoie d sur §;

o p’ la perspective de centre A qui envoie § sur d’;

et on pose 1) :==p' op. On a :

o p(A) = 4;

« (B)=p'op(B) =p'(w) =B';

« P(C)=p op(C)=p'(v)=C"
Ainsi, les homographies ¢|4 et 1 de la droite d sur d’ coincident sur trois point distincts (qui forment donc un repére projectif)
donc coincident partout. En particulier, on a (D) = (D) = p' op(D). On a {p(D)} = (A’'D)Né et {p(D)} = (p(D)A)Nd' :
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Exercice 19 (Images des sommets d'un hexagone)

Soit ABCDEF un hexagone régulier et soit A une homographie de P?(R) dans lui-méme.
1. Etant données les images A’, B’, D', E' des points A, B, D, E respectivement, construire les images des points restants.

2. Méme question en supposant cette fois données les images A’, B', C’, D’ des points A, B,C, D.

Birapport

Exercice 20 (Division harmonique)

Soient A, B, C, D quatre points d’une droite affine réelle en division harmonique. Montrer qu'un et un seul des points C' et
D se trouve a l'intérieur du segment [AB].

Exercice 21 (Droites concourantes)

Soient (O, A, B,C) et (0, A’, B',C") deux quadruplets de points distincts et alignés. Montrer que les droites (AA’), (BB’)
et (CC") sont concourantes si et seulement si [0, A, B,C] = [0, A, B’,C"].

Exercice 22 (Quelques identités)

1. Trouver les homographies de P!(k) qui fixent 1 et qui échangent 0 et oco.
2. En déduire une preuve sans calcul de 1'égalité [b, a,c, d] = [a,b,c,d] L.

3. Prouver de méme les égalités [a,b,d,c|] = [a,b,c,d]! et [a,c,b,d] =1 — [a,b,c,d].

Exercice 23 (Moins de monde que prévu!)

On consideére l'action de &4 sur les quadruplets et soient a, b, ¢, d quatre points alignés.
1. Déterminer l'orbite du birapport [a, b, ¢, d] sous l'action de &.

2. Montrer que le stabilisateur de [a, b, ¢, d] est en général le sous-groupe V C &, engendré par les doubles transpositions.

Exercice 24 (Une autre identité)

Soient a, b, m,n,p cinq points distincts d’une droite projective. Montrer 1’égalité :

[a’b7m7n}[a’b7n7p][a7b7p7m] = 1'

Droite projective complexe

Exercice 25 (Image de parties du plan)

Déterminer :
1. 'image de R% par z — z—;: ;

I . 2z—1 .
2. 'image de {z € C: [z < 1 et Im(z) > 0} par z — F77;
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3. image de {(z,y) € RZ : y < x} par z — =5 ;

z— z—1
z z—2"

4. T'image de ]0, 1[xR par z — 2= puis par z

Exercice 26 (Théoréme des six birapports)

Soient a,b,c,d,a’,b,, ¢ ,d’ 8 points d’une droite projective.

1. Dessiner un cube en disposant les points a, b, c,d,a’,b’,c’,d" afin que les six faces du cubes soient :
{a,b,c,d'},{b,c,d',d'}, {c,a,V,d'},{a',b,c,d},{V,c a,d}, {c,a’,b,d}.

2. Montrer I'égalité [a,b,c,d'|[b,c,a’,d'][c,a,b,d'|[a', ¥, ¢, d]|[V,c,a,d][c,a’,b,d] = 1.

3. En déduire le Théoréme de Miquel : Soient Cy,Cs,Cs3,Cy tels que §C; N Ci1 = 2, pour ¢ = 1,...,4, on note ses deux
points A;, A;. Supposons que les non-prime et les prime sont au bon endroit. Les Ay, ..., A4 sont cocycliques ou alignés
si et seulement si les points Af, ..., A} sont cocycliques ou alignés.

4. En déduire le Théoreme de Simson : Soit ABC un triangle. Soit M un point du plan euclidien. On note P, Q, R les
projetés orthogonaux de M sur les droites (AB), (BC), (CA). Les points P, @, R sont alignés si et seulement si M est
sur le circonscrit a ABC.

Voir V'exercice I11.34 du livre Géométrie de M. Audin pour une troisieme application.
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