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Introduction

(Cette introduction est largement inspirée de [1].) L’étude des matrices aléatoires et
en particulier de leurs éléments propres a véritablement débuté dans les années 1950 pour
étudier la résonance de neutrons lents dans les noyaux lourds. On doit alors étudier la
célebre équation de Schrodinger HV = EV : les différents niveaux d’énergie d’un noyau
sont alors donnés par les valeurs propres de I'opérateur hermitien H, appelé Hamiltonien.
Cet opérateur étant tres complexe (et accessoirement pouvant étre considéré comme
opérant dans un espace de Hilbert de dimension infinie), on le modélise par une matrice
de tres grande taille : les dimensions restantes sont négligées. Wigner est le premier a
étudier 'analogie avec les valeurs propres de matrices aléatoires; ainsi, il remplace en
quelque sorte les valeurs propres de 'opérateur H tres complexe par celles d’une matrice
aléatoire de tres grande taille (au moins plusieurs milliers).

Par la suite, les matrices aléatoires sont apparues dans d’autres domaines de la phy-
sique comme la caractérisation des systemes chaotiques, I’étude de la conductivité dans
les matériaux désordonnés, la gravitation quantique ou encore la théorie des cordes; elles
apparaissent également dans les mathématiques, par exemple pour rechercher des per-
mutations qui posseédent certaines particularités ou bien pour étudier la répartition des
zéros non triviaux de la fonction ¢ de Riemann sur la ligne critique d’équation Re z = %
Plus précisément, la distribution des corrélations de paires! des zéros sur la droite cri-
tique est la méme que celle des corrélations de paires des valeurs propres d’'une matrice
hermitienne aléatoire ; en I'occurrence, cette fonction est donnée par 7 + 1 — sinc?(7r).
Cela conforte I'idée que les zéros de la fonction ( sur la ligne critique seraient en fait les
valeurs propres d’un certain opérateur hermitien : c’est la conjecture de Hilbert-Pélya.

Plus surprenant encore, G. Le Caér a montré en 1989 que la distribution des arbres
dans les foréts scandinaves ressemblait & celle des valeurs propres d’une matrice complexe
aléatoire, ce qui n’est en revanche pas le cas pour la distribution des chefs-lieux francais
(G. Le Caér et R. Delannay, 1993). Finalement, il est important de préciser que I’'on ne
comprend pas encore trés bien pourquoi les matrices aléatoires sont des objets adéquats
pour modéliser, simplifier ces différentes situations.

Comme le dit Mehta lui-méme dans [1], les coefficients des matrices aléatoires sont
pris indépendants pour des raisons de simplicité et non pas pour des raisons physiques,
ou ils ont toutes les chances d’étre dépendants entre eux : Mehta parle de « mathema-
tical idealization ». Malgré l’article d’Arnold [2], on s’est longtemps restreint aux ma-
trices aléatoires avec des coefficients indépendants. Depuis quelques années seulement,
on commence a étudier ce qui se passe lorsque 'on introduit des corrélations entre les
coefficients : voir par exemple [4], [5], [6], [7] ou les corrélations étudiées sont inspirées
de la structure des matrices de Toeplitz (corrélations selon les diagonales).

C’est dans cette optique de ’étude des cas corrélés que ce stage se situe. Dans ce
rapport, apres avoir rappelé des résultats bien connus sur les matrices symétriques réelles
a coefficients indépendants, on s’intéressera & des structures de corrélations particulieres

1. Une « two-point correlation function » est une fonction g(r) qui donne la probabilité de trouver
deux points distants de 7.



ou la matrice de corrélation est diagonale par blocs avec des blocs identiques ; on remar-
quera que le fait que les blocs soient identiques exclut le cas Toeplitz par exemple. On
s’intéressera en particulier a la distribution asymptotique (quand la taille des matrices
tend vers l'infini) & une valeur propre.

Dans la suite de ce rapport, toutes les variables et matrices considérées sont réelles.

1 L’ensemble Gaussien Orthogonal

Dans toute cette section, n désigne un entier naturel non nul et on note N 'entier
n(n+1)
2

Définition 1. Soit (Mi:j)lgjgz‘gn une famille de variable aléatoires indépendantes telles
que :

— pour 1 < i < n, M;,; suit une loi N'(m,20?);

— pour 1 < i < j < n, M, suit une loi N'(0,0?);
oum et o sont deux réels. On dit que la matrice aléatoire M définie par M = (M ;) ; ic,,
ou M;; = M;; pour i > j fait partie de I’Ensemble Gaussien Orthogonal (Gaussian
Orthogonal Ensemble). De plus, on dira que les coefficients (M; ;) sont les coef-
ficients sur-diagonauz de M.

I<igysn

1.1 Caractérisation des matrices GOE
Théoréme 2. Les matrices GOE sont les seules matrices aléatoires symétriques® M
qui vérifient les deux conditions suivantes :

(1) les coefficients sur-diagonaur de M sont indépendants ;

(i) si R est une matrice orthogonale, alors M et RMRT ont la méme loi.

La démonstration va se dérouler en deux étapes : on va d’abord montrer — apres
quelques préparatifs — que les matrices GOE vérifient ces conditions, puis que ces condi-
tions conduisent a des matrices GOE (cette fois pour n = 2 uniquement, pour des raisons
de clarté).

Définition 3. Soit M une matrice symétrique de taille n. On note vech(M) le vecteur de
RN constitué des coefficients sur-diagonaux de M pris par diagonales ot les coefficients
ont été ajustés pour que la norme euclidienne soit conservée. Plus précisément :

VeCh(M> = (le, ey mn,n, \/§m1’2, ey \/imn_lm, ey \/§m1’n)T.

Note. Par « norme euclidienne », on entend |z||3 = 3, ;% et |M|3 = > jmij?. En
outre, si M est symétrique on a | M||3 = tr(M?).

Remarque 4. L’opérateur vech réalise un isomorphisme entre S,,(R) et RV,

2. En toute rigueur, & densité dérivable.



Lemme 5. Soit U une matrice orthogonale de taille n. Alors :
VY € My (R),YM € S, (R),vech(UMUT) = Viyvech(M).
De plus, la matrice Vi est orthogonale.

Note. La matrice UMUT est symétrique : on peut donc bien parler de son vech.

Remarque 6. Les matrices (UMU T)2 et M? étant semblables, elles ont méme trace donc
UMU?T et M ont méme norme euclidienne.

Démonstration du lemme.
(Existence.) On a :

(UMUT)i,j = Z ui,kmk,lulj;j

kol
=3 u g gy
kol
(UMU )i = w gt oo + 2 g U M (1)
k k<l

qui est une combinaison linéaire des coefficients de vech(M) : de plus, les coeffi-
cients de la combinaison linéaire ne dépendent que de la matrice U. L’application
vech(M) + vech(UMUT) est donc une application linéaire qui ne dépend que de
U : en notant Vi la matrice de cette application linéaire dans la base canonique,
on a bien vech(UMUT) = Viyvech(M) pour toute matrice M symétrique.

(Unicité.) Si V € Mpy(R) est telle que YM € S,(R), Vvech(M) = vech(UMUT)
alors on a VM € S,(R), Vvech(M) = Vyvech(M) et donc d’apres la remarque 4,
Ve e RN, Vo = Vya dou V = V.

(V7 est orthogonale.) Soit = € RY : toujours d’aprés la remarque 4, on peut écrire
x = vech(M) ot M est une matrice symétrique de taille n. On a donc :

V||, = Hvech (UMUT)H2

= HUMUTH2 (par construction du vech)
= ||M||, (d’apres la remarque 6)
= [lvech(M)[l;

Vuzlly = [l

Ainsi, Vi conserve la norme euclidienne donc Vi est orthogonale.
O

Remarque 7. Soit U une matrice orthogonale. Alors si y = Vyz, on a vech™!(y) =
U Vechfl(x)U 7. 1l suffit par exemple d’expliciter les relations entre les coefficients.

On est maintenant prét pour démontrer le théoreme !



Démonstration du théoréme : premiére étape. Soit M une matrice GOE de taille n : on
va montrer que M vérifie la condition (#i). On note M;; ~ N (m,20?%) et M; ; ~ N(0,0?).
Les coefficients de vech(M) sont des gaussiennes indépendantes donc vech(M) est un
vecteur gaussien. Son vecteur espérance est u = (m,...,m,0,... ,O)T et sa matrice de
————
n fois
covariance est l'identité.

Soit maintenant U une matrice orthogonale ; on pose M’ = UMU?. Si Vi; est comme
dans le lemme 5, on a vech(M') = Vyvech(M) . Le vecteur vech(M’) est donc gaussien,
de matrice de covariance VyIVyT = I car Vi est orthogonale. Pour déterminer son
vecteur espérance, donné par Vypu, on va utiliser U'expression (1). Compte-tenu de la
forme de p, il suffit de déterminer pour chaque ligne de Vi la valeur de la somme des
n premiers coefficients. D’apres (1), cette somme s’écrit >, u; gujx : or, U est ortho-
gonale donc cette somme vaut d; ;. Finalement, le vecteur espérance de vech(M') est

(Ixm,...,1 xm,-x0,...,- x0)T = pu! Les vecteurs gaussiens vech(M') et vech(M)

A n fOiS /7 A . . . A . .
ont méme vecteur espérance et méme matrice de covariance : ils sont donc méme distri-
bution, donc M’ et M également ! O

Démonstration du théoréme : deuziéme étape. Soit M une matrice aléatoire symétrique
2 x 2 qui vérifie les conditions (i) et (i7). On pose :

cos@ sinf
Ry = (— sinf cos 9)

(note ) puis Ny = RyM Rg. Puisque Ry est orthogonale, on peut appliquer le lemme 5 :
on note Ry la matrice orthogonale de taille 3 x 3 telle que vech(Ng) = Rgvech(M). On
a alors :

Efg(vech(Ny))] = Elg(Ryvech(M))]
= [ Rz} fas(@) da
[ 9 fa1(RF ) |aet R | dy

Elg(vech(N)] = [ 9(u)/as(RTy) dy

(le |det| valant 1 car la matrice R} est orthogonale.) Ainsi, N est & densité et :

o) = fu(RGy).

La condition (7i) nous dit :

Ofng(y)  Ofm(Riy)
e AL 2)

3. Le cas général n > 2 consiste uniquement & considérer les matrices du type diag(lp, R, I4).




Cette égalité « brute » étant difficile & exploiter, on va poser pour y € R3 :
T
x(y,0) = Ryy.

Pour des raisons de lisibilité, on omettra dans la suite de préciser les arguments (y, 0)
de z. D’apres la condition (i) d’indépendance, on peut écrire :

fur(@) = fi(@n) fo(wa) f (\%)
ou fi, f2 sont les lois de My 1, Mao et ou f3 est la loi de Mjo. On a donc fn,(y) =
fi(z1) fa(22) f3( “”3) et I’équation (2) se réécrit de la fagon suivante :

8fg99(y) = f{(xl)%a;lf (z2) 3 (%) + fl(xl)fQ(xQ)ax2 fs (f)
8%3

ff1(m1)f2<m2)f3(\f) 0

d’ou en divisant par fy/(z) :

) 81‘3

fi(x1) 0z N fo(wg) Dy | 1 f5(E
L) 0

fil) 00 fo(wa) 90 T V2 fa(2

%\u

= 0. (3)

a\w

Il reste maintenant a expliciter les quantités 8”;1' On a y = Rex donc d’apres la
remarque 7, en notant ¥ = vech™!(y) et X = vech™'(z) ona ¥ = RoXRY ce que 'on
écrit :

X = R}YRy. (4)

z3

I Z3
Note. Attention au v/2 : on a X = ( \/§>
Ve T2

En dérivant I'égalité (4) :

90 7 Oy by + R Y g
= R9X+XR9 =
0X TaRg T@Re
st (RQ ae) X+X<R939> (5)

RT%— cosf —sinf\ (—sinf cosf® \ [0 1
90 ~ \sinf® cosé —cosf —sinf) \—-1 0)°



L’égalité (5) se réécrit donc ainsi :
X (0 -1\ [x1 U (™ s (0 1
00 1 0 % T2 % T2 -1 0

oxX —V2x3 11 — 12
80 - Tr1 — T2 \/Q.I‘g

On en déduit les relations suivantes :

8331

B = V2
0
0
% = V2(z1 — 72)
En les injectant dans I’égalité (3), on a :
/ ’ f3(3%)
_ﬂfl(ml) i \@f2(372) FENALYY) _ —0.
fien ™ Y )™t Ry
En réarrangeant un peu, cela donne :
L AGE) (f{(wl) B fé(xz)) -
V2us fs()  mi—a2 \filz1)  fa(z2) /)

Il est maintenant temps de se rappeler que = = z(y,6) et que X (y,0) = RI'Y Ry ot
les majuscules sont les vech ™ des minuscules. On a établi 'égalité (6) pour tout (y, ).
En prenant # =0, on a Ry = Iy d’ou X(y,0) =Y donc z(y,0) = y. Finalement :

1 BEE) <f{(y1)_fé(yz)>
’\/ﬁygfz(%) y1— 12 \fily1)  folye) /)

Chaque membre de 1’égalité dépend de variables différentes, ces deux membres sont
donc constants. On obtient alors deux équations :

Yy € R3

1 f3(%)

Vo () (7a)
1 fily)  faly2)\ _
Y1 — Y2 <f1(y1) fg(y2)> =-G (7b)
v3

L’équation (7a) se réécrit %f?ﬁ(%) = —Clygfg(%) d’ou f3(%) = Cyexp(—C13) et
finalement :

f3(ys) = Caexp (—Clyg) .

9



La densité f3 est intégrable (puisque c’est une densité), donc C; > 0. On reconnait alors
une distribution gaussienne :
1
Mis~N (0 .

727611

En séparant les variables dans I’équation (7b) on obtient par le méme artifice que
précédemment :

fily) B
fil) TN =
f3(y2)

f2(y2)+C1y2 Cs

et on en déduit :
yi
fi(yr) = Cyexp (033/1 - 012>
Y5
f2(y2) = Cyexp <C3y2 - C12>
On reconnait deux distributions gaussiennes, d’ou :

Cs 1
Mg~ Moo ~ N [~ 22—
1,1 2,2 N( 017 Cl)

On retrouve alors la forme annoncée. O

1.2 Répartition des valeurs propres
1.2.1 Premiers essais

Le plus facile a faire est de générer des tirages d’une matrice GOE puis de tracer
I’histogramme des valeurs propres ; les programmes en Scilab sont détaillés dans ’annexe
A.1. La premiére chose que 1’'on peut essayer de faire est de prendre o = 1. On obtient
alors par exemple la figure 1 : on peut raisonnablement penser que les valeurs propres
se répartissent suivant un demi-cercle, que I'on a ajusté par moindres carrés?; on voit
cependant que la concordance n’est pas parfaite.

Or, il se trouve que toutes les valeurs propres ont la méme loi°. Les valeurs propres
auraient donc une densité égale a :

2
xTr +— @ V a2 - $21|m|<a

4. Se reporter a ’annexe B.2 pour plus de détails.
5. Se reporter a 'annexe C pour plus de détails.

10
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FIGURE 1 — Répartition des valeurs propres pour 100 matrices GOE de taille 500

ou a est le rayon du demi-cercle. On peut calculer le moment d’ordre 2 :

E[N] = / $2%\/ a? — z2dz
Ta

9 a 2 2

2 (o
7 J_a \a a
2&2 1

:—/ u?V1 —u2du
™ -1
2 2 1

:i/ uv1—u? x 2udu
™ Jo
2@2 1

E[X?] = —/ Vi1 —tdt

™ Jo

On remarque que cette derniére intégrale est en fait 3(3,3) : elle vaut donc %. On trouve

finalement :

a2

E[\?] = T (8)

On a donc E[tr(M?)] = E[X A2 = S E[N\?] = ”T“Q. Or, on sait que :
Eftr(M?)] = Y E[m},] + Y E[m; ]
i i+
=n x 202 +n(n—1)0?
E[tr(M?)] = n(n 4 1)o?.

On conclut que ”T“2 =n(n+1)o? ie. %2 = (n + 1)o2. On choisit de prendre a = 1 :

11
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FIGURE 2 — Répartition des valeurs propres pour 100 matrices GOE de taille 500

, 2 1 ;. .
on a donc forcément o* = TSR On peut vérifier sur la figure 2 que 'histogramme
coincide presque avec le demi-cercle centré de rayon 1.

Dans toute la suite (sauf mention du contraire), on aura o? = m et m=0.

1.2.2 Le théoréeme de Wigner

L’observation n’est en fait ici pas trompeuse : le théoreme de Wigner dit justement
que, quand la taille des matrices tend vers I'infini alors les valeurs propres se répartissent
sur un demi-cercle! Plus précisément, la densité & une valeur propre est asymptotique-
ment le demi-cercle centré de rayon 1.

Définition 8. Soit M une matrice aléatoire de taille n. La fonction de répartition em-
pirique aléatoire des valeurs propres est définie par :

on(w,7) = H#{A € Sp(M())/A < 7).

Pour un w donné, la fonction o, (w,-) est une fonction de répartition : la loi de
probabilité associée est ju,(w, ) = L 2oAeSp(M(w)) Or-

Théoréeme 9. Soit M une matrice GOE de taille n. Alors la mesure aléatoire pp,
converge étroitement en probabilité vers la densité du demi-cercle p(x) = %\/ L—221q
quand n — 00, c’est-d-dire que pour toute fonction g : R — R continue bornée on a :

Jr
2| [ gohunldo)| 2 [ ga)p(an)
ce que l'on peut écrire en terme de fonctions de répartition :

Ve € R,Efon(-, )] m/ p(u) du.

12
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FIGURE 3 — Répartition des valeurs propres pour une matrice GOE de taille 500 et un
pas de 0.05

On a alors :
111 n—stoo
Vh petit, ¥z, - E| ~#{) € Sp M/z < A <z + h} D20 ()
n

En pratique, le phénomene est ergodique : plus la taille de la matrice augmente et plus
le spectre d’une matrice représente une grande moyenne d’ensemble de spectres. Cela
nous permet d’enlever le signe espérance pour obtenir :

11 n—4-00
Vh petit, V, E%#{)\ €ESpM/x <A< x+h} oo, p(x).

Ainsi, pour vérifier la loi du demi-cercle, il suffit d’extraire le spectre d’une seule ma-
trice de plus en plus grande et de vérifier que ’histogramme, tracé a pas constant, se
rapproche de plus en plus du demi-cercle : les figures 3,4 et 5 en sont des illustrations.
Des explications sur la construction des histogrammes sont fournies dans I’annexe B.1.

Note. Le demi-cercle est une densité asymptotique : la véritable forme du spectre est en
fait quelque chose qui ressemble & un demi-cercle sur [—1, 1] : entre autres les branches
du « demi-cercle » ne sont pas verticales et les valeurs propres ne sont pas bornées%. La
figure 6 est une illustration de ce phénomene.

2 Distribution des valeurs propres : cas uniformément cor-
rélé

Tout d’abord, dans toute la suite on supposera que les coefficients diagonaux sont
nuls : leurs contributions aux valeurs propres sont négligeables devant celles des coef-

6. Mehta a calculé « explicitement » les densités non-asymptotiques dans [1].

13
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FIGURE 4 — Répartition des valeurs propres pour une matrice GOE de taille 1000 et un
pas de 0.05
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FIGURE 5 — Répartition des valeurs propres pour une matrice GOE de taille 10* et un
pas de 0.05
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FIGURE 6 — Répartition des valeurs propres pour 10° matrices GOE de taille 30

ficients strictement sur-diagonaux (O(n) contre O(n?)), coefficients que 1’on appellera
donc désormais simplement « coefficients sur-diagonaux ». En outre, on enlévera les co-
efficients diagonaux du vech qui sera alors de taille N,, = @

Un premier cas que 'on sait traiter quand on sort du GOE est le cas ou tous les

coefficients sont corrélés de la facon suivante :

M; = \/1—pO'Xi—|—ﬁO'Y

ou X; ~Y ~ N(0,1) et o les X; sont indépendants entre eux et avec Y. On remarque
qu’il est aisé d’effectuer des tirages de matrices de ce type a partir de notre programme
qui simule une matrice GOE.

La premiere chose a faire est de vérifier que ’on obtient bien la corrélation attendue.

E[M;M;] = 0® | (1 — p)E[Xi X;] + pE[Y?] + /p(1 — p)(E[X;Y] + E[Y X}])

= o2 pE[Y?]
E[M;M;) = o°p
et on a donc bien p(M;, M;) = %&%@ =p.

Ensuite, on peut regarder ce que 1'on va obtenir. Sur la figure 7 s’apercoit qu’il y a un
pic (« glitch ») isolé, et sur la figure 8 on peut voir que I'on aura a priori un demi-cercle
de rayon /1 — p. Ce « glitch » n’est pas une erreur de calcul ou d’approximation de
la part de Scilab : en effet, si I'on suppose que toutes les valeurs propres ont la méme
loi, d’apres [2] on peut supposer qu’elles se répartissent sur un demi-cercle de rayon a
(note”) . Ainsi, E[\?] = %2 et E[tr(M?)] = 2 : on trouve a = 1 ce qui contredit les
résultats de la figure 8. On doit donc bien prendre en compte le « glitch ».

7. Arnold dit : « in general, the eigenvalues of a large [real symmetric] matrix will be approximately

15
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Il se trouve que I’'on sait exactement ou se trouve cette grande valeur propre : d’apres
[3], on peut dire qu’elle apparait quand |My| > J et elle vaut alors :

J2
Ay = My + —
g 0+M0

ou :

M,
20— oYy
n
J? 9
Z _(1—
—=0-pp

La condition |Mp| > J s’écrit donc |Y| > wln;pp et la valeur propre devient :

(1—p)o® _ np 1—p
g =nVpo¥ + JpoY RN G
Etant donné que Pon s’intéresse & une réalisation donnée de la matrice, on peut dans
un premier temps négliger la condition ainsi que le deuxiéme terme de Ay (n — +00).
On a donc Ay = @Y, et E[tr(M?)] =2 = (n— 1)% + 2 =12(a®+p) dota®=1-p
CQFD.
On peut en fait se passer de I'espérance :

na2

no 68
tr(M?) = A2 = > A2 D RN = ;

A£Xg

Ainsi, le carré du rayon est distribué selon la loi de 2(tr(M?) — A2). 1l faudrait donc
retrancher a tr(M?) le terme Ay = n,/poY au carré pour avoir une idée du rayon.
Or, quand on est face & une réalisation d’une matrice on n’a pas acces au Y. Pour
remédier a ce probléme, on va dire que /poY est la moyenne des coefficients M; =
V1—poX;+ \/poY sur la réalisation de la matrice : on peut alors estimer cette moyenne
par

1
M=—_—> M
Ny i=1
et I'on remplace donc A2 par n2M°. Ainsi, on remplace tr(M?)— A2 par tr(M?) — n?M°;
_ 2
en divisant par n?, le terme devient Jytr(M?) — M= 5 Y MP; — (N%, > Mz) :

On réécrit la premieére somme :

1 2 1 2 1 2 2 2 1 o 2
SO M= 5 Mg+ ) My = nz;Mi,j =5 M

i#j i>j i<j P i=1

distributed according to the semicircle law, if, roughly speaking, all the u; ;’s (i > j) are of the same
order of magnitude and are “independent” of each other », ce qui est le cas ici.

8. Les valeurs propres ne sont ici pas indépendantes, mais ’ergodicité nous permet de conserver la
loi des grands nombres.
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. 2
On a finalement n%tr(MQ) S = NLP S M2~ (Nip > MZ) : c’est exactement 72, Iesti-

mateur de la variance des coefficients sur-diagonaux de la matrice?! Le carré du rayon

. o . _ 9 32 . .
du demi-cercle est donc distribué selon la loi de %nQJQ = 4ns? = 75 ; on obtient ainsi le
résultat suivant.

Conjecture (R. Delannay, G. Le Caér). Soit M est une matrice aléatoire symétrique
réelle dont la taille tend vers Uinfini telle que :

- E[M;]=0
- E[M?] = o?
L’histogramme des valeurs propres de M (w) est un demi-cercle de rayon @ et lhisto-

gramme de ’ensemble des valeurs propres des M(w) est donné par :

2 [t Vu — 22
D(zx)=— ——P_ (du).
T J22 u o2
L’intégrale intervient uniquement pour faire la « somme » des demi-cercles normalisés
(par f—u, u désignant le carré du rayon) obtenus. Revenons maintenant a notre probléme
, . . . —2
de corrélation uniforme : on veut trouver la loi de Z5. On a :
1
52

A > (M; — M)?

O'2 —
= sz(‘/l —pXi+/pY —V1—pX — /pY)?

72 = U2<Z1V; 0) Z(Xz —X)?

En posant Z = 3 (X; — X)?, comme les X; sont indépendantes il est connu que Z
suit une loi X%fol : une démonstration de ce résultat est donnée dans 'annexe D. On a
donc E[Z] = N, — 1, Var Z = 2(N, — 1) et :

B[ %] - S -n-a-p

o\ _ (1-p)? (1—=p)* notoo
var( ) = 2N, —1) =2 0

Ainsi, d’apres 'inégalité de Tchebytchev :

52
ve> 0P (|5 —(1-p)

X
£

>6> < Var(?;) n——+0o0o 0.

La suite (z—z)n converge donc en probabilité vers sa moyenne 1 — p, et donc en loi. On a
donc :

+o0 ) +o0 _ 2 1—p— 2
/ VEZ T, (du) 22tes, / s (duy = Y
22 U po) 22 U 1-p =

9. Cet estimateur est biaisé : il faudrait remplacer Ni par ﬁ pour que son espérance vaille exac-
p P

tement Var(X;). Comme N, — 400, on peut négliger le —1.
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FIGURE 9 — Décalage des valeurs propres pour une matrice 6000 avec p = 0.4

D’ou :

2
D(z) = 1-pV l—p—a?l2¢,

P
On retrouve bien le demi-cercle de rayon /1 — p!
Note. Ce résultat ne dépend pas de la loi de Y.

La figure 9 montre que pour un événement donné, les valeurs propres peuvent étre
légerement décalées du demi-cercle théorique. Sur la figure, sur laquelle on a ajusté un
demi-cercle par moindres carrés, le décalage est de § = —0.0079 : ce décalage provient
en fait de la valeur propre glitch. En effet, tr M = 0 = > A+ A, donc en divisant par n,
0=0+21(Mo+ A‘%) Remarquons que la condition |My| > J est nécessairement satisfaite
s’il y a un décalage, faute de quoi on aurait 6 = 0 (toutes les valeurs propres seraient
sur le demi-cercle). Ainsi, on a § = %1 (Mo + ]‘\%) Dans la matrice de la figure 9, le
Y wvalait 1.9138 : le décalage théorique est donc de —0.0078. On retrouve bien la valeur
ajustée!

En particulier, il faut remarquer que la valeur propre glitch joue un énorme role dans
le moment d’ordre 2 : si A # ), alors E[\?] = 1%4” car elle se répartit sur le demi-cercle
de rayon /T — p. Ainsi, E[tr M?] = & = Y E[N?] +E[A\]] = n% +E[X2] : on retrouve le
fait que le moment d’ordre 2 de Ay vaut %2 (note 10) " ce qui est considérable — et tend
méme vers I'infini! — pour une valeur propre de poids % dans I’histogramme !

10. On avait déja ce résultat avec la formule Ay = @Y.
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3 Distribution des valeurs propres : corrélation par blocs

On entre ici dans le coeur du stage. Pour la corrélation uniforme, ’ordre des coeffi-
cients dans le vech n’importait pas : ici en revanche, la matrice de corrélation va étre
diagonale par blocs et 'ordre dans le vech est donc important. Lorsque 'on fait des
tirages, on le choisit en fait aléatoirement au début et il reste le méme pour toutes les
matrices du tirage.

On suppose que tous les blocs sont identiques; par exemple, une matrice de corréla-
tion que 'on considére est :

1
1)
p

D D
—D

T D
D D
S

3.1 Nombre de blocs constant

On note m > 2 le nombre de blocs : on suppose que m est constant (i.e. %—7: =0).

De plus, on note b(7) 'indice du bloc associé a 'indice i du vech :

M; = /1= poX; + \/poYys

La conjecture dit que I'on « somme » les demi-cercles. Dans notre cas, on peut expli-
citement observer le phénomene : c’est ce qu’illustre la figure 10. On voit bien qu’il suffit
de connaitre la loi du rayon du demi-cercle, donnée par g, pour déterminer la forme
de T'histogramme global. On remarquera que le phénomeéne n’est cette fois plus ergo-
dique : le spectre d’une grosse matrice ne rend pas compte d’une moyenne d’ensemble
de spectres.

En suivant la conjecture, on désirerait donc trouver la loi de g—i Ona:

N N,
B 1 P 2 1 L
72 = Fp Z (MUXZ' + \/ﬁUY},(i)) — Fp Z (mUXi + \/ﬁUY};(i))
i=1 =1
puis :
2 1 2 2
= [(1 — ) X7 + oYy +2¢/p(1 - p)Xz'Ybu)]
P =1
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FI1GURE 10 — Somme de deux spectres

On introduit les notations suivantes :

1
Xi=—S"XxJ
— 1 & ;
J = — sz
ip=1
On continue :
o’ - (1= p) &
1= 1=

- X —(ZYb ) S (%X) (éy’)“’)

Les m blocs sont de tailles égales, donc les blocs sont de tallle

[\

. On a alors :

— m
0’ —_—
= —p Xy Noya g Vel =p) ZY%ZX
o P =1 p ip=1
b(z) =ip
2 P N p(1—p)~
—(1-p) —NQ(ZT;Y%J -2 X(Z pYzb)
P \ip=1 p ip=1
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En simplifiant les N, et en réorganisant les termes on obtient :

i2 _ . _ .
=(1-pXZ—(1—p) X"+ p¥2—pY"

+24/p(1 = p) ZY%( ZX)—Q\/p(l—p)XY (9)

ip=1 b(i)=ip

0-2

D’apres la loi des grands nombres, on a quand n — 400 :
X =0
X2 1

De plus, comme N, > #{i/b(i) =i }(

Z n%Jroo

Enfin, comme m reste fixe quand n varie et comme Y;, est fini on peut en déduire que :

iyib( Z X) Ui Ny

ip=1

Np A .
—2) on a également :

L’équation (9) devient finalement donc quand n est grand :
=2
g 2
;Zl—PﬂLP(YQ—Y) (10)

La variable Y est une N (0,1), donc comme on I’a déja vu la variable Z = m(Y2 — 72)

suit une loi x2,_;. On a donc :
=2
g P2
2~ (1—=p)+ T Xm—1

72 N . 7’ . 7
% est donc & densité et cette densité vaut :
m—1

1 m\ 2z m=3 _ . u—(1-p)
“Mp(m)<2p> [u=(1=p] Z ™ % Lz

La densité des valeurs propres sur le demi-cercle est donc :

2 +o0o _ 2
D(x) = = / VU T B, (du)
T )2 U %
92 rtoo oy — 12 1 m mTil m—3 _u—(1—p)
- Q=T e T 1, d
L ey (5) e aea e T

—1
2 —5 [T v — 12 m=3 _ . u—(1-p)
D)= e (52) VU T (1= )T e
ml(#5) \2p max(1-pa?) U

Les figures 11, 12 et 13 confirment cette forme; les détails des programmes sont
fournis dans I'annexe A.2.
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FIGURE 11 — Répartition des valeurs propres pour 10* matrices de taille 500 avec une
corrélation a 2 blocs identiques et p = 0.5
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FIGURE 12 — Répartition des valeurs propres pour 10* matrices de taille 501 avec une
corrélation a 3 blocs identiques et p = 0.3
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FIGURE 13 — Répartition des valeurs propres pour 10* matrices de taille 500 avec une
corrélation a 5 blocs identiques et p = 0.7

Note. Ce résultat dépend de la loi des termes d’ajout Y, : en effet, on a utilisé le fait
qu’ils sont gaussiens pour dire que la variable m(ﬁ — 72) suit une loi du x2. On peut
donc se demander quels histogrammes on obtient si I’on change la loi des Yj, : cela sortant
d’un contexte physique, j’ai mis quelques résultats (ot les Y;, suivent des lois uniformes)
dans ’annexe E.

3.2 Taille des blocs constante

On suppose maintenant que m varie avec n, et plus précisément que % (la taille des
blocs) est constant avec n. On peut reprendre tout le raisonnement précédent jusqu’a
I’équation (9) :

N

=(1-p) X2~ (1-p)X" +p¥2 - pY”

m 1 -
+2y/p(1=p) 3 Yi | 5 D2 Xi| —2y/p(1-p)XY
b(i)=ip

ip=1 p

9,9
[\]

On a toujours X % 0, X2 % 1 et on a cette fois-ci également les mémes

n—-+00 . .
convergences pour Y car m ——— +400. En revanche, on ne peux plus cuisiner le terme

Z?Z:l Yi, (Nip Zb(i):ib Xi) comme avant justement car la somme sur i, devient de plus
en plus grande. Pour remédier a ce probleme, on pose :

Zi, =Y, Z X
b(i)=ip
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FIGURE 14 — Répartition des valeurs propres pour une matrice de taille 6000, avec une
corrélation par blocs identiques de taille 2 et p = 0.5

Comme les variables X; sont i.i.d. ainsi que les Y;,, comme les X; et les Y;, sont indé-
pendantes entre elles alors les variables Z;, sont elles aussi i.i.d. et d’espérance nulle.
Ainsi,
7 n——+0o00 0
LGN

et comme N, > m on en déduit que NLPZ

devient donc a la limite :

m

w1 Zy, tend aussi vers 0. L’équation (9)

2
=(1-p)=0+p—-0+0-0

9,9
[N}

52 o y .
donc Z; = 1! Ainsi, la densité des valeurs propres devient :

D)= 2 /x VU (du)

T Jz2 U %
2/+oo,/u_l.2
T

™ 2 u

2
D(CC) = ; V 1-— 352 1x2<1

On retrouve donc le demi-cercle de rayon 1 : on observe bien cela sur les figures 14,
15 et 16. On pouvait s’y attendre, car si la taille des blocs est constante alors elle devient
négligeable quand n devient infini et « a la limite on ne distingue plus que les 1 de la
diagonale » : on se retrouve alors dans le cas GOE, d’ou le demi-cercle. En outre, le
phénomene redevient ergodique.

51 (du)

Note. Le résultat ne dépend pas de la loi des termes d’ajout Y;, (cependant, ils doivent
rester i.i.d.).
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FIGURE 15 — Répartition des valeurs propres pour une matrice de taille 6000, avec une
corrélation par blocs identiques de taille 3 et p = 0.3
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FIGURE 16 — Répartition des valeurs propres pour une matrice de taille 6000, avec une
corrélation par blocs identiques de taille 5 et p = 0.7
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FIGURE 17 — Répartition des valeurs propres pour une matrice de taille 8000, avec une
matrice de corrélation avec des blocs identiques de taille 2 et p = 0.5

3.3 Cas pathologiques

On pourrait croire que tous les cas de corrélations par blocs égaux sont traités. En
outre, 'ordre du vech n’est a priori pas rentré en compte : et pour cause, on le choisit
aléatoirement au début de chaque série de tirages. Ainsi, si 'on correle les coefficients
sur-diagonaux deux par deux verticalement (en prenant le coefficient du haut de la
colonne suivante si besoin), on obtient I’histogramme 17; en les corrélant quatre par
quatre verticalement (méme remarque), on obtient I’histogramme 18. On constate que
le modéle n’est plus valide et en particulier le résultat de [2] puisque les valeurs propres
d’une matrice déterministe ne se répartissent plus sur un demi-cercle.

Dans le cadre plus général de corrélations avec des blocs quelconques, on rencontre
également des problémes pour des corrélations par exemple de type Toeplitz (corrélations
par diagonales) ou bien de type Hankel (corrélations par antidiagonales).
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FIGURE 18 — Répartition des valeurs propres pour une matrice de taille 8000, avec une
matrice de corrélation avec des blocs identiques de taille 4 et p = 0.5

Conclusion

On a traité les cas de corrélations par blocs pour des blocs identiques; cependant,
les cas ou les blocs sont de tailles différentes (par exemple [1,2,3,...,n — 1] pour le
cas Toeplitz) ne sont pas traités ici. Avec une approche différente, on peut résoudre des
cas du type deux blocs de tailles différentes, et méme des cas plus généraux avec un
nombre de blocs quelconque et des rapports de taille constant (par exemple [%, %, %]) :
cela revient alors a trouver la loi de la somme de variables gamma, bien siir quand les
variables corrélatives (les Y;,) sont gaussiennes.

I1 est important de préciser que l'origine des « cas pathologiques » (sous-section 3.3)
est pour l'instant mystérieuse ; en particulier, on n’a pas de critere simple pour dire si
le modele va marcher ou non. Peut-étre le critere d’Arnold de [2] suffit, mais il n’est a

premiere vue pas tres simple a manier.
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A Création des différentes matrices

A.1 Cas GOE

function H=genmat (N)
sD=1/sqrt (2% (N+1))
sND=sD/sqrt (2)

H=diag(grand(1,N, ’nor’,0,sD))

for i=1:N-1 do
ajout=grand(1,N-i, ’nor’,0,sND)
H(i,i+1:N)=ajout
H(i+1:N,i)=ajout’
end
endfunction

A.2 Cas de corrélations par blocs identiques

Il serait facile de créer la matrice de corrélation puis de générer les variables en
utilisant la décomposition de Choleski de la matrice de corrélation. Mais voila, on arrive
a une complexité en espace en O(n?) (la matrice de corrélation étant de taille O(n?)). On
va donc simplement générer la matrice GOE puis ajouter a certains coefficients de terme
Y5y qui va corréler. Les coefficients qui sont corrélés entre eux sont choisis de maniere
aléatoire au début de chaque série de tirage : concretement, chaque figure correspond
a un ordre du vech différent. J’ai utilisé le programme suivant, qui peut générer une
corrélations par blocs quelconque (les coefficients de corrélations ainsi que les tailles
peuvent étre différents), ou :

— cor est le tableau des différents coefficients de corrélation ;

— taille_blocs est le nombre de coeflicients qui sont corrélés avec le méme coef-
ficient de corrélation (la somme de ses coefficients vaut alors Np) : la matrice de
corrélation est donc diag(Ji, ..., Jn) ou m est la longueur de taille_blocs (i.e.
le nombre de blocs) et ou chaque J; est un bloc de corrélation uniforme avec un
coefficient de corrélation égal a cor. (i) ;

— indices_mat fourni 'ordre des coefficients dans le vech : c’est une permutation
des indices sur-diagonaux (les coefficients d’une matrice étant indexés de 1 a n?).

function H=cor_blocs(n,cor,taille_blocs,indices_mat)
sD=1/sqrt (2*n+2)
sND=sD/sqrt (2)
m=length(cor)

H=zeros(n,n)
gaussienne_correlative=sND*rand(1,nb, ’normal’)

u=1;v=0
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for i=1:m do
lb=taille_blocs(i) ;rho=cor (i)
v=u+lb-1
r=sqrt (rho) ;rr=sqrt(1-rho)
gaussienne=sND*rand(1,1b, ’normal’)
ajout=rrxgaussienne+r*gaussienne_correlative (i)
k=indices mat(u:v)
p=floor(k/n) ;q=k-p*n;kt=(q-1)*n+p+1
// trouve les indices transposés correspondants
H(k)=ajout
H(kt)=ajout’
u=v+l

end

endfunction

(On aurait aussi pu remplir la partie triangulaire supérieure puis additionner la
transposée.) Le tableau indices_mat est généré grace a la fonction suivante : on rappelle
que les coefficients des matrices a une coordonnée sont indexés de haut en bas puis de
gauche a droite.

function t=cree_indicesmat_aleat(n)
Np=n*(n-1)/2
t=zeros(Np, 1)
i=1
for p=1:n-1 do
t(i:i+p-1)=p*n+(1:p)’
i=i+p
end
t=grand(1, ’prm’,t)
endfunction

Finalement, si 'on veut une matrice de corrélation avec des blocs identiques on a
juste a appeler la fonction cor_blocs avec I'argument rho*ones(1,m) a la place de cor
ainsi que Np/m*ones(1,m) a la place de taille_blocs. On remarque que 'on doit au
préalable s’assurer que % est bien un entier!

Hélas, les problémes ne s’arrétent pas la : la densité théorique, quand elle est don-
née sous la forme d’une intégrale, va étre délicate a tracer sous Scilab. J’ai utilisé les
instructions qui suivent.

function u=integrande(u,x)

u=sqrt (u-x"2) * (u-(1-rho) ) ~ ((nb-3) /2) / (uxexp (nb/ (2*rho) * (u-(1-rho))))
endfunction
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function y=D(x)
b=max(1-rho,x"2)
y=2/%pi* (nb/ (2*rho) )~ ((nb-1)/2)/gamma((nb-1)/2)
*intg(b,max(b+1,10),list(integrande,x))
endfunction

function y=D_tab(x)
y=x
for i=1:length(x) do
y(1)=D(x(1))
end
endfunction

B Graphiques

B.1 Histogramme

La fonction histplot de Scilab est trés efficace pour créer des histogrammes, mais
le probléme est qu’elle ne renvoie aucune information a son propos. En fait, j’ai créé une
fonction qui :

— renvoie I'histogramme des valeurs avec un pas donné en argument ; ’histogramme

est normalisé, c’est-a-dire que les ordonnées sont données par :

1
#échantillon X pas

#classe,

ce qui permet d’avoir une intégrale de 1;

— renvoie dans un fichier .txt les abscisses des milieux des classes ainsi que le pas
et les ordonnées ;

— si la densité théorique d est fournie, le programme rajoute dans le fichier .txt les
valeurs moyennes de la densité théorique sur les classes (ou les valeurs de la densité
théorique aux milieux des classes si la primitive n’est pas calculable), données par :

1 Ti41
— d(x)dx.
pas Jz;

Il faut prendre garde aux effets d’histogramme, c’est-a-dire qu’il ne faut pas trop

tenir compte des points extrémes si la courbe théorique est a support borné.

B.2 Ajustement par la méthode des moindres carrés

On utilise la fonction leastsq de Scilab. Par exemple, pour ajuster un seul demi-
cercle on utilise le script suivant.

function y=demi_cercle(x,r,c)
//r est le rayon, c le centre
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y=zeros (x)

ind=find(abs (x-c)<=r)

y(ind) =2/ (%pi*r~2)*sqrt (r~2-(x(ind)-c)~2)
endfunction

function e=myfun(param,xm,ym)
e=demi_cercle(xm,param(1) ,param(2))-ym
endfunction
//c’est le tableau des différences,
xm (respectivement ym) est le tableau des abscisses (resp. ordonnées)
retourné par la fonction d’histogramme

function [f,r_opt,c_opt]=regression_demicercle(xm,ym,rO,cO)
[f,xopt]=leastsq(list(myfun,xm,ym), [r0;c0])
r_opt=xopt (1)
c_opt=xopt(2)

endfunction

// f est le maximum du carré de 1l’écart (carré de myfun)

entre la courbe théorique et les points expérimentaux

B.3 Temps de calcul

3

Scilab met environ n° secondes pour trouver les valeurs propres d’une matrice de

taille n x 1000.

C Densité jointe des valeurs propres des matrices GOE

En utilisant la définition des matrices GOE, on trouve facilement la densité de pro-
babilité de ces matrices (on note X = vech™!(z)) :

= H Fii(Xaa) T £ (Xig)

i<j

_onexp< : )Hexp< X2>

1<)

fu(z) =Cexp —72 2& Z

En notant A, ..., A\, les valeurs propres (réelles) non classées de X on a donc :

fMﬂﬂ:=Ckmp<—a§iA?+b§iAi+c>

=1 i=1
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En faisant un changement de variables et en intégrant on trouve que la densité jointe
des valeurs propres de Y = ﬁX est (en prenant 02 =1 et m = 0) :

_ 1
gn(A1, ..., Ay) = Cexp <—22)\?> H |Ai = A
=1

1<j

On reconnait a droite la valeur absolue d’un déterminant de Vandermonde : ainsi, la
densité jointe est invariante par permutation donc toutes les valeurs propres ont la méme
loi.

En outre, on obtient la densité a une valeur propre :

hn(m_@/_../<_;i:x$>HyAZ-—Aj\ o .. dh,
=1

1<J

On remarquera que le paragraphe 1.2.2 affirme que :

1 2
lim_h, (/\) = 2V1- 2214
s

D Une loi du y?

Soient X1, ..., X, des variables gaussiennes centrées réduites indépendantes. On pose :

1 n
M==5 X
i=1
n n
T? =3 (X;— M)* =) X7 —nM?
=1 =1

Théoréme 10. La variable T? suit une loi x2_;.

Démonstration. On va introduire les variables Y; définies par Y = HX ou les X; sont
les coordonnées du vecteur X, idem pour Y et ou H est une matrice orthogonale dont

la derniere ligne est (%, R ﬁ) Il faut remarquer qu’une telle matrice existe, par
exemple :

-1 1 0 0

\/2>1<1 \/2>1<1 9

V3x2 V32 3x2 0 0

—1 -1 n—2

\/(n—_l%(n—Q) \/(n—_l)l(n—l) \/(n—_l)l(n—Q) .
\/n({z—l) o \/n(n—l) \/n(n—l) \/n({b—l)

qui est une matrice dite de Helmert. Cette matrice est orthogonale, donc ||Y||, = || X,
ce qui séerit Y2 4+ V2= X3+ + X2
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Les variables X; étant des gaussiennes centrées réduites indépendantes, X est un vec-
teur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance I'identité donc Y également
(car H est orthogonale) : les Y; sont donc des N(0,1) indépendantes. En remarquant
que Y, =+/nM, on a

T2 =X2 4+ + X2 |+ X2 nM?
=Y2 4 +Y2 +Y2 - nM?
=Y2 4+ +Y2 +nM?* —nM?
La variable T2 est une somme de carrés de n — 1 variables A/(0,1) indépendantes : T
suit donc une loi x2_;. O

E Termes d’ajouts non gaussiens

E.1 Uniforme discret

On suppose que les Y;, suivent une loi uniforme sur {—1, 1} ; ils ont bien une espérance
nulle et une variance de 1 (nécessaire pour que les coefficients de la matrice restent avec
une moyenne nulle et une variance de 1). Les calculs menés jusqu’a présent restent
valides, et on arrive donc & I’équation (10) :

[\]

o 5 =2
=1 = 2 _
3= 1l-ptp(Y?-Y7)

On cherche encore une fois la loi de Y2 — Y. Le compte du premier terme est vite
réglé, car comme Y prend les valeurs £1 on a Y? = 1 et donc Y2 = 1. Pour trouver

. . . Y, 41

ce que vaut le deuxiéme terme, il suffit en fait de se rendre compte que ”; ~ Uo,13y-
Ainsi,

ﬁézitle
o 2
olt B ~ B(m,1) et on a finalement :
— 2B -— 2B
Y ~ m_ 22 _ 1
m m

Ainsi,

o2 2B 2 2B 2
—~l—ptp|l—(—=-1) |=1-p(—-1
g m m

On peut donc écrire en quelque sorte :
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FIGURE 19 — Répartition des valeurs propres pour 3000 matrices de taille 1100 avec
une corrélation & 2 blocs identiques et p = 0.5

et plus précisément :

et finalement :

D)= 2 /x o V“u_xQPgQ (du)

o

2 1 (m) [T Vu— 22
T ,;)271 <k) /3E2 T O p(zoyy(du)

m 1—p(2 1) — g2
D(x)iz;z<m>\/ p(% 1) L .
k=0

") a-p(2- 1>2 wisl=p (-1

T )2

En particulier, il y aura toujours un demi-cercle de « base » de rayon /1 — p (pour k =
0) ; en revanche, seuls les cas m pair verront apparaitre le demi-cercle de rayon 1 (pour
k= %) Quelques simulations sont présentées dans les figures a 19 a 21; 'histogramme
n’étant pas un demi-cercle, le phénomene n’est pas ergodique et on doit donc faire
des moyennes d’ensemble. De plus, on doit prendre une taille de matrice assez grande
pour que les demi-cercles soient bien formés; les calculs sont donc trés longs et les
histogrammes ne sont pas parfaits (certains ont nécessité plus de 6h de calcul).

En fait, on peut également donner une expression de la densité pour des blocs de
taille quelconque, plus précisément quand les rapports t;, = % sont constants.
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F1GURE 20 — Répartition des valeurs propres pour 3000 matrices de taille 1110 avec
une corrélation a 3 blocs identiques et p = 0.3
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FIGURE 21 — Répartition des valeurs propres pour 6000 matrices de taille 1704 avec
une corrélation a 4 blocs identiques et p = 0.6
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Le terme )
i _ 7 1 &N, 1 & N
v _Nz::m“’_(]\fz::m )
devient donc

2 m m 2
N Z Npti, Y; ( Z Npts, lb) = Z tiby;f - (Z tiinb)

P ip=1 P =1 ip=1 ip=1
On a toujours Yli = 1, et comme ) ¢;, = 1 il ne reste plus qu’a s’occuper du
deuxiéme terme. Chaque Y;, a une probabilité % de valoir —1 et une méme probabilité
de valoir 1; on a donc directement que, pour (51, .. Em) € {—1,1}™, la probabilité que
=2
(Y1,...,Y) = (e1,...,6m) est de 2% Ona % = (Zlb 1ti, Y4, )?, donc la loi de %
est : 1
P = il
Z% Z 2m l—p(ZT.YL €4 ti )2
(e1,.Em)e{—-1,1}m ip=1 %"
ce que l'on peut écrire plus simplement, en notant t = (t1,...,ty) :
1
Paz = Y grlipet?
7 ee{-1,1}m

Ainsi,

2 +oo /oy — 2

D(z) = = / VUZ T p, (du)
T J 52 u 73
2 1 [+ Vu — 22
=20 Y s e (dw)
m meJp2 U

ee{-1,1}m

2 1 V1—p(e-t)2 — 22
D(.%') = — Z om 2 1x2<1—p(€-t)2
Wse{—l,l}mz 1—p(e-t)

On peut voir ce que cela donne avec des blocs de rapports B, %, ﬂ Les huit combi-
naisons possibles sont :

+i+l+1=1 -14l41l-9
AR DTS I A I Sl
BRSNS B S -
te-1-3=0 —3-3-3=-1

On verra donc apparaitre trois demi-cercles, dont les couples (carré du rayon, occur-
rences) sont (1—p,2),(1—4,4) et (1,2). Ainsi, la densité des valeurs propres est donnée
par :

\/1— — 2 V1-—4—a?
D(JE) 7T23 1 _ $2§1—p+41_7211‘2<1_£ +2m1x2<1
4

On peut voir sur la figure 22 le résultat.
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FIGURE 22 — Répartition des valeurs propres pour 1000 matrices de taille 3000 avec

une structure de corrélation de blocs [%, %, %] et p=20.8

E.2 Uniforme continu

La variance d’une loi uniforme sur [—1,1] est [*, 22 dz — 0% = 2 : pour obtenir une

variance de 1, on va donc choisir Yy ~ \/gu[,m. Les calculs menés restent toujours
valides, et on a donc a I’équation (10) :

72 o))
ﬁzl—P‘FP(YQ—Y)

N . o 2 18 . s
Reste donc a trouver la loi de Y2 — Y™ ; or voila, c’est assez compliqué, et donc pour
simplifier on va se restreindre au cas ot m = 2. On a donc :

— 1 1 2
W—YZQ%ﬂW@—bm+Eﬂ

LR YD) - 07 4P - s
— i(yf +Y5 —2Y1Ys)
:5n—nf

VI_vio §<U1 )2
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FIGURE 23 — Répartition des valeurs propres pour 1000 matrices de taille 1000 avec 2
blocs identiques et p = 0.4

ouy; = \/g Ui, U; suivant la loi uniforme sur [—1, 1]. A l'aide d’un produit de convolution,

on trouve que la densité de U; — Us est x — Q_Tmlmg puis que celle de g—z est :

2 3p
— = 1|1
! 3,,[ 2u— (1) 1 tmpcucirg

La densité des valeurs propres devient :

2 [t _ 2
D(:E) = 7/ EPEQ (du)
T Jg2 U Z
2 /+°° ol 3 1. d
= — - I u
T Ja2 U 3p Q(U — (1 — P)) 1—p<u<l+4§

max(z2,14+2) | /1, — 72
D(x) = 4/ A il —1|du
3p M~ (1= )

En particulier, on remarquera que cette densité est bornée; la figure 23 donne un
exemple d’histogramme.

max(z2,1—p) U
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