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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Représentation d'un groupe fini)

Une représentation d’un groupe fini G est la donnée d'un couple (7, V) ou :
@ V est un C-espace vectoriel de dimension finie,
@ 7: G — GL(V) est un morphisme de groupes.

On dit qu'une telle application = donne a V la structure d’'un G-module.
La dimension de V est parfois appelée le degré de .
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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Représentation d'un groupe fini)

Une représentation d’un groupe fini G est la donnée d'un couple (7, V) ou :
@ V est un C-espace vectoriel de dimension finie,
@ 7: G — GL(V) est un morphisme de groupes.

On dit qu'une telle application = donne a V la structure d’'un G-module.
La dimension de V est parfois appelée le degré de .

Remarque

Par simplicité, on notera souvent g - v ou gv au lieu de (7(g))(v) pour g € Get v € V.
Ainsi, on dira que V est une représentation de G.
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Définitions et premiéres propriétés

Exemples :

@ Soit G un groupe fini et V := C. On considére le morphisme de groupes
m: G — Aut(V) défini par, pour tout g € G, 7(g) :==idy : V — V.
C'est la représentation triviale de G et on la note triv.
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Définitions et premiéres propriétés

Exemples :

@ Soit G un groupe fini et V := C. On considére le morphisme de groupes
m: G — Aut(V) défini par, pour tout g € G, w(g) :=idy : V — V.
C'est la représentation triviale de G et on la note triv.

@ Soit G :=Z/2Z et V := C. On considére le morphisme de groupes
p: G — Aut(V) défini par

p(0) =idy et p(1) = —idy.

On a ainsi une représentation complexe de G de dimension 1.
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Définitions et premiéres propriétés

Exemples :

@ Soit G un groupe fini et V := C. On considére le morphisme de groupes
m: G — Aut(V) défini par, pour tout g € G, w(g) :=idy : V — V.
C'est la représentation triviale de G et on la note triv.

@ Soit G :=Z/2Z et V := C. On considére le morphisme de groupes
p: G — Aut(V) défini par

p(0) =idy et p(1) = —idy.

On a ainsi une représentation complexe de G de dimension 1.

@ Soit G un sous-groupe de GL,(C) et V := C". On considére le morphisme de
groupes
pw: G —  Aut(V) = GL,(C)
A = A

On définit ainsi une représentation de G de dimension n.
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Définitions et premiéres propriétés

Exemple :
Soit n > 2. On va définir deux représentations de &,,.

@ On définit un morphisme de groupes

p: 6, — Aut(C)=GL1(C)
o = (g(0)).

On appelle représentation signature de S, le couple (p, C).
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Définitions et premiéres propriétés

Exemple :
Soit n > 2. On va définir deux représentations de &,,.

@ On définit un morphisme de groupes

p: 6, — Aut(C)=GL.(C)
o = (g(0)).

On appelle représentation signature de S, le couple (p, C).

@ Soit o € &,,. On définit la matrice de permutation de o par

1 sin(j) =1,

Vi<, (Mx)ij:= { 0 sinon.

On définit ainsi un morphisme de groupes

v: 6, — Aut(C")=GL,(C)
T — M.

On appelle représentation matricielle de S, le couple (v, C").
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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Sous-représentation)

Soit (7, V) une représentation d'un groupe fini G. Soit W C V un sous-espace vectoriel
de V.

On dit que (m, W) est une sous-représentation de (7, V) si W est invariant sous I'action
de G i.e. pour tout g € G, on a w(g)(W) C W
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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Sous-représentation)

Soit (7, V) une représentation d'un groupe fini G. Soit W C V un sous-espace vectoriel
de V.

On dit que (m, W) est une sous-représentation de (7, V) si W est invariant sous I'action
de G i.e. pour tout g € G, on a w(g)(W) C W

Proposition

Une sous-représentation d'une représentation d'un groupe fini G est elle-méme une
représentation de G.
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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Représentation irréductible)

Une représentation est dite irréductible si elle n'admet pas de sous-représentation propre
non triviale.
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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Représentation irréductible)

Une représentation est dite irréductible si elle n'admet pas de sous-représentation propre
non triviale.

Exemple :
Toute représentation de dimension 1 est irréductible.
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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Morphisme de représentation)

Un morphisme de représentations ¢ entre deux représentations (m, V) et (p, W) d'un
groupe fini G est une application linéaire ¢ : V — W telle que

v m(g) v
W——Ww
r(g)

commute pour tout g € G Jj.e.

pom(g)=p(g)op, VgeGi.
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Définitions et premiéres propriétés

Definition (Morphisme de représentation)

Un morphisme de représentations ¢ entre deux représentations (m, V) et (p, W) d'un
groupe fini G est une application linéaire ¢ : V — W telle que

v m(g) v
W——Ww
r(g)

commute pour tout g € G Jj.e.

pom(g)=p(g)op, VgeGi.

Proposition

Soit (m, V), (p, W) deux représentations d’un groupe fini G. Soit ¢ : V. — W un
morphisme de représentations.

Alors (7, Ker(p)) et (p,Im(p)) sont des sous-représentations de (7, V) et (p, W)
respectivement.
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Définitions et premiéres propriétés

Exemple :
Soit G :=7Z /27 et V := C2. On définit une représentation (7, V) de G de dimension 2

" (0) = ((1) 2) ot w(D) = ((1’ é)

Alors, on a une application linéaire

T: C — ?
A
A»—)(/\)

qui est un morphisme de représentations de triv dans (7, V).
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Définitions et premiéres propriétés
Proposition

Soit (7, V), (p, W) deux représentations d'un groupe fini G. Alors :
Q la somme directe (p, V @ W) est une représentation de G avec, pour tout g € G

w(g) = (m(g), p(g)) € Aut(V & W),
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Définitions et premiéres propriétés
Proposition

Soit (7, V), (p, W) deux représentations d'un groupe fini G. Alors :
Q la somme directe (p, V @ W) est une représentation de G avec, pour tout g € G

w(g) = (m(g), p(g)) € Aut(V & W),

@ le produit tensoriel (v, V ® W) est une représentation de G avec, pour tout g € G,
pour tout (v,w) € V x W

v(g)(v e w) = (g)(v) ® p(g)(w),
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Définitions et premiéres propriétés
Proposition

Soit (7, V), (p, W) deux représentations d'un groupe fini G. Alors :
Q la somme directe (p, V @ W) est une représentation de G avec, pour tout g € G

w(g) = (m(g), p(g)) € Aut(V & W),

@ le produit tensoriel (v, V ® W) est une représentation de G avec, pour tout g € G,
pour tout (v,w) € V x W

v(g)(v e w) = (g)(v) ® p(g)(w),

@ le dual (7™, V*) est une représentation de G avec, pour tout g € G

(g) =g ) V' o V7,
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Définitions et premiéres propriétés
Proposition

Soit (7, V), (p, W) deux représentations d'un groupe fini G. Alors :
Q la somme directe (p, V @ W) est une représentation de G avec, pour tout g € G

w(g) = (m(g), p(g)) € Aut(V & W),

@ le produit tensoriel (v, V ® W) est une représentation de G avec, pour tout g € G,
pour tout (v,w) € V x W

v(g)(v e w) = (g)(v) ® p(g)(w),

@ le dual (7™, V*) est une représentation de G avec, pour tout g € G

(g) =g ) V' o V7,

Q@ le couple (w, Hom(V, W)) est une représentation de G avec, pour tout g € G, pour
tout ¢ € Hom(V, W)

W(@)(@)(v) = p(g) (¢ (n(g77)(v)), veV.
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Sommaire

e G-modules, représentation par permutation
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G-modules, représentation par permutation

Proposition

Soit G un groupe fini et V un espace vectoriel complexe de dimension finie. On se donne

une application
GxV — V

(g;v) — g-v
vérifiant
@ VYVvevV, lg-v=y,
@ VveV,Vg,heG, g-(h-v)=(gh):v,
@ Vv,weV V\pueCVgeG, g-(Av+uw)=XAg-v)+ ulg-w).
Alors, ceci équivaut a se donner une représentation de G.
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G-modules, représentation par permutation

Construction de la représentation par permutations
Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble S = {si,...,s,}. On considére |'espace
vectoriel engendré par S

CS :={Ais1+ ... + AnSny,  A1,.., A\ € C}.

On étend I'action de G sur S par linéarité en une action de G sur CS de la maniére
suivante

g-(A1s1+ ...+ Ansn) i = Ag - s1) + ... + An(g - sn).
On a ainsi fait de CS un G-module de dimension Card(S).
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G-modules, représentation par permutation

Construction de la représentation par permutations
Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble S = {si,...,s,}. On considére |'espace
vectoriel engendré par S

CS :={Ais1+ ... + AnSny,  A1,.., A\ € C}.

On étend I'action de G sur S par linéarité en une action de G sur CS de la maniére
suivante
g-(A1s1+ ...+ Ansn) i = Ag - s1) + ... + An(g - sn).

On a ainsi fait de CS un G-module de dimension Card(S).

Definition
Soit G un groupe fini agissant sur un ensemble fini S. On appelle le G-module noté CS

construit ci-dessus la représentation par permutations de G associée a S.
De plus, les éléments de S forment une base de CS, appelée base standarde.
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G-modules, représentation par permutation

Exemple :
On considére |'action naturelle de &, sur I'ensemble S := {1, ..., n}. Maintenant, on sait
que CS est un &,-module muni de I'action

o (M1l+...20) = Ao(1) + ... + Ao (n),

pour tout 0 € G,,.
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G-modules, représentation par permutation

Exemple :
On considére I'action naturelle de &, sur I'ensemble S := {1, ..., n}. Maintenant, on sait
que CS est un &,-module muni de I'action

o (M1l+...20) = Ao(1) + ... + Ao (n),

pour tout o € &,,.

On va expliciter le cas n = 3 pour plus de clarté. Soit S := {1, 2,3}.

On se donne 7 := (1 2) et 0 := (1 3 2). Alors, dans la base B :=(1,2,3) de CS, on a les
matrices suivantes

Matp(7) =
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G-modules, représentation par permutation

Exemple :
On considére I'action naturelle de &, sur I'ensemble S := {1, ..., n}. Maintenant, on sait
que CS est un &,-module muni de I'action

o (M1l+...20) = Ao(1) + ... + Ao (n),

pour tout o € &,,.

On va expliciter le cas n = 3 pour plus de clarté. Soit S := {1, 2,3}.

On se donne 7 := (1 2) et 0 := (1 3 2). Alors, dans la base B :=(1,2,3) de CS, on a les
matrices suivantes

010 010
Matg(t) =11 0 0 et Matg(c)=10 0 1
0 01 1 00

Remarque

On peut montrer que les matrices des représentations matricielle et par permutations de
&, sont identiques.
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G-modules, représentation par permutation

On va maintenant construire la représentation réguliére d'un groupe fini. Soit
G :={g1,...,gn} un groupe fini et S := G. G agit sur lui-méme par translation a gauche
via I'action

GxG = G

(g,h) — gh
On peut ainsi définir le G-module suivant

(C[G] = {)\1g1+...+>\,,g,,, ALy ey An E(C}

appelé I'algebre de groupe de G. C'est une algébre ou la multiplication est donnée par
gigi = g« dans C[G] si gigi = gk dans G et par linéarité. On exprime I'action de G sur un
élément quelconque de C[G] par

g (Mig1+ ... + Angn) = A(ggr) + .- + An(ggn), A, Mn€C g€eG.
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Sommaire

© Reéductibilité compléte, lemme de Schur
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Réductibilité compléte, lemme de Schur

Definition

Une représentation V est dite indécomposable si elle ne peut pas étre exprimée comme
somme directe d'autres représentations.
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Réductibilité compléte, lemme de Schur

Definition

Une représentation V est dite indécomposable si elle ne peut pas étre exprimée comme
somme directe d'autres représentations.

Proposition

Une représentation est irréductible si et seulement si elle est indécomposable.
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Réductibilité compléte, lemme de Schur

Definition

Une représentation V est dite indécomposable si elle ne peut pas étre exprimée comme
somme directe d'autres représentations.

Proposition

Une représentation est irréductible si et seulement si elle est indécomposable.

Proposition

Soit W une sous-représentation d'une représentation V. Alors il existe une
sous-représentation W’ de V telle que V=W @ W'.
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Réductibilité compléte, lemme de Schur

Definition

Une représentation V est dite indécomposable si elle ne peut pas étre exprimée comme

somme directe d'autres représentations.

Proposition

Une représentation est irréductible si et seulement si elle est indécomposable.

Proposition

Soit W une sous-représentation d'une représentation V. Alors il existe une
sous-représentation W’ de V telle que V=W @ W'.

Corollaire

Toute représentation est somme directe de représentations irréductibles.
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Réductibilité compléte, lemme de Schur

Théoréme

Toute représentation V d'un groupe fini G se décompose sous la forme

V=V>0q..0 V>,

ol les V; sont des représentations irréductibles non isomorphes, chacune apparaissant
avec la multiplicité a;. Cette décomposition est de plus unique a isomorphisme prés, c’est
a dire au remplacement prés des Vi par des représentations irréductibles qui leur sont
isomorphes.
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Réductibilité compléte, lemme de Schur

Théoréme

Toute représentation V d'un groupe fini G se décompose sous la forme

V=V>0q..0 V>,

ol les V; sont des représentations irréductibles non isomorphes, chacune apparaissant
avec la multiplicité a;. Cette décomposition est de plus unique a isomorphisme prés, c’est
a dire au remplacement prés des Vi par des représentations irréductibles qui leur sont
isomorphes.

Lemme (lemme de Schur)

Soient V et W deux représentations irréductibles de G, et ¢ : V — W un morphisme de
représentations. Alors :

@ ¢ est soit un isomorphisme, soit nul.
@ Si V=W, alors il existe A € C tel que p = A\.Id
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Exemples

Contre-exemple lorsque le groupe G n’est pas fini.

Sur (R, +) avec V = R? on considére la représentation (p, V) définie par p(a) = <(1) i)

et W= {(g) ,X E R}. Alors W est une sous-représentation de V mais ne posséde pas

de sous-représentation supplémentaire.
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Exemples

Contre-exemple lorsque le groupe G n’est pas fini.

Sur (R, +) avec V = R? on considére la représentation (p, V) définie par p(a) = <é i)

et W= {(g) ,X E R}. Alors W est une sous-représentation de V mais ne posséde pas

de sous-représentation supplémentaire.

Exemple de décomposition en représentations irréductibles.

Sur G :=7Z /27 avec V := C? on considére la représentation définie par

0= (5 1) e o= (] o).

Alors V=W @ W’ ou W = Vect((i)) et W = Vect((jl)) sont des

sous-représentations de V.
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Sommaire

o Exemples : groupes abéliens, groupe symétrique S3
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Groupes abéliens

Remarque

Pour toute représentation (p, V') d'un groupe G et tout g € G, p(g) correspond a une
application linéaire bijective V — V. C'est un morphisme de représentations si g € Z(G)
(centre de G).

Sacha Quayle, P-M. Deshouchages (ENS ReiGroupe de lecture : représentations irréductib 22 septembre 2021 21/22



Groupes abéliens

Remarque

Pour toute représentation (p, V') d'un groupe G et tout g € G, p(g) correspond a une
application linéaire bijective V — V. C'est un morphisme de représentations si g € Z(G)
(centre de G).

Proposition

Si G est un groupe abélien fini, alors ses représentations irréductibles sont de dimension 1.
v
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Le groupe 53

Dans Ss, la représentation triviale et la représentation Sz — GL(C), définie par
o.v = €(o)v, sont des représentations irréductibles de degré 1.
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Le groupe 53

Dans Ss, la représentation triviale et la représentation Sz — GL(C), définie par
o.v = €(o)v, sont des représentations irréductibles de degré 1.

Proposition

L'application p : S3 — GL(C?) définie par p(c)(x1, X2, X3) = (Xo(1) Xo(2)s Xo(3)) définit une
représentation de degré 3 sur C3.
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Le groupe 53

Dans Ss, la représentation triviale et la représentation Sz — GL(C), définie par
o.v = €(o)v, sont des représentations irréductibles de degré 1.

Proposition

L'application p : S3 — GL(C?) définie par p(c)(x1, X2, X3) = (Xo(1) Xo(2)s Xo(3)) définit une
représentation de degré 3 sur C3.

Ses sous-représentations sont exactement G = ((1,1, 1)) (associé a la représentation
triviale) et H = { (x1, x2, x3) € C3 x1+x+x3= 0}.

Sacha Quayle, P-M. Deshouchages (ENS ReiGroupe de lecture : représentations irréductib 22 septembre 2021 22/22



Le groupe 53

Dans Ss, la représentation triviale et la représentation Sz — GL(C), définie par
o.v = €(o)v, sont des représentations irréductibles de degré 1.

Proposition

L'application p : S3 — GL(C?) définie par p(c)(x1, X2, X3) = (Xo(1) Xo(2)s Xo(3)) définit une
représentation de degré 3 sur C3.

Ses sous-représentations sont exactement G = ((1,1, 1)) (associé a la représentation
triviale) et H = { (x1, x2, x3) € C3 x1+x+x3= 0}.

Proposition

H est une représentation irréductible de (p, C3).

Proposition

La représentation triviale, la représentation signature et H sont les seules représentations
irréductibles de Ss.
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