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1 Introduction aux opérateurs pseudo-différentiels

1.1 Définition et premieres propriétés
Définition 1.1. Un opérateur différentiel d’ordre m > 0 sur R” est un opérateur de la forme
P = Z aq(x)DY
o] <m

1

oll a,, sont des fonctions régulieres, a, € C*°(R") et Dy, := 5;-0s,.

Remarque 1.2. Attention, parfois le coefficient de D,; change (cf. normalisation de la transformée de
Fourier).

On remarque que Yu € S(R"), Pu(z) = a(x,D)u(z) = [pn 2™ a(z, €)d(z) dE on a(z,§) =
> laj<m @a ()€Y est le symbole de P et 4(§) == [gn u(y)e 2 dy. En effet, Dou(€) = Jgn (D) (z)e™ 228 dx =
Jgn w(@)(=Dy)%e 2™ dy = [, u(2)E¥e~ 2™ dz. done Doy = ¢4,

Ainsi, foo 770z, )0(€) AE = [ (Xjajm aa(@)EAE) A€ = ¥jajcm aa () fyn *E20(E) dE =
Pu.

L’idée de 'analyse microlocale est d’étudier les opérateurs pseudo-différentiels via leur symbole :
transferts de propriétés,. . .

Il est possible de généraliser cette formule au cas ol le symbole a est une distribution tempérée
sur Rz,”& Plus précisément, soit 2 : S(R") x S(R") — S(R?") qui a (u,v) associe €, ot :

Quo(, &) := a(&)v(x)e 228

L’application €2 est sesquilinéaire continue. La sesquilinéarité est claire, et pour la continuité :
xméﬂl@?a?(ﬂu,v)(fv,i) = 27092 (v(2) X, 1y, 02 0(E) (2imz)12€*™¢) donce |$0‘15513§‘23?2(Qu,v)($,f)l <
> finie CarB.n.¢,0 |2 EPOTO(2) ¢ 0(€)| < [Jul (alls|[7]ls < [|ull[v]| (attention, ce sont des semi-normes).

Définition 1.3. Soit a € §'(R?"). On définit I'opérateur suivant :
a(z,Dx) : S(R") - S*(R")
ou §* est 'antidual (i.e. 'ensemble des formes anti-linéaires continues), défini par la formule suivante :
Vu,v € S(R"), (a(z, D2)u, v) s+®&n) 5@) = (@, Quw)s/(R20) 5(R2N)
La distribution a est appelé symbole de 'opérateur a(x, Dz).

Propriété 1.4. L’opérateur a(xz,Dx) est continu.



Démonstration. Comme a € §'(R*"), 3¢ > 0,3k > 0,[{a, Q)| < csup)y, 1B|<k,z, \malﬁai’@ﬂl@’ggﬁuy(x,f)]

c® de 2 < E(Sup|q,|<ky, |81 |<ko,w \xalﬁflu|)(sup|a2|§k27‘52‘§k27 1 9%0|). Ainsi, si u, — 0 (dans 8)
alors Vv € S(R"), (a(x, Dz)uy,v) — 0.

Cette définition est en fait un peu trop générale ; on va considérer des symboles plus réguliers (en
particulier on veut pouvoir composer).

On considere 'espace de Fréchet C°(R™) I'ensemble des fonctions C*°(R) bornées ainsi que toutes
leurs dérivées, muni des semi-normes :

pr(f) == sup |05 f(x)]
z,|al<k

Théoréme 1.5. Soit a € Cgo(RQ”). L’opérateur pseudo-différentiel a(x,Dx) défini précédemment est
continu de S(R™) — S(R™). De plus :

Vu € S(R™), a(z, D) () = / (e, i) d

Remarque 1.6. On prend la transformée de Fourier de u, on multiplie par le symbole et on fait la
transformée de Fourier inverse.
Ll

Démonstration. (a(xz,Dx)u,v)s+s = (a, Quu)s'.s o Ja(z, &) Qo (x, &) de d€

= [a(z, &)a(&)v(z)e? ™ dx d€. On définit U(z) := [ e2™Ea(z, £)a(£) d€. Cela a bien un sens car
(L))"
(1+]zi[2)™
D’apres le théoreme de dérivation sous l'intégrale (¢a va marcher d’apres les propriétés de a), la
fonction U est de classe C*°.

! i / N
DU (z) = xa DIV %IDW( ) DY (e, £)a(€) dé
= Yy 7 [ &P (DY a) (=, )6 (8) dar

—_—
Da (6217rac.§)

a est bornée et u € S donc @ € S donc en faisant apparaitre un on montre 'intégrabilité.

1P D oty=p ,y,y,, [ ™28 (D)™ (Dg/a)(x,g) §7(€)| et en appliquant encore une fois Leibniz

DYu()
on réussi & majorer sup, |[z*DIU ()|, en utilisant les hypothéses sur a, en utilisant que Fourier et la
dérivation sont continues de S dans S on réussit & montrer que U € S(R™). Or, on a (a(x, Dz)u,v) =
Jgn U(x)v(2) dz = (U,v) donc on a U = a(z,Dg)u CQFD. O

Remarque 1.7. On a (u, ¢)s+.s = (u, ¢)s/.s (cf. intégrales).
Remarque 1.8. L’espace de Schwartz S(R?") n’est pas dense dans 'espace de Fréchet CSO(RZ"). En

llz[| =00

effet, V¢ € S(R*"),sup |1 — ¢| > 1 car ¢(z) ——— 0. En revanche, si a € C2°(R?") on peut définir
(on k e N¥) :
1
ar(,€) 1= ala, ) 7 I HE
et cette fois on a ar € S(R™). Mieux que cela, la suite (ax)r>1 est bornée dans C°(R?"), c’est-a-
1

dire Vo € N2, sup(y ¢ ko1 102 cax (2, €)| < oo. Pour cela, on éerit que e 217 HED = gz €) on
G(z,€) = el —|z|> — |€]?) et on conclut.

De plus, ap — a dans l'espace C*°(R?"), i.e. VK compact de R?*" Vo € N7, SUP(z ¢)c K \(8;17&%)(:13, &)—

k—o0

(03 ¢a)(x,§)| —— 0.

Lemme 1.9. Soit (a;) une suite d’éléments de S(R*"™) telle que :



— la suite (ay) est bornée dans C;° ;
— on a la convergence ay — a dans C®(R?").

Alors a € C°(R?") et Vo € S(R™), ag(z, Dx)u S, a(z,Dx)u

Démonstration. Yo € N?", SUPE>1,(a,¢) |07 ek (2, §) = ca < 00 (caractere borné de (ag)). La deuxiéme
hypothése fournit notamment la convergence simple sur R?" de toutes les dérivées. Ainsi, V(z,¢) €
R2" |0 Sa(x €)| < cq donc a € C°. 1 reste & montrer la convergence annoncée dans le théoréme.

Soient «, 3 € N™. On a 2°D?(ax(x,D,)u) — *Dla(z,D,)u) = x°DE((ar — a)(z,D;)u). En
réutilisant une formule de la preuve précédente (que je n’ai pas écrite donc je ne vais pas écrire
ici non plus), en utilisant le fait que (1 + |D¢[?)(e*™¢) = (1 + |z/?)e*™¢ (ot |D¢|?> = Zng), on
remplace le terme oscillant de l'intégrale (i.e. 'exponentielle complexe) d’apres cette formule pour
finalement trouver (+ IPP)

1
1+ |z?

2PD (ap,(x, Dy)u — a(x, Dy)u) = Z

finie

/ €275y (7, €y () A€ = 3 vy ()

ou (by) est bornée dans Cp° et tend vers 0 dans C*° et I'application S 5 u — w,, € S est continue.
On se donne maintenant Ry, Ry > 0. On a vy = vgliz<p, + vk|X| > R2 = A(x) + B(x). On a

B@) < Bupr gy [ 10ul@ Ollwa(€)1d€ < yllballi [ fuwa(€)dS . De plus, A = Ay + Ay avee

| S —
<00 car wy ESCLL
1x
Ay o= MR o, Ay i= e reste. On a A ()] < (supjyi<r, [bule,€) y/ ()] d€, |As(x)| <
‘5|<R2 ~—_———

=cp<00
Jie1> Ry |0k [lLoe [wu () d€. Soit maintenant € > 0 et on choisit Ry > 0 tel que sup, |B(z)| < }% < g
puis Ry > 0 tel que sup,, |[Aa2(x)| < (supy, ||bk||Le) f‘§|>R2 lwy(§)] d€ < § (le premier bout est borné et
l'autre tend vers 0). Or, supjg<g, |bx(z,§)] — 0 car b, — 0 dans C*°. On a finalement bien montré

I€I<R:
que ag(x,Dz)u — a(x,D;)u dans S. O

Remarque 1.10. Les théoréemes sont un peu horribles & démontrer, mais du coup apres ¢a va étre tres
agréable de travailler.

Théoréme 1.11. Sia € CgO(R?&) alors il existe ¢ > 0 tel que :
Vu € S(R"), |la(z, Da)[lL2mny < cllullLz@n)

Par densité de S(R™) dans L2(R"), on peut prolonger de maniére unique l’opérateur a(z,D,) en
un opérateur borné sur L2(R™) qui vérifie :

Vu € L*(R"), |a(z, Da)ullz@n) < lla(z, Do)l 2 genyllullzgen)

Remargue 1.12. La formule a(z,Dy)u(z) = [g. e2™a(z,&)0(€)d€ si a € C°(R?") est valide si
u € S(R™) mais plus forcément si v € L2(R") (prendre a = 1 : I'intégrale n’est plus nécessairement
absolument convergente).

Démonstration. D’apres la densité de I'espace de Schwartz dans L?(R™), il suffit de démontrer que
Je > 0,Yu,v € S(R™), (a(x, Dy)u, v)r2 < c|lulliz||v]r2. On définit py(t) := (1 + [t[*)*/? out k est un
entier pair > %, t € R" ainsi que wy(x,§) = [gn u(y)pr(z — y)"te72™E dy. (On peut remarquer
que w, est la transformée de Fourier partielle de (z,y) + u(y)pr(z — y)~! (c’est la transformée de
Fourier habituelle évaluée en (£,0)).) On montre que w, € C*™ : on utilise pour cela théoréme de

dérivation sous 'intégrale, qui fonctionne grace a u € S et la définition de py, et également 1+ |z| <



L+ [yl + 2 —y| < (1+[y])(1+ ] —y]). De plus, on montre que sup, ¢ |(1+ |z])F&7 020w, (w, €)| < o0
(on dit que £¥e~ % = (—D,)7(e~2"¥¢) + IPP bien siir) ceci Vo, 3,7 € N™.

Montrons que w, € L% : [ |wy(x,&)]?drdé < sup, ¢((1 + |x\)5<§>”|wu(x,§)|)fWdzdm
(O (wi)? :=32¢7)

On v alors [0 2 gy = fin 1902, )2y 08 = o )i —) 2y o = I o) Pl
y)|,2 Fubini fRn |u(y)!2(fRn \pk(x—y)FZ dz)dy) = (IR" 7(14_‘;'2),6 dx)HuH%Z(Rn) donc finalement kuHLQ(RQ") <
CHU||L2(R")- o

Ona A 1= (a(w, Do), V)iee) = fan Ui €47%a(z, €)a(€) d€)olz) d

= Jf alx, €)v(@)e* ™ ([ u(y)e 2™ dy) du d. On a pr(t) = (1+ [H2)F/? = S5 ()|t d'on
pr(De)(eF™@08) = py(x — y)e?™@Y)E) (on rappelle que |Dg¢|? := 3" |Dg,|?) et ainsi e?™@—9)¢ =
(pr(z=y)) " (De) (¥ @=)%). Finalement, A = [[[ a(=, )v(z)uly) (pr(2—y)) " pDe) (> ~¥)%) du dé dy
et par intégration par parties (par rapport a &) on trouve :

A = JJ #75E5(a) [p(Dal(w. ) [ u(mim(e - y)~le ™ dy) dade.

wu(maf)
On remarque que e*™¢5(z) = [ €273 (n)dny donc mpk(Dx)(e%”(&”)) = eme(E—n),
Ainsi :

A= [[nDaae,uae,&) [ oD EDp(a ) V50 dn ) dodg

et ([ T (€= n) () )

e21mTE a0y, (3) (€,)

On distribue ensuite les dérivées de py(Dy) ; il se trouve que I'on doit montrer que || D (wy)[|r2rn) S
lullr2 (i.e. < c-). On trouve alors [|w; |12 < [|v[1,2. Reste & montrer notre inégalité ; on a DY (wy)(x, §) =
July )DV( )(x y)e 278 dy et comme précédemment on a HDV(wu)H%Q = Hu(y)D;(i)(:U—y)H%Q =

IIUHLzIIDV(wu)IILz Or, |} (50)| = O((t) ™), k > % et | DI(G)F2O() (e dt) < o0 O

Remarque 1.13. Le nombre de dérivées nécessaires au contrdle de la norme d’opérateur ||a(z, Dz)| 212 (rn))
est donnée par :
la(x, Da)ll £r2mny) < cn ‘Sl|lp 105 8 allpo (r2n)

al<

1BI<k
ol ¢, est une constante universelle ne dépendant que de la dimension est k un entier pair > 7.

Par exemple, pour n = 1 on prend k = 2 d’ot1 contrdle de la norme de a(x,D,) dans L? par des

semi-normes du symbole a avec des dérivées d’ordre < 4.

1.2 Transformée de Fourier de gaussiennes

L’ensemble C \ R_ est étoilé par rapport a l. On peut deﬁnir la détermination principale du
logarithme par Vz € C\ R_,logz := 35’[1 . e fo = t)+tz = In|z| + iarg z. La fonction log est
holomorphe sur C\R_ et Vz > 0,logx = Inx. Par prolongement analytique, on a Vz € C\R_, el%8? =
zetVz e C,|3z| < m, loge” = 2.

Soit ’y+ I’ensemble des matrices A € M,,(C) symétriques (pas hermitiennes) inversibles telles que

RA := A4 egt positive (pas forcément définie positive).

Remarque 1.14. Ona A = RA+iSA ou RA,SA € M, (C) et SA = A4 T fait que A est symétrique
implique que RA et FA sont symétriques.



L’ensemble v, est étoilé par rapport a I, i.e.
VA€ vy, [In, Al :={(1 =), +tA:t € [0,1]} C v+

Grace a cette propriété, on peut définir :
1
VA € i, log A = / (A= 1) (I + t(A — )"\ dt
0

On vérifie que :
VA €y, et =4

trlog A

Il s’ensuit que VA € v4,det A =e , et on peut ainsi définir :

(det A)_1/2 = e_%tﬂOgA — ]det A|—%e—%%trlog,4

Ezemple 1.15. Si A € S+ (R) alors (det A)~1/2 = |det A|7/2.

Ezemple 1.16. Si A = —iB avec B € S,,(R) inversible ; on peut diagonaliser B : B = PDP~! avec

D = diag(u;) diagonale et P orthogonale. On a log A = log(—iB) = Plog(—iD)P~! (utiliser la

définition du log) d’'ott trlog A = trlog(—iD) = trdiag(log(—iu;)) = > 71 log(—ip;). On utilise

maintenant log z = In |2| + iarg 2z pour z € C\ R_. Ainsi, Strlog A = >77_; arg(—ip;) = —Fsgn(B)
—_———

—5sgn(p;)
ot sgn désigne la signature. Ainsi, det(A)~1/2 = | det B|~1/2¢"3%8n(B),

Proposition 1.17. Soit A € vy. La transformée de Fourier de la gaussienne
'UA(.CC) = 6_7F<Ax7x> c S/(Rn)
est donnée par :
1 _
@(5) = (det A>75677"<A 1gg) c S/(Rn)

ot det(A)~Y? est la quantité définie précédemment. Si A = —iB avec B € S(R™) inversible, on a
ainsi :

F (B2 (€) = vT5p(€) = |det B| 3¢/ T9n(Pemin(BEY
Démonstration. [2, theorem 7.5, volume 1] ou [4, prop. 4.11] O
Lemme 1.18. Soient n > 1 et t € R. On définit Uopérateur :
J = 2P De L S(R2Y) — S'(RYY)

de la facon suivante :
Va € 8'(R2%), F(J'a)(#,€) = 2™ (Fa)(i, €)
On a les propriétés suivante :
1. Jt: 8 — 8’ est continue;
2. Va € 8 Vt,s e R, JT5a = J'(J%a)
3. Jt ‘S(Rifz) est a valeurs dans S(]Rif%) et est continue ;
4.

Va € S(R¥Y),Vt € R* :

. 1 - 1 iTY-
(J'a)(, ) = e EPrePrcla = (W‘“B”') * a) @9 = 1w Jf e a@yctm) dydy

(0 I .
avec B := (In 5),



5. Jt envoie C?(Rf&) dans Cﬁo(Rf&).
Remarque 1.19. D, := %VI = %396; D¢ = %vm,é = %3%5 i-)
Démonstration. 1. Ok car F est continue sur S’ ainsi que la multiplication par une fonction a
croissance modérée.

2. On applique deux fois la définition de J et on utilise la propriété fondamentale de ’exponentielle.

3. Si a € S alors par le théoréme de dérivation sous le signe somme on obtient que J* € C*°. On
écrit :
D,(J'a)(x,€) = g // —EE@0ED oy, ) dydy

(e~ HE (a=v)(6=m))

217r

et par une IPP on obtient |t|" [[ e @yiE- 77)D ya(y,n) dydn. On a alors :

1 _2m () (6=
D;‘Dg = |t|"//€ i (@=y)(€ ”)D;‘Dﬁa(y,n) dydn

Pour montrer que 'on est dans S, il reste a montrer le comportement par rapport a la mul-
tiplication par des puissances de x,&. Pour cela, on utilise le fait que @efrz%(m*y)@*") =
Dy (e — () (e~ M) d’olt une expression pour ze T (@VE Fort de cela on en déduit le
résultat (par IPP :-) ).

4. On a J° = id donc on peut supposer ¢t # 0. Ainsi, F(J'a)(x,&) = €™ (Fa)(z,£) =
emB@8)w8) (Fa)(z,€). On a B symétrique réelle et B2 = Iy, ; ainsi, si A est valeur propre de B
alors A = £1. Comme tr B = 0 on en déduit que sgn(B) = 0 (i.e. autant de 1 que de —1 dans le
spectre) et que det B = (—1)" (produit des valeurs propres). Montrons que F~!(e/™B=2))(X) =

#e—i%<BX,X>_ OI", }-(#e—i:{(BX X))( ) |t|" | det( B/t)| 1/2 sgn(B)e—iﬂ(—thlE,E) _ emt(BE E)_

Rappel : SiTES’,QﬂESalors.@b>0<T€5"ﬁCOO et F(*T) =T dans §'.
Siae S(RQ") Jta = F~ (™ BE2)(Fa)z2)) = F1(e™B)) xq = ﬁ(e‘i%w"') xa)(z, &) =

2iTyn

it Jazn 7 F PO WM (e —y, & —p)dydn = gz [f e ala +y, &+ n) dydy.
5. Tout d’abord, C° C &’ donc J' y est bien définie. Posons, pour a € S (oui ou1) la quantité
prt(y) == (1+2|y|?)*/2 ot k > n est un entier pair. On a Jta(z, &) = \tl” [[e” % TYa(x 4y, E+

2im

n) dydn. De plus, py.1(y) " i (Dy) (™7 ¥7) = SV et g1 () pra(Dy) (€7 T ) = e Y,
Alnsi, J'a(,€) = m JS P () e (Dy) (7 ¥ a(z + y, € + 1) dydn

IPP It\" IIe E V1 ()" (.t (Dy)a) (@ + y, & + ) dydn

- W JI Pra W)™ pie(Dy )€™ WM pra (1) (pra(Dy)a) (z + y, € + ) dydn

= e I e T 1pne(Dy) [k (1) 7 (it (Dy)a) (@ + y, € + n)] dydn
En utilisant la formule du bindome dans la définition de py; on obtient

>lal,181<k Canp S e~ 5T Ta,5(n) (Dg‘Dga)(a: +vy,& +n) dydn par la formule de Leibniz. En dé-

51%,1(77)71
finissant cette derniére quantité comme étant Ja, on remarque que Va € S, Jta = J'a. Cepen-
dant, comme k est un entier pair > n, ||JalLe < ¢ SUP|a) gj<nta ||DgD§HLoo (1) (on prend k

égalan+1oun+2)car [f m dydn < oo (par Fubini 4+ k > n). Ainsi, 'opérateur J*

pour t pair > n est défini sur CgO(R?E’E). Autrement dit, on a prolongé J* & C2°! De plus, comme



les dérivations en x, ¢ commutent avec 'opérateur J¢ (i.e. on peut dériver sous l'intégrale), on

déduit de (1) que |[DID{ Jial|iee < cn IDg D

SUP 3| Fl<n2 aflree.

Il s’ensuit que Jt est continue de Cp° dans Cp°.
1
[t]"

a J'a(z,£) = [[gen €¥™a(x + /][5, € + /[t]7) dgdn. Rappelons que py(y) est défini par
(1+]y|?)¥/2 ot k > n est un entier pair ; ainsi, px(Dy) = (1+|D,|>)*/2 ot [D,|? := 3 Dzj et ainsi
pr(Dy) est un opérateur différentiel (développer avec la formule du binéme). En remplacant la
phase avec les astuces précédentes (on rajoute les dérivées, par exemple pg(€n) ~Lpy (D) (e2™97) =
e2my1) et par IPP on obtient (on remarque que des puissances de |¢| sortent), en utilisant finale-

ment la formule de Leibniz |4 51<k Ca,5(t) [ e2i”y"Ta75,t(n)(D%D§a)(:U—I— VIty, €+ +/Ttn) dydn
avec o g(t) un polynéme en +/|t|. Rappelons que cette derniere formule est I'opérateur que ’on

Posons © = ﬁ; en particulier, dgdn = dydn. Ainsi, en notant € le signe de —t on

a appelé J'a. On a montré que ce derniére opérateur envoie Cp° dans C2° (et est continu) et
que Jt et J? coincident sur S.

On va montrer que Ja = Jta pour a dans C2° (on rappelle qu’a lorigine J* est définie sur S’
et ainsi J'a et bien défini dans §’).

Soit a € C°. On sait qu'il existe une suite (a;) d’éléments de S qui converge vers a dans C*>

1 /.2 2
(cf. une remarque un peu avant dans le cours, on pose ai(z,§) := e #? (@°+¢ )a(a:,f)) avec de
plus (a) bornée dans Cp°.

Pour toute ¢ € S, (J'a, p)s+ s (on rappelle que S* est 'antidual de S) = (J'a, ¢) s/ s ; en écrivant

& = FF~'(¢) on obtient (F(J'a), F~H(9))s,s = (™ Fa, F71(d))s',s = (Fa,* ™ F 1 (§))s,s =

- = {a,J'¢)s+s vrai pour a € §'. (On a utilisé le fait que T ' = Fl(e-2imtatg) =

F(e~2imtat ) = =F(¢).-OnaVo €S, (J'a,9)s+ s = (a0, ] 'P)s+s = [/ a(z, €) T ¢(a, &) dzde =

im [ ag(z, €T é(x, €) dzde = lim(ay, J '¢)s- s = im(J'ay, ¢)s+.s. Or, comme a; € S on a

Jtay, = Jlap donc (J'a,¢)s+s = lim(J'a,P)s+s = lim Jlag(z,&)P(z, &) dzd. En utilisant

la formule précédente Jiay(z,&) = > lal,181<k Cap(t) [f ey T, 5(n) (Dnga)(a: + Ity € +
- ——

Spr(m)~t

COQ
VItIn) dydn, comme ar — a et (az) bornée dans C5°, on peut utiliser le théoréme de conver-
gence dominée pour avoir J'ay(x,§) — Jla(x,€) V(x,§). Ainsi, comme J* : CF° — Cp° est
continu on en déduit que (J'a, d)s+ s = (J'a, Pp)s+.s et c’est que 'on voulait :-D

O

1 2imyn

Remarque 1.20. Par abus de notation, on note pour a € Cf°, Jta(z, &) = T [[e” P alx +y,& +
1) dxdn méme si lintégrale n’est pas absolument convergente. Elle est définie en tant qu’intégrale
oscillante apres un nombre suffisamment grand d’intégrations par parties formelles, grace au terme
oscillant e~ 2

Plus généralement, si (avec (x) := (1 + |z|?)'/? le crochet japonais) 'on a Ya, 3, |8§8§a(1‘,§)] <
{(z,€))™a (pour m € R) alors l'intégrale I := [[ e~ 2™a(y,n) dydn est bien définie en tant qu’inté-
grale oscillante, par la formule I = [ e=>™py.(y) = p(Dy)[pk(n) "' pr(Dy)a] dydn qui est une inté-
grale convergente si k > n + |m]|.

Définition 1.21. Soit a € S'(R™). La distribution compleze conjuguée & a, notée a € S'(R™), est
donnée par :

Vo € S(R"), (@, d)s.s == (a, )51 s

Remarque 1.22. Si a = f € L' on vérifie bien la cohérence de cette définition.

Ezercice 1.23. On vérifie que Vt € R,Va € S'(R*"), Jta = Jta.



2 Classe de Hornander
On consideére la classe de symboles (dite classe de Hornander) ST (R2?") définie par :
STo(R*) := {a € C®(R*,C) : Va, B € N", Teq g > 0,¥2,€ € R", (0507 a) (,€)| < ca (€)™}

oum e R, (&) :=+/1+]E]2.
Ezemple 2.1. P(x,D;) = 3 j4<k @a(z)Dg
Sto
L’espace S{?O(RQ”) est muni des semi-normes suivantes :
Yem(@) = Y a(x, €)(€) V|

(z,6)€R?"
|| +]8]<k

symbole
e

p(x,&) = Z|a|§k aq ()€Y, Si aq € Cpe alors p €

est devient ainsi un espace de Fréchet.

Remarque 2.2. Si my < mgy alors 87 0 < S

Lemme 2.3. Soient m,t € R. L’opérateur Jt envoie S{’?O(]RQ") dans lui-méme de facon continue. De
plus, VN € N,Va € ST,

laf
‘a(e,€) = 3 (Do) (@, €) + ra(t, v, €) € STh

la|<N
ot le reste ry € SN est défini par :

 \N-1
TN(tvxvg) =t /1 wjet [(Dfaz)Na] (13,5) d¢

0
Remarque 2.4. Attention, D = %6 et al :=[]a;l.

Démonstration. On vérifie en utilisant une formule de Taylor qu’en tant qu’opérateur sur S’ :

A k 1(1— N-1
Jt = 2imtDa-De ethax — Z %(Dfax)k _|_/ ¢
: 0

2im0tDy De (tD ) )N d6
e ¢0g

(N —1)!

0<k<N

(immédiat par dualité, par exemple en utilisant la définition de J¢ avec la transformée de Fourier).
Il suffit ensuite de remarquer que
k Daaa

5 Dedn)t = 7t ==
la|=k

(vrai car (Dgdp)F = (2 ng&,pj)k = > aq+-tan—k Ca || D¢;Ox;, il reste & compter). Ainsi,

¢ tle N [P (1=0) sirep,D, N
Tt |az<:N DgoRa -+t /0 Dy (Djfmlade
Gréace a nos estimations des constantes en fonction de ¢, on va pouvoir transférer les propriétés sous
I'intégrale. On va montrer que Vm € R, J! envoie continument ST dans lui-méme; cela impliquera
queV0<0<1,J et((Dg(‘)w)N a) € S{'}]—N ainsi que le reste, en vérifiant que les constantes dépendent
continument de la variable 6. N
SiaeS, Ja= [eX™Vp(y) ™ pr(Dy)pe(n) ™ pr(Dy) (alz + /Ty, & + /) dydn = J*a pour k

pair > n + |m|. Montrons que :



1. lopérateur Jta est bien défini pour a € &7 ;
2. Popérateur J* est continu de ST dans lui-méme;
3. YaeSH,CcS, Ja= Jta;
et on en déduira que J* est continu de Sf dans lui-méme.
Pour montrer la continuité, on utilise 1'inégalité de Peetre :

s Is
vs e Ryve,n e R, X0 < ol gy
()
ot (&) := sqrtl + |z|? est le crochet japonais (exo : utiliser I'inégalité triangulaire pour la norme

cuclidienne). Soit a € Sf'y ; V&, § € N, [DGD{ Jta(x, &)= | JH(DSD{a)(w, )|
< elt) Siapjstzn Haen pr(y)=1pu(n) ' IDFHDE (@ 4 Iy, € + V/[En) | dydy. Cette derniere
eCvi
intégrande est < (€+/[Hn)™ 1811 S (g4 /)™ 181, Or, (-+/[Elm)™ 191 < (&) =191 /Teln) =121
par l'inégalité de Peetre. Ainsi, |D§D§jta(a:,§)\ < <5>m7|5\ si k> n + |m| + |B|, quitte & faire des
intégrations par parties. On a donc bien montré la continuité de J* : S{j — S7%.

On sait que Ya € S(R??), Jta = Jta ; montrons que I’égalité tient pour a € 87’ (qui est inclus dans
S’ donc J? y est bien défini). Pour ce cela, on procéde comme dans la preuve précédente : pour a € 510

&)™ est dans C2°. En considérant nos fonctions ay définies par a(x,§) := efk%(m%'éﬁ)a z,§), on
b
a:
— ((§)"™ag)k est bornée dans Cp°;
o] 2n 0o
= {((§)"ag CRRT, [k — 00](€) "a donc ay iy

;. . S’ T S’
Comme précédemment, on montre par convergence dominée que J'ay — J'a; or, Jta = Jta, =
Jta donc Jta = Jta. O

3 Une algebre d’opérateurs pseudo-différentiels

Théoréme 3.1. Soient a,b € CZ°(R*™). La composition a(x, Dx)b(x, Dz) définie comme un opérateur
de S(R™) dans lui-méme (et également de L2(R™) dans lui-méme) est un opérateur pseudo-différentiel
qui s’écrit de la facon suivante :

a(z,Dx)b(xz,Dx) = (a#b)(x,Dx)
ot le symbole a#tb € CL° est donné par :
(a#tb) (z, €) := ™02 (a(w, € + )by + 2, 6)) [yn=0 (1)
=[], ¥ ate, 6 + by + ,) dyd 2)

De plus, Uapplication # : Cp° x Cp° — C5° est continue pour la topologie d’espace de Fréchet.

Remarque 3.2. On note parfois ¢ au lieu de #.

2imDy Dy Jl

Remarque 3.3. L’opérateur e : Cp° — Cp° est un isomorphisme.

La formule (1) est bien définie car si a,b € C°, la fonction

(y:n) € R*™ = coe(y,n) := a(z, & + eta)b(y + x,€)

est dans Cg°. 11 s’ensuit que Jez ¢ € CX° (ou J := J*) donc on peut considérer sa valeur en (y,n) =
(0,0). Si a,b € S(R™), la formule (2) est bien définie en tant qu’intégrale absolument convergente ; si
a,b € C°, 'intégrale (2) est définie au sens des intégrales oscillantes.



Démonstration. On suppose tout d’abord que a,b € S(R?*"). On sait que a(x,Dz) : S — S est
continue et de méme pour b(x,Dzx). Par le théoréeme de noyau de Schwartz, on a a(z, Dz)u(z) =
Jgn ka(z, y)u(y) dy avec k, € S(R*). On a a(z,Dx)b(x,Dx) = [gn ka(z,y)(b(x,D2)u)(y)dy =
Jrn ka(z,y)(fgn kb(y, 2)u(z) dz) dy. On est dans S donc on peut appliquer Fubini sans probleme donc
ke(x,2) = [gn ka2, y)kp(y, 2) dy (cf. multiplication de matrices, c¢’est normal car le noyau joue le role
de la matrice de 'opérateur).

On a Yu € S,a(z,D;)u = (car a € S donc l'intégrale est ACV) [p. 2™ a(z,)a(€)dé =
JJ ez, E)uly) dyd€ = fon ka(z, y)uly) dy avec K, <a: y) Jen €27 0a(x, €) d€.

On a Vu,v € S, (a(x, Dy)b(x, Dy )u, v) p2mr) = [gn af )b(x, Dy)u(x)v(z) de

= Jer (g Felz, 2)u(z) dz) v(z) dz = [gsn ka way)kb(y, ) (2)v(z) drdzdy

= Jgsn 62”[(9”_9)&(3/_2)77]@(%f)b(y,n)u(z)v(m dzdzdydndg

= Jry Jay € fpan Mm@ a(z, €)b(x, €) dedyla(n) dnfv(z) dx

= Jrn c(z, D,)u(z)v(z) dz car [g. 2™ e(x,n)0(n) dn = c(z, D;)u avec

c(a,n) = [fgen E¥TTVEDa(z, E)b(y,n) dydé = [fgon e > ™ a(z, & + )by + x,7m) dydE et est

bien la formule annoncée.

En effet (en changeant le n en &) e2™PvPn [a(z, & + n)b(y + x,€)] = (théoréme précédent)

Cx,g(yﬂi)
JJ 73Ny ¢(T+y, €+n) dydn done TP Pr(cy ¢ o e—0 = [[ €™ cae(y,n  dydn = c(,€).
——
a(@,&+nb(y+.€)
On a donc montré que Yu,v € S(L"), (a(x,Dyz)b(x,Dy)u,v)12 = (c(x,Dg)u,v)12 donc Yu €
S(R™),a(x,Dy)b(x, Da)u = ¢(2,Dy)u olt ¢(x,€) = [[an e 2™ a(z,n + €)b(y + x, &) dydn
= 0 Dala(x, € +0)b(y + 2,6)]ly.n-o-

Pour 1{1 continuité, on sait que J : Cg° — Cp° est continu. Plus précisément, on a montré que
Yo, B € N",|[DID S al|Loe < Ca,s SUD|a| || <nt2 y\ng’D?*ﬁ’aHLm. Ainsi, Va, 8 € N, [|DSDE Jey ¢l <
Ca SUD || 5 <ns2 DT DY cp elLoe < Zap sUP|ajanya DS [|L SUD|s<nya DL all1. On consi-
dére maintenant I'opérateur C2° x C2° — C2° qui a (a, b) — e*™PvPn{a(z, E+n0)b(y+z, €)]|y =0 = a#b;
I'inégalité précédente nous fournit précisément la continuité de cet opérateur car I'inégalité est indé-
pendante de (z,§).

Montrons que Va,b € Ci°,Vu € S,a(z,Dg)b(x,Dy)u = (a#b)(x,Dy)u (x). On sait déja que (x)
est vraie si a,b € §; on va maintenant faire des approximations. Soient a,b € Cp°; on définit ay, by,
comime avant.

a(x,Dy)b(x,Dy)u = S-limgag(z,D,)b(z,D,)u (par un lemme précédent ; S-lim veut dire que la

convergence a lieu dans S) = S-limy (S-lim;ay (z, Dy )b (z, Dy)u) pour la méme raison et aussi car ay, :
S — S est continu. Il s’ensuit que Yu,v € S, (a(z, Dy)b(x, Dy)u, v) = limy limy(ag(x, D,)by (2, Dy)u, v).
Comme ag, by, € S on a ai(x, Dy)by(z, Dy)u = (ap#bi)(z, Dy)u. De plus, S C CP° donc aip#b; € C2°;
ainsi, (ag(z, Dg)bi(z, Dy)u,v) = [[(ar#br)(z, §) Qo (2, &) dedf (cf. définition du tout début du cours).
On a en fait (ag#b) (2, &) = [[pen e 2™ ay(z,y + n)bi(y + z,£) dydn

B SR (M2) [ em2mvete D 120 (g () Mbu(y + 2, €))pi(m) (pr(Dy)ar) (z, € + 1) dydn on k > n
est pair. On apphquant le théoreme de convergence dominée (on a by — b dans C*> et (b;) est
bornée dans Cp°) on trouve V., &, (arp#b)(z,§) — (ar#b)(x,£). De plus, comme |ap#bl[re <
¢ seminorme(ay) seminorme(b;) donc limy [ (ar#b;)(z, &) Quo(z,§) dadé = [[(ar#bd)(z, §)Qy (2, &) dydn.
<c car (b;) bornée
De méme, limy, [[(ar#b)(z,§)Quu(z, &) dadé = [[(a#b)(x, &)y (x, &) dedé = ((a#b)(z, Dy)u, v)1z.
O

Définition 3.4. Soit A: S(R™) — S*(R") (le dernier espace étant ’antidual) un opérateur linéaire.
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L’opérateur adjoint
A" S(R") — S*(R™)

est défini par :

Vu,v € S(R"), (A*u,v)s+ s = (Av, u) g« ¢

Remarque 3.5. Si A : L? — L2, alors (A*u,v)s+s = [(A*u)v = (A*u,v)12 = (u, Av)2 = [udv =
(Av,u)s= 5.

Théoréme 3.6. Soient a € S'(R*™™) et A = a(z,D,) : S(R*) — S*(R"). L’opérateur A* : S(R") —
S*(R™) est un opérateur pseudo-différentiel

A* = a*(2,D,) : S(R") — S*(R)

CF(E) = CrE(R)
a

. B est continue.
a

ot a* := J'a € 8'(R*™). De plus, sia € C° alors a* € CZ° et

Démonstration. Yu,v € S, (A*u,v)s+s &of (Av,u)g. ¢ = (a(z,Dz)v,u)g« s R0 (@, Qu)s s defa

Qu,v
(a, ) 55 = (@, JJ 'Qup)s s (ot DO signifie « opérateur pseudo-différentiel »). Or, comme u,v €
S(R™) on a Q,, € S(R?) et Qpu(z,£) = 9(Eu(z)e? ™ avec J 1, = [[ 2™ Qyu(x + y, & +
n) dydn (Iintégrale est ACV car Q,, € S) = [[ X ™15(E + n)u(z + y)e~ 2 @EHVERD dydy
= [T D05 (nu(y)e > dydy = 2T f u(y)e2E dy) ([ Bl)e 2T dy) = e a(€)u(a) =
Quo(z, ).
Or, (A*u,v)s+s = (@, JQu)s+s. On a vu que Va € §',V¢ € S, (Jla,d)ss = (a,J 'P)s+s.
Ceci est équivalent & la propriété Va € §'\V¢ € S, (J'a,d)s' s = (a, J'P)s s donc (A*u,v)s+s =
(&, Quo)s s = ((Ja)(xz,Dy)u,v)s+ s dout A* = (Ja(z,Dy). O
es’

S’ — applications linéaires S — S* continues
a +— a(x,Dy)
effet, soit a € &' tel que Vu € S,a(x,D,u) = 0 dans S*. Soit (zg,&) € R?*™ et soit u € S(R")
tel que a(€) = e ™40 et y(z) ;= e~me=70" On a 0 = (a(z,D,)u, v)s+s = (a,Qyp)s s Or,
Quo(z,8) = e—m(lz—zo|*+|E—&0I? o2im2€ Jone on obtient 0 = (e, e—ﬂ(\ﬂﬁ—xo\2+|§—§o|2>s,7s

= [(ae?™€) x (== +E1M)] (5, &) (produit de convolution &' +S). Comme &' *S C &' NC>, on a

(ae?™8) k(e (=I*+1E*) = 0 donc en prenant la transformée de Fourier on obtient e—7(|#[2+[€?) ge2imzé —

T
Remarque 3.7. L’application est injective. En

0 donc comme le premier membre est une gaussienne on obtient ae2™#¢ = 0 donc ae?™¢ = 0 donc
a=0.
En particulier, le symbole d’un ¥ DO est défini de maniére unique.

4 Formules de quantification

On peut quantifier de différentes maniéres une fonction (on dit aussi un hamiltonien) définie sur
I’espace des phases R} x Rg. On considére en particulier la quantification a parametre t € R :

(Opa)u(a) i= [[ ™ Dea((1 = ) + ty. u(y) dyds

Si t = 0, on reconnait la quantification standard : (Opga)u(z) = [[ 2™ @ ¥eq(x, &)u(y) dydé =
Jgn €27 a(z, £)0(€) d¢ donc a(x,D,) = Opa.

Ezemple 4.1. Opg(a(r)§;) = a(x)Dy; ot Dy, = %8%,, et Opo(Xjaj<n @a(T)E) = Xjaj<n @a(2)DF.
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Sit =1, on parle de quantification adjointe.

Ezemple 4.2. Op,(a(x){;) = Dy, a(z) (on multiplie par a puis on dérive, donc) = ( 2)Dy, + 510y, a.
Ainsi, Opy (a(2)&)u = [fgan 95 aly)uly) dydé = fgn €™ €;0(€) = Dyjo = Dy (au).
— ~—
v(y) D/z\jv
La quantification symétrique, obtenue pour ¢t = , est appelée quantification de Weyl'. Elle est

treés utilisée en mécanique quantique car les symboles (hamiltoniens) a valeurs réelles sont quantifiés
en des opérateurs autoadjoint. On dit que a € &’ est a valeurs réelles si a = a (distribution complexe
conjuguée définie précédemment). On a :

¥ (2,D,)ula) i= Opg(@uta) = [[ el a (T12 ¢ uly) dyd

Exemple 4.3. Opi(z4€;) = (car particulier ici) $O0py(2x€;) + $Opy (24&5) = %(kaxj + Dy, 7).

La quantification de Weyl possede des propriétés géométriques remarquables, notamment la pro-
priété d’invariance symétrique (cf. plus tard) : si x : R?® — R2?" est un isomorphisme linéaire
préservant la forme symplectique alors il y a un lien entre (a o )V (z,D,) = a"'(x,D,) (ils sont
conjugués).

On parle aussi de quantification de Feynman :

Op" (au(e) i= [[ | errtre B LA ) ayae = 2 (Opy(a) +Opy(a)

Propriété 4.4. — Les hamiltoniens a valeurs réelles sont quantifiés en des opérateurs autoad-
joints.
— Pas d’invariant symplectique.

Soit a € §?,u,v € S(R"),t € R. L’intégrale suivante est absolument convergente :
Opy(a)u(a) = [[ | ¥ Mea((1 - )z + ty. uly) dyd € €=
R2n

En e, (O (0o = 1] Kol (1)t Ol oy = ]2l e
(1—t)s)v(z — ts) dzdsd€ = [[fgan a(m, )Ry () (2, &) dxdé = (a, Qup(t))sr.s 01 Quo(t) = [pn e 2™ u(a+
(1 —=t)2)v(xr —tz)dz.

Remarque 4.5. Q. »(0) = v(z) [gn e 2™ u(x+2) dz = v(z)e?™E0(€) = Oy, (celui défini au début du
cours). Par la méme démonstration que pour €, ,, on montre que 2, ,(t) € &'(R*") si u,v € S(R")
(c’est une transformée de Fourier partielle).

Définition 4.6. Soit a € §'(R?") et t € R. On définit I'opérateur :
Op.(a) : S(R") — S*(R™)

par Vu,v € S(Rn)7 <Opt(a)u7 U)S*,S = (CL, Qu,v(t»S’,S'

Proposition 4.7. Soit a € S'(R?") ett €R. On a :

Op,(a) = Opy(J*a) = (J'a)(z, Dy)

1. Hermann Weyl.
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Démonstration. Soient u,v € S(R™),t € R* (sit = 0 le résultat est évident car J* = id). J*(Qy,(0)) "=
———

S
297 2'L‘rr : _
e e (Qup(0) (e+y, &4n) dydn = iz [f e ¢ @VED [0, (0)](y,n) dydy = [f e 2D (-
————
v(y)emyni(n)
£) e dady = f o0 —12) ([ alm)e 20 dy)dz = [0 (B) (2.0
u((1—t)z—z
Finalement, (Op;(a)u,v)s+s = (a, Quo(t) )s.5 = (a, Jt (Quw(0))s s = (Jta, Quw(0))s s =
——
JH(Qu,v(0))
(Jta,Qup)s'.s = (J'a)(z,Dy). O

Remargue 4.8. (Op3(a))* =(par la proposition précédente) (OpO(J%a))* = OpO(J(J%a)) = OpO(JJ_%(i) =
Opgy(J %a) Opl( ). Ainsi, si a = a (ou a est la distribution complexe conjuguée) alors I'opérateur

Op 1 (a) est autoad301nt. La réciproque est également vraie (il y a une sorte d’injectivité pour Opy).

Remarque 4.9. On a (Opy(a))* = (par un théoreme précédent) Opy(Ja) = (proposition précédente)
Opl( ) et donc Opy (a)* = Opy(a). Ainsi, (Op"a)*) = 5(Opy(a) + Opy(a))* = 5(Opy(a) + Opy(a)) =

a
Op’a donc si a = a alors Op’(a) est autoadjoint.

5 Retour sur la classe de Hornander

Rappelons que S{)(R") = {a € C*°(R*",C) : Va, € N",3cq 3 > 0,V(z,€) € R*", \32‘8?@(:6,5) <
Coz,ﬁ<€>m_w|}'
Ezemple 5.1. (§)™ € ST.

Ezemple 5.2. Les opérateurs différentiels P = a(x,D;) = 3} j4/<m aa(z)Dg olt aq € C°(R™) sont dans
S7; comme Sy € S’ I'opérateur a(z, D;) est bien défini comme application S — S*.

Théoréme 5.3. Soient m € R et a € S7y. Alors a(z,D;) envoie S dans S de maniére continue, et
on a la formule intégrale (absolument convergente) :

Vu € S(R"),a(z,Dy)u(z) = / 2 (x, £)au(€) dE

Remarque 5.4. La formule n’est pas définie si u € L2(R").

Démonstration. On vérifie que a(z,Dz) = Opy(  a(z,£){§)™™ ) (Dg)™ ;onasimplement écrit
— ~——

€Cp° donc opérateur
operateur continu S—S continu S—S

que a(z, Dy)u(w) = [pn €™ a(z,€)a(§) d§ = [ e* ™ a(w,£)(€) ™ (§)™0(§) d€ = Opy(a(z, €)(6) ™) (Da)™u

(D) ()
ot f(Dg)(u) := F~L(f(&)@) (ot f est une fonction). O

Théoréme 5.5. Soit a € S (attention, pas 810 !); il existe ¢ > 0 tel que :
Vu € S(R"), [la(x, Do)ullpzmny < cflullLzrn)
et Uopérateur a(z,D,) se prolonge de manicre unique en un opérateur borné sur L2(R™).

Démonstration. SRO C Ci° + théoréme précédent. O
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Théoréme 5.6. Soient mi,ms € R, a1 € Sf’(},ag c S{'}f. L’opérateur ay(z,Dy)az(x,D;) : S(R™) —
S(R™) est continu et est donné par :

ay(z,Dy)az(x,D;) = (a1#az2)(x,Dy)

ol ar1ftaz € ST et (ar#az)(x, &) = e*™PvPn(ay(z, & + n)as(y + ©,€)).
Démonstration. Similaire au cas Cp°. O]

Remarque 5.7. La fonction (y,n) = cpe(y,n) = ai1(z,€ + n)as(y + z,€) appartient & S7'j donc
Jeg ¢ aussi; on peut donc bien prendre sa valeur en y,n = 0. C’est aussi égal a ch7£|y—ﬂw7—£ ou
Cre(y,m) == ar(x,n)az(y,&) (& vérifier en tant qu’intégrale oscillante).

Théoréme 5.8. Soient m,s € R el a € S 1l existe ¢ > 0 lelle que :
Vu € S(R™), |la(x, Dy)ullgs < cf|ul|gs+n
L’opérateur a(x,D,) se prolonge de maniére unique en un opérateur borné de H¥*™(R™) dans H*(R").

Démonstration. Rappelons que H*(R") = {u € S(R") : (£)*a € L2(R™)} et |jullgs = |[{(£)%a|r2 (re-
marquons que s n’est pas forcément un entier naturel). On considere b(z, D) := (Dg)%a(x, Dg)(Dy)~
On a (D;)" = Opy((£)"). On a donc (par composition) b = () #a#(§) " € ST o #STo#S1o" " C
ST'0- Ainsi, b se prolonge de maniére unique en un opérateur borné sur L2(R") et a(x,D;) =
(Dy)~%b(x,D;){(Dy)™ 5. On a :

b(z,Dgz)

getm L™ 12 o 12 P s

isométrie continu isométrie

car [|(Dz)™ " ullz = [(§)™ a2 = [[ullge+m et car [Jullus = [[(€)*dll2 = [|(De) ullrz. O

Théoréme 5.9. Soient a1 € Sf:‘ol,ag € 8%2 ot m1,my € R. Le symbole ai1#as de l'opérateur
ai(z,Dz)az(x,Dy) = (a1#a2)(z,Dy) appartient a Sm1+m2 et vérifie le développement asymptotique :

1
VN € N,a1#as = Z —'D?alafaz + ry (a1, az)b(x,Dy)
aeNr ¥
la|<N

. mi+mo—N
ot ry(ai,az) € SL(} 274

m1+mo— |a|

Remarque 5.10. Dga; € Sm1 ol e 0%ay € 81,0 donc leur produit est dans &

Démonstration. On a vu que (a1#a2)(x,§) = JCpely= zn=t ol Cpe(y,m) = ai(z,n)az(y,€). On a

n

vu dans un lemme précédent que Jé,¢(y,n) = Z|a‘<N (D505 e a)(y,n) + rn(y,m) ot rn(y,m) =
_p\N-—-1 ~ .. a o =

o Sl (J2(Dy0,)N e, ) (y,m) 0. Aimsi, (a1#a2)(2,8) = Sjajan o (D505 [a1 (2, m)az(y, M) ly=am—e +7n

D¢ ai (z,1)05 a2 (y,§)

Dg‘m (z,£)0%a2(x,€)

oury(ay,a)(x,§&) = fo L [J((Dy,0,)N (a1(z, ) az(y, €))]ly=zn—¢ d0. La fonction (y,n) — by¢(y,n) =
(€)7™2(D,,0y) N (a1 (, y)ag(y,é)) est dans Sy'j ~N uniformément par rapport aux paramétres (z, &) €

R2". En effet, [0507bg¢(y,n)| = [(€)~™20508 (Dy0y)N (a1 (xn)az(y,€) < C{n)™ A=V avec C indé-
pendante de 2,1, car |9 as(y, €)] < ¢y (€)™ Wy, € et |0 ar(,m)]| < eyln)™ P ¥z, .
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Définissons pxg(y n) = [} (1( 6)1), (J%,¢)(y,m) dO avec Job, ¢ € Sio” N car J9 - Sio — Sio

est continue. D’apres l’umformlte des constantes par rapport au parametre 0, on en déduit que
Pag € S{'B_N uniformément par rapport & (z,¢). En particulier, sup, , ecpn |02y, n){n) "™ | =

co < 400. On a ry(ay,a2)(x,§) = (§)™?pre(x,§) donc ry(ar,az)(x,§)| < co<§>m1+m2_N.
On veut montrer que 7y (a1, az) 6 Sm1+m2 N et on montré que Vz, &, |y (a1, az)| < co(€)m™tma—N,

Ona 0y, rn(ar,az) = Oy, (fo 10" N J(’((D )N (ar(z, &+ n)as(y + :c,§)) lyn=0d0 = rn(0z;a1, a2)+

rn(a1,0:;a2) avec a chaque fo1s TN(SLO ,S16), Aot [0z;rn (a1, az)(z,§)] < éo(&)mtm2=N_De plus,

ager(al, as) = rN(agjal, az )+ry( a1, 8@@2) d’ot1 la valeur absolue < (¢)™1+m2=1=N ot finalement
—_—— N~ N~

ma mi
mq—1 S S mo—1
8170 1,0 1,0 81,0

mi1+mo—N
rN(al, CLQ) c 8176 2 . O

Théoréme 5.11. Soit a € STy avec m € R. L’application

m m
Sto — S
a — a*=Ja

(ot a* désigne le symbole de 'opérateur adjoint) est continue. De plus,

* 1 a o=
VN & N,a = Z JDéaxa‘i_TN(a)
laj<N

Démonstration. Encore une conséquence de la formule de Taylor pour J. 0

6 Faisons de ’algebre

6.1 Développement asymptotique et application

Corollaire 6.1. Soient a; € S{"()l,ag € 87¢ ot my, mg € R. Alors :

(1) a1#tas = ajaz mod Sm1+m2 L.
(i1) ar#as — ag#tay (symbole de [a1(x,Dy), az(x,Dy)]) = 5={a1,a2} mod Sm1+m2 2 ol le crochet
de Poisson est donné par {ai1,as} := ;.‘:1 (%% — %%) Sm1+m2 L.

(#ii) a* =a mod S{’fo_l sia € S7)-
Démonstration. Conséquence directe du développement asymptotique de ai#as. ]

Théoréme 6.2. Soit a € STy un symbole elliptique , i.e. inf; ¢ern % > 0. Il existe un symbole
b e S1p—m tel que :

a(z,D;)b(x,D;) =id + ri(x,Dy)
b(z,Dy)a(x,D;) =id + ro(x,Dy)

ol T1,T9 € Sigo = NimerST- On dit que b(x,D;) est une paramétrixe de a(z,D,).

Remarque 6.3. On a ainsi r1,r9 € H® pour tout s et donc r{,ry € C*°.

Remarque 6.4. Ellipticité de a : 3¢ > 1,V(z, &) € R?™, 1(&)™ < |a(z,£)| < ¢(¢)™ (la premitre partie
traduit I'ellipticité, la deuxieme le S7f).
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Démonstration. Par la remarque precedente = est bien défini ; montrons que ~e S (’]n Par la formule
de Leibniz :

1 ’ / 71
Yol + 18l 2 1,0=00f () = 220] (a3 ) = 3 el Bha” B0 0w (o0 )
(@) +(a",8")
=(af)
Par récurrence, supposons que V|a| + 5] < k — 1, ]8;“86%] < (€)== 18l; on obtient par la formule
ci-avant que \6;‘8? (%) < L(€)7F et par ellipticité < (€)=m=I8l d’on 1e Sio'
On a %#a (€ S10'#S870) = la + {1 avec {1 € 81_5 Hypotheése de récurrence : on suppose qu’il

existe bg,b1,...,by ou b; € 810 I tels que (bg + -+ by)#a = 1 + nyq1 ou Iy € Siév_l
Cas N = O : ok avec by := % € 5176”. Si ok au rang N;on a (bg+ -+ + by)#a = 1 + {y41 on
bj € Sio 7 tys1 € Srg' 1. On choisit byyq = — M € S{N" Onoa (b + -+ + byr)#a =

(b() —+ -+ bN)#a + bN+1#a =1+ €N+1 + bN+1#a. Or, bN+1#a = byyi1a + £N+2 avec KN_;,_Q S
S(m+( m—N-1))—-1 _ 81_(]]\]_2

On utilise un lemme de re-sommation a la Borel.

Lemme 6.5. Soient m € R, (¢j)j>0 une suite de symbole tels que c; € Sfo_j. 1l existe un symbole
c € ST tel que :

CNZCJ’LG VN>OC-ZC]€Sm N-1
j=0 j=0

Par le lemme, il existe un symbole b € S; " 0 tel que b soit une resommation des bj, i.e. VN >
0,b=>7obj+ryoury €SV Ona:

b#a = (bg+---+by+rn)#a= (bo+ - -+bn)#Ha+ry#Ha=1+ lnyy1 +  rNH#a
—— ——

—N-1 (=m—-N—-1)+m
Sio 51,0

donc on a bien b#a =1 mod S_N_1 VN >0 et donc b#ta =1 mod S; °.

De la méme maniére, on constrult ce Sy o tel que a#c =1 mod Si6° 0 - Onadoncb#a=1+r
et affc =1+ 7 ol r,7 € §°. On a b= b#l (ol 1 est le symbole de l'identité) = b#(a#c —7) =
(b#a)#tc — b7 = (1 +r)#c — b#T = c+ s ou s = r#c— b#7 € S;°. On a donc b =c mod Sy 47 ;

ainsi, a#b:a#(c—i—s):a#c—l—a#s:l—i—\?;—i—\c;#\s/eSLgo. O
St St Sig°
| —
S;go

Application 6.6. Soit a € ST elliptique. Il existe b € Sy ", € S ¢° tels que b(z,D;)a(x,Dy) =

id + r(z,D,) donc |u||gs+m = [|b(x,Dz)a(z,Dy)u — r(xz,D )UHH.H»'NL |b(z, Dy)a(x, Dy)ul|gs+m +

|7 (2, Dy )ul[gstm. Or, b € Sy " done b(x, D) : H'™™ — H" continument. Ainsi, ||b(x, Dz)a(x, Dy)ul[gsem <
|a(x, Dz )ullns ; de plus, r(z,D;) € S;6° et donc Vs € R,YN > 0,3cy > 0,Vu € H*F™, ||ul|gstm <
enlla(z, Dy )ullgs + ||lullg-~. Ainsi, si P = a(x, D,) est un opérateur elliptique d’ordre m (a € S7), si

Pu = f € L2(R") pour u € L? alors ||ul|gm < ||f|l12 + ||ulli2 donc u € H™; par exemple, P :=1— A

et a(z,§) = 1+ [ = (€)? € 7 elliptique.

w >0
Démonstration du lemme 6.5. Soit w € C°(R?™) telle que : { V|¢| < 1,w(€) =0  (fonction « trou »).
Vgl > 2,w(§) =1

On construit un symbole ¢ sous la forme V(z,¢) € R?", ¢(x, &) := ] % ci(x, &w (/%) ol (Aj)j>0 est
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une suite de réels tels que Vj > 0; A\; > 1 a choisir convenablement. On remarque que (w <¥)) 0
J>

est une suite bornée de 81170. En effet, pour |a] + |8 > 1:

6)‘ B é 1 6 36

000w (= || =1 (080dw) (| 18Il < 1020wl |

: (xj o) ) % eI T gye
supportée

par A;<[€]<2);

1 3
=% ST S3

et si ||+ |8] =0on a Hw ()\%)HLOO = [Jw|lLe < 4o00.

On peut se ramener au cas m = 0 quitte a multiplier les symboles par (£)™". On consi-
dere le cas m = 0. On va montrer que ¢ € C*®(R?"). Pour ce faire, on va montrer que Va,3 €
N”,Z;’:OS 2.£€R \8§8§cj(x,§)w (/\%) | < +oo (convergence normale) si (A;) est bien choisie, cela
impliquera donc la convergence uniforme de la série et donc on aura bien ¢ € C*.

On a lgj(2,Ow(s] < Ae) O 7 wllieLigza, car A < €] < () = (67 < A7, et on

CJES1 0
. . )
trouve que la quantité initiale est < y(c¢;)||w||1,e (6)72(£)72.81Vj > 1, Aj > max(22(y(c;) |w|lLe)7, 1)
——

<A
="

_J _7 .
alors Vx,& € R™, |cj(z,§)w (5! < ep)lwlre=(22) "3 (3(e)) [wlr=) "1 (€)% < (672 < 55 ce qui
montre la convergence normale de la série, mais sans avoir dérivé.

Soit k > 1; Va, 8 € N, |a| + |8| = k,

NI

020¢ ¢j(2,€) w (f) | < ()€ 7 Ligzn,
—— j

Sip o ST
borné dans S? o
unif. /¢j

ot 7 (c;) dépend des semi-normes de ¢; dans S; ) mais pas de A; ; I'inégalité se poursuit :

< ) (&) TN
car (§) > |£] > A;. Ainsi, si :

2
J

Vi > kA > max(1, 22(c;)) 7 = i

on aura Vz, & € R™, ]838?(@(:):,5)10(%)] < %(@_%_'5' < 2% On choisit alors :

J

(k)
> 3
)\ rél]?i(j ,LLJ

et avec ce choix on obtient Z+ 1 SUD, ¢crn [0f 8 (cj(z, &)w ( )| < Z] Y 55 < +00.

Ainsi, avec ce choix de (\j) ona c € COO(RQ”), et on a meme

k—1 é-

10907 c(x,6)] < 310207 (cj(x, &)w () | + Z 020 (e, u () < (67
j=0 . A . =k A
s;g <L <£>—%—w|
<5

27
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et donc ¢ € 880. Il reste maintenant a vérifie que ¢ possede la propriété annoncée.

N-1 N-1 ¢ +00 w
VN> 1e= 3 = ci(@8) (w(Z) = 1)+ > ¢jlw ul-
i=0 =0 —l =N J

supportée

dans{[€|<2),}

Il suffit de montrer que :

“+oo
S - —co
YN 2>1,) Cj(%f)w(x) €Sty S S5
j=N J
St |a] + |8 =k,
(N k) SR
+00 max(2N,k)—1 y +00
o £ o £ o £
S 1080 (e(w Qu(l < X 18 (G uw) [+ Y 1080 u(s)]
j=N J j=N J_ j=max(2N,k) J

() —i-11<(g) =N -1}

la deuxiéme somme étant < %@r\ﬁl—% et comme j > 2N on a % > N d’ou la somme que 'on
_l’_

L) 1AV, =

i 00
majore par < Z]:max(QNJf) 27

Microlocalisation du théoréme précédent.

Théoreme 6.7. Soient x € S?yo,a € Sy ou m € R. On suppose que inf(, ¢)esupp x \a((g)ﬁ)l >0

o

C e . 7 N . . —b
eLpliciie sur te suppor e . 01 S €, que supp - = . ors 1 existe < €
(ellipticité l t de x). Soit i € 87 tel ¢ C {x =1}. Alors il existe b € Sy tel
que :

b(:[j, Dx)a(:n, D:E) = ¢($a Dx) + ’I”(%', Dx)
ol r €S-
Remarque 6.8. Le symbole b est un inverse a gauche si I'on prend ¢ = 1 dans son support ;-)

Remarque 6.9. Il faut penser & x comme une fonction de troncature.

Démonstration. On consideére le symbole by := X. En utilisant les mémes arguments que dans la

preuve précédente (& savoir la formule de Leibniz), on vérifie que by € S;)". On a bo#a = (X) # a =
: a’ " ~~
~~~ S{Vfo
| S
X + 1 . Par récurrence, il existe by, ...,by avec b; € S; ;"7 tels que (bg + -+ + by)#a = x +
<~ =~ ;
Sto  Sio

évzl(l —x)lj+ N1 oulj € Sig. Pour N = 0 cela vient d’étre fait ; supposons la propriété vraie au

rang N. On choisit by := —% =% INy1 € ngniNil- Ainsi, (bo + -+ + by + byi1)Fa =
a4 ’
SN
Sl,(r)n 1,0
S;(y)n—N—l
X
(bo + -+ bN)# + byr1#a = x + Zj-vzl(l — X)) + Ny + (—EEN-H #a)
—_—
l
_%Wr Onso
—_— s—N-2
s;é\’*l 1,0
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D N+l1 g, . 0 _
onc on trouve x + 317 (1=x)lj +LNn1. Soit ¥ € 7 tel que supp ) C {x = 1}. On a ¢ (bo +
Sto St
N N ~ =~ —~N =
cetbn)#a = Y#(A 2 m (L) N +1) = Y#XH0 Y#(1-x)E)+ ¢ # ny1 . Onremarque
N-1
Sl_,o -

que Vj = 1... N, y#((1 = x)¢j) € S6° car Vk > 1,#(1 — X){j = T o<k 01 DEVIT((1 = X)) +7%

=0 car les supports
sont disjoints

avec 1 € S;g_k.
De plus, ¥#x = 3 jaj<k éDgngX +\7:f/ = Yx + 7k = ¥+ 7k (cf. support). Finalement, ¥4 (bg +
Sie
< 4+ byi1)#a =1 mod Siév_l ; on veut montrer que c’est dans Sié’o. D’apres le lemme de Borel,
il existe b € S1o" tel que b~ Zj:og b; avec b; € Sig"_j i.e. VN >0,b— Z;-V:o b; € Sign_N_l ; posons

N N
b= Y#h € SY #SI T C S On a donc b#ta = ¢#b#a = \1&6— dobi# a TU#(Db)#a

8%
s \W_/
Syg Nt =y mod Sy )/~

Ainsi, VN > 0,b#a = mod Sf,év*l donc VN > 0,7 = b#a — ¥ mod Siévfl donc r € Siooo. On a
bien montré qu'il existe b € Sy ¢* et r € S 5° tels que b(z,Dy)a(z,Dy) = ¢(x,Dy) + r(x, Dy). O

6.2 Inégalité de Garding précisée
C’est un truc de Suédois.

Théoréme 6.10 (Hérnander, 1996). Soit a € S19 ot m € R est telle que ¥(z,€) € R*, a(z,£) > 0,
alors il existe ¢ > 0 tel que :

n N 2 . >
Vu € S(R"), Re(a(z, Dy )u, u)2@mn) —|—c||u||HTl(Rn) 0

Remarque 6.11. Ce résultat a été amélioré par I'inégalité de Fefferman-Phong (remarquons que Fef-
ferman est aussi médaille Fields).

Remarque 6.12. Si a > 0 alors on n’a pas forcément Vu € S(R"), (a(x, Dy)u,u) > 0.
Remarque 6.13. Le terme en ||ul|? est un terme d’erreur, a priori plus petit que le premier terme. En
effet, si a(x,§) := A§)™ € ST alors (a(z, Dy)u, u)r2 = ((Da)™u, u)p2 = H(Dx>m/2uH%2 = HuHIz{m/Q.

Théoréme 6.14. Sous les mémes hypothéses, Icg > 0 tel que :

n w " 2 >
Vu e S(R )7 (CL (1.7 Dx)u7u)L2(R ) + COHU’”HmTl(Rn) 0

0 _
S +Pu=0

Uly—0 = up

Application 6.15. Sim =1 et P := a“(x,Dg) + cp, on cherche a résoudre { 11 existe

(e7t);>0 semi-groupe & contraction? qui vérifie V¢ > 0, ||e_tPH£(L2) < 1etVts>0,e )Py, =

e P (e=*Puyq), la solution étant donnée par V¢ > 0,u(t) = e~ Fuy.

Démonstration du premier théoréme. On peut se limiter au cas m = 1. En effet, supposons le théo-
1—-m
réme vrai pour m = 1. Soit a € STy oum € Raveca > 0. Considérons b(z, D;) := (Dz) 2 a(z,D;)(Dy)

2. Sans commentaire.

19
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—1

3

1— 1-m 1—-m 1-m

Son symbole est b = ()72 # _a_#(&) 2 = (§)72 #(a(§) 2 +r1) avec 11 € §;§ . On a donc
D R A ——
817,10 1—m 14+m
Sl 02 Sl 02
SPo
1-m 1-m 1—m
b= (72 (a{§)2 + 1) +reavec g € Yy done b = a(&)'({E) 2 1 +rg). Ainsi, b =
’ 1 1 \//1
Sio e

S¢S
p+7ravecp > 0, p € 51170 et r € 5?,0- En appliquant le théoréeme pour p = 1, on trouve une
constante ¢; > 0 telle que Yu € S(R™), Re(p(z, Dy)u, u) + clﬂuH%Q(Rn) > 0. Or, Re(p(z,Dy)u,u)2 =

1-m 1-m

Re(b(x,Dg)u,u) — Re(r(x,Dg)u, u)r2. Or, Re(b(z,Dg)u,u) = Re((Dz) 2 a(x,Dg)(Dz) 2 u,u)p2

avec (Dm>l_Tm = Op0(<§>1_Tm) = Op%((@l_Tm) est autoadjoint :-) Ainsi, Re((D,) E a(zx, Dx)<Dx>1_Tmu, w2 =

1-m 1—

m CS
Re(a(z,D;)(Dy) 2 u,(Dy) 2 u)rz. Or, |Re(r(z,Dy)u,u)r2 < ||r(z,Do)|lr2l|ullz <
r(z,D;) € Opy(S7 ) C L(L?), avec ¢ >o.
m—1

Finalement, avec u = (DI>mT_lv avec v € S(R™) on a Re(a(z,Dz)v,v)12 + c1 [|(Dg) 2 ||F2 >
~———

collullfs car

m—1 —1

Re(r(z,Dz)(Dz) 2 v,(Dg) 2z v)p2 < *02”<D1>mTil’UH%2. Ainsi, Vv € S,Re(a(z,Dz)v,v)12 + (1 +
ea)lol m2 20,

On suppose donc a partir de maintenant que m = 1. On peut aussi remplacer a(x,D,) par
a”(z,D,) : en effet, R := a"(x,D,) — a(z,D,) = OpO(J%a) — Opy(a) = OpO(J%a —a). Or, Jta =
a+r avec a € S et r € Sfo_l. Ici m = 1 donc r € 8y C B(L?). Si Re(a®(x,Dy)u, u)2 +
Cllul|Z> > 0 alors Re(a(z, Dy)u, u) = Re(a”(z,Dy)u, u) — Re(Ru,u) > —C|u||fs + [(Ru, u)| > —(c+
||RHB(L2))”UH2- De plus, a est un symbole a valeurs réelles a*(z,D,) est autoadjoint donc Vu €
S(R™),Re(a®*(x,Dy), u)2 = (a®(x,Dy)u, u)re.

Apres toutes ces réduction, il suffit de démontrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vu € S(R™), (a*(x,Dy)u, u)r2 + c|luf|p2z > 0.

Soit ¢ € C(]0, +oof, Ry) telle que [ ¢4t = 1. Onaa(z,€) = a(z,€) [;F° ¢(H)9 = [;F® a(z, &) (t) L

Qv s
<£> o Fa(x,&)o(s(§)) < 45 (intégrale absolument convergente) ; on a Vs > 0, as(x, &) = a(x, &)@(s(£)).
—_—
::as(x9£) 1
Yu,v € S, (@, ’U)LQ = <awu,v>5*75 = <\(£/’ Qu,v(7>8’,5 = ffRQn a(x’g)[Quw(%)](x’g) dedé (jnté_
S Sio %
grale absolument convergente) = [[pa2n ( JoF as(z, €) ds) (7,€) dod€ et par Fubini on obtient
* (Jfizn @5 (2, €)[Qn(H)] (0, €) dwde) % = Jy > (a¥u, vm s

2

Soit I's(x,&) = one=2m (= +51€”) i s > 0. On a (as * Tg)(X) = Jgon as(X — Y)I,(Y)dY ou
X = (2,8 et Y := (y,m). Avec la formule de Taylor avec reste intégrale, on a (as * I';)(X) =
Jazn as(X)Ts(Y) dY + fRQn 1) Yot L (X)YO‘F (V) dY + [gen fol 1-0)a! (X —0Y)Y2T,(Y) dY dé.
Remarquons que [pon I's(Y)dY =1 et ngn yiLs(Y)dY = [pon 1;Ts(Y)dY = 0 (car les intégrandes
sont impaires intégrables). Ainsi, (as * I's)(X) = as(X) + rs(X) ou 75(X) = fol Jran (1 — 0)a’(X
0Y)Y?T'4(Y)dYdd. Montrons que l'opérateur (as * I's)¥(z,D,) est positif, i.e. Vu € S(R"), ((as *
[)%(z,Dy)u,u)z > 0. On a ((as * I')¥u, u)p2 = (cf. plus haut) [fzon(as * Ts)(X)[Quu(3)]X dX =
Jran as(Y)I‘ (X —Y)[Quu(3)](X) dXdY. En remarquant que Iy est paire, on obtient [pa, as(Y)(Is*
[Quu(3)](Y)dY. Comme as(z,€) = a(x,&)d(x, &) > 0 (les deux réels du membre de droite sont posi-

2
tifs), il suffit de vérifier que (I'sx[Quu(3)]) > 0. Ona A = [DexQy 4 (3)](2,€) = [ff 2”6_2”(‘%“"7'2e_QiW(E_")Zu(x—
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y+35)u(z—y—3) dzdydy (car Quu(3 (@, €) = fpn e 2™ u(z+3)u(x
s~%e 22", On obtient alors A = [fzn 22 €™ 2mlyl® /s ~2imtz g3 o=

ylzy—§

Y2=y+s3
y1)u(x — y2) dy1dye. En utilisant l'identité du parallélogramme, on obtient

n/2
()
S

Rappelons que Vu € S(R™), (a®u, u)12 = f0+ (a¥u, u)L2@ = (;roo((as*I‘ )Yu U)L2@ FOO(pwy
d

2512

u(r —y+ 5)u(z —y — 3) dydy.

Avec le changement de variable {

2
/ u(x — y)eZW'Eye_ale dy| >0

0
car agxly = ag+7,. Ainsi, (a®u,u)r2 > — [;F°(r%u, u) 9. 1l suffit donc de montrer que [y (r¥u, u)% =
O(|ul?.). Or par la méme preuve que précédemment on a [;">(r¥u u) = (Q"(z,Dy)u,u)r2 ou
Q(z,&) = [ rs(x, {) . On va montrer que Q € C°, ce qui 1mphquera que Q € B(L?) ce qui
garantira que (%) est vérifie. On a 75(X) = [[gon fo (1 —0)a’(X —0Y)Y2D4(Y)dYdd. On remarque
que Jpon Ny Ls(Y)dY = 0 = [pon yjurl’s(Y)dY pour j # k (par imparité). En procédant a un
développement de Taylor a 'ordre 4 (1), on obtient :

r(X)=3" 82‘,‘8 (X) /]R _YOr(Y)dY - Y

|or|=2 ' |a|=3

/ //Rzn 1_' a{ (X — 0Y)Y*T,(Y)dYdg

SWH (Sa as(X) + a5 ay (X )>+fS(X)

8as

YOI (Y)dY
R2n

ot 7(X) est égal & la derniére intégrale.
~ Montrons que [ 592, as(x €)% € Cf°. L'intégrale est égale a Jobee agja(x,g)qﬁ(s(f))ds =
0z a(x,€)(Jo™ ¢(t) dt) G SPo € G
1
Sio S1o

— Montrons que [5° 182 as(z, €)% € C°. Lintégrale et égale a (on utilise la formule de Leibniz) :

Fo0 ds

=@ aw&) [ S5 + 205 ()00 [ Hs(ON
ralrg [ 28 @)a@«@) + 6/ (5(6))(0% (€2 ds

—@ae) [ oG + 2% <§>a£ja [0

+alr, 9% [ #0F +a0, @207 [ o0

En faisant les comptes, on se rend compte que chaque partie est dans S 0 C &Y (en particu-
lier, O¢; fait baisser I'exposant de 1 et (§)™ € S7}). Il reste a étudier p(X) := & fo Jran (1 —
0)3aS" (X — 0Y)(Y,Y,Y,Y)T5(Y)42dYdd. On rappelle que ay(z,&) = a(z,&)¢(s(€)) ou ¢ €
C§° (10, +00[,Ry). En particulier, supp ¢ C [ko, k1] ot 0 < kg < k1. Or, (£) ~ O(1) (ie. un
grand « oh » dans les deux sens) sur le support de ¢ et Og(¢(s(£))) = ¢'(s(£))s0; ((€)) <
19 (| e, (€ >(E> On vérifie que Voo € N, 3¢, > 0,V€ € R, Vs > 0,[0¢¢(s(§))] < cal€)lo et

donc Vo, B € N*, dc, 3 > 0,Vx, £ € R™, Vs > 0, |8§‘8§as(x,§)| < cup&)t 1Pl < COTBS_H‘B'. Rap-

|7 atw 000600 5

pelons que si A est une forme k-linéaire symétrique alors supjpj— |AT*| ~ SUp)||7y(|=1 |A(Ty, ..., Tg)|-

1<j<k
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S) ) Or, fRn €2i7rn2236727r5|7]|2 dn =
2

n _ T 2 .
on obtient A = [[gan in/Qe 35 (It v2*+Hy—v2f?) e2mE(W1—y2) gy (1 —



Notre derniére inégalité étant équivalente VT = (¢,7), V¢ > 0,3, > 0, ab(X)T| < erlgs(T)4?

0l gs(T) := 1P +57]2. Ona p (T%) = § 5 5 [fan (1-0)°al" V(X —0Y) (T4, Y )T, (V) Y do.

Ainsi, [ (X)TH < 2 [ [fgan [l (X — 0¥) (T, Y] 2P+ 220y 49 S 59 [, g, (T)H/2
<cpaas lgs(T)k/2g5(Y)4/2

2pnf?)%e 210 Asdydn S o0 [fan g6(T)F2e 00 dsdydy < [ go(T)2 ds

[ (12 4 82| 2[2)F/2 ds < & (e + “12\z| )k/2 et donc VT € R?™,Vk > 0,3¢; > 0, [p®) (X)T*|

ck|T|* est c’est exactement dire que p € C5°.

N

O

7 Calcul semi-classique

Définition 7.1. Un symbole semi-classique d’ordre m € R est une famille de fonctions régulieres
a(+,-,h) ((a(-,-, h) € C“(Ri’%)) définie sur l'espace des phases Ry x Rf, dépendant d'un parametre
h €]0,1] et vérifiant :
Va,8 € N*,  sup \8?8?a(x,§, h)]hm_w| < 400
(z,6)ER?"
0<h<1
i.e. Va, 3 € N*, 3co 5 > 0,¥(x,€) € R?™ Vh €]0,1], |8ga§a(x,g, h)| < cagh~ ™18l On note S™ cette
classe de symboles, qui est un espace de Fréchet pour les semi-normes suivantes :
Yem(a) == sup |8§‘8?a(:v,£,h)\hm_m| < 400
(z,6)ER?"

0<h<1
lo|+[8]<k

Remarque 7.2. Le parameétre h se veut étre ’analogue de la constante de Planck ; scl désigne « semi-
classique ».

Ezemple 7.3. a(x,&,h) = b(x, h€) ot b € C°(R?™). Alors a € S

<1 ; on va voir que le calcul symbolique
dans la classe S7y correspond « essentiellement » a un calcul symbolique classique avec le petit

. 1
parametre IGE
Théoréme 7.4. Soit a € Sy avec m € R. L’opérateur
h™a(z,Dg, h) : S(R™) — S(R™)

est continu. De plus, les constantes apparaissant dans les estimations exprimant cette propriété de
continuité sont uniformes par rapport a 0 < h < 1. C’est-d-dire :

Yk >0,3¢ > 0,3¢ > 0,Yh €]0,1],Yu € S(R"), sup |%0°(h™a(x, Dy, h)u)| <c¢ sup |2997ul
o +[BI<k laf+]B1<e

Démonstration. h™a(z, Dy, h) = Opy(h™a(z, &, h) ou (R™a(z, &, h))o<n<1 uniformément bornée dans
Cp°(R?™). Le résultat découle de la propriété b(z,D,) : S(R™) — S(R™) continu si b € C°(R?™) plus
la propriété que les constantes ne dépendent que des semi-normes de b. O

Théoreme 7.5. Soit a € Sy oum € R. L’opérateur :
h™a(x, Dy, h) : L2(R") — L*(R™)
est continu avec une norme indépendante du paramétre 0 < h <1, i.e :

de > 0,Vu € L2(]R”), |la(z, Dy, h)UHLQ(Rn) < himHU”L?(Rn)
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Démonstration. (h™a(x,&, h)o<n<1 est bornée dans C2° plus résultat b(z,D,) : L? — L? continu si
b € Cp° plus contréle de la norme de [|b(z, Dz )| £(1,2) par un nombre fini de semi-normes de b. O

Théoréme 7.6. Soient a; € Si', as € Sioft avec my, mg € R. La composition a1 (x, Dy, h)as(z, Dy, h) :

S(R™) — S(R™) (ou L2(R™) — L%(R") est un opérateur continu, égal a :
(Il(ZE, Dy, h)CLQ(l‘, Dy, h) = ((ll#CLQ)(ﬂf, Dg, h)
ou ar1#as € ST est donné par

scl

(al#a2)(x> ga h) = EQiWDy.Dn ((11(33, 5 + m, h)a2(y + €, 57 h))|y,7l:0

Démonstration. Conséquence directe du résultat connu pour C°(R?™) car (k™ a1 )o<n<1 et (h™2az)o<n<1

sont uniformément bornées dans Cp°, et I'on vérifie que 8%8? (a1#taz)(z, €, h) = e2mPyDy (8?8? la1(x, {4+

7, h)a2(y+xa€7 h)])|ym:0- ]

Théoréme 7.7. Soient a1 € Sy, a2 € Sif, mi,mg € R. L'opérateur a1#as € SSTZfJFWQ admet le

développement asymptotique suivant :
mq—|a m
Sscll Ss012

1 —— ~—/—
VN > 0,a1#as = Z — D¢ ay 0vas +ry(ai,az)
el <N 'SM1+m2—\aI
scl

. N
ot ry(ai,az) € S?dﬁmz

Démonstration. Adaptation de la preuve donnée pour la classe S7. ]
Théoréme 7.8. Soit a € ST} ou m € R. L’application :

m m
scl - scl

a — a"=Ja

est continue, ou a* est le symbole en quantification standard de U'opérateur A* : L2(R") — L2(R") ad-
joint de A = a(z, Dy, h) : L*(R™) — L?(R"), vérifiant Vu,v € L*(R"), (Au, v)12gn) = (U, A*0)12(gn).
De plus, VN >0 :
* 1 -
a* = Z —!Dgaga +rn(a)
lo| <N

ot ry(a) € SN

Démonstration. Adaptation de la preuve donnée pour S7',. O

Corollaire 7.9. Soient a1 € S.}', a2 € Sof avec mi, ma € R. Alors :

(1) a1#tas = ajaz mod S$11+m2_1 ;

. _ )
(i1) a1ftas — ag#a) = %{al, as} mod S:gll+m2 ;
(iii) Ya € STy,a* =a mod ST 1.

En particulier :
(Z) ”al(xﬂ Dy, h)ag({L‘, Dg, h) - (a1a2)(x7 Dg, h)HE(LZ) - O(himlim2+1) ’
(i) [la1(z,Dg, h)ag(z, Dy, h) — as(z, Dy, h)ai (z, Dy, h)|| 2y = O(h™™ 24,

n ( Oa; Oao Oay Jag

Remarque 7.10. On rappelle que le crochet de Poisson est donné par {a1,as} := i=1 96 0 — 9 06
J J J J
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Théoréme 7.11 (Lemme de Borel). Soient m € R et (¢;)j>0 une suite de symboles qui vérifient
cj € 8T 11 existe un symbole ¢ € STy tel que :

scl

N-1
YN >1c— > c¢esSm™
§=0

+
On note ¢ ~ 3775 ¢;.
Démonstration. Adaptation de la preuve précédente. O

Soit (a;) ;>0 une suite de fonctions C2°(R?") ne dépendant pas de h €0, 1]. Alors h/a;(z, h€) € Sszf
donc d’apres le lemme de Borel, il existe a(z, &, h) € S tel que a(z, &, h) ~ Zj:og ha;(z, h€). On a

St

en particulier a(z, &, h) = ag(z,&,h) mod S}

scl -

Définition 7.12. On dit que ag(z,§) est le symbole principal de a.

Soient a, b € 82, tels que a(x, &, h) ~ Zj:og ha;(z, h}i) et b(z, & h) ~ Z;;Og h7bj(z, h€), o (aj)i>0
et (b;) ;>0 sont des suites de fonctions CZ°(R?") ne dépendant pas de h €]0, 1]. Alors a(z, Dy, h)b(z, Dz, h)—

Opy (ao (. h&)bo(x, h€)) € Opy(Sg))-
Soit a € CZ°(R?"); on sait que a(x, hf) € 82;. On a Vu € S(R"),

scl*

(e, hD2)u(x) = Opo(a(a h)u(e) = [ e*™a(a, he)i(g) de

n

~ im(e—y)€ =
Par le changement de variable £ = h¢, on obtient a(z, hD,)u(z) = & [pon P a(z, §)u(y) dydE.
On peut développer le calcul semi-classique dans un cadre légerement différent en définissant la

quantification semi-classique de symboles a € CﬁO(RQ”) ne dépendant pas de h €]0,1] :

1

a(x, hDy)u(z) = W

2im(z—y)€
L e el u(y) dyd

et

1 i (T —
" (& hD,Ju(e) = aula) = oo [ e* M“(m;y)u(y)dydf
R2n

Parlons maintenant de I'inversion des opérateur elliptiques.

Théoreme 7.13. Soit a € SI elliptique dans la classe S, c’est-a-dire :

inf A a(z,&, R)| >0
- . la(z, &, h)l
0<h<1

Il existe un a € S tel que :

b(x, Dy, h)a(z, Dy, h) = idp2@mny +71(z, Dz, h)

a(x, Dy, h)b(x, Dy, h) = idy2gny +72(2, Dy, h)
ot 1,12 € S 7.
Définition 7.14. On dit que b(x,D,, h) est une paramétrixe de l'opérateur a(x,D,, h).
Corollaire 7.15. Sous les hypothéses du théoréme précédent, il existe hy €]0,1] tel que Yh €0, ho],

Vopérateur a(x, Dy, h) : L2(R") — L2(R") est un automorphisme.
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Démonstration. Cela résulte du fait que si R € L(L*(R™)) est tel que ||R| z12rn)) < 1 alors I — R est
un automorphisme de L?(R), d’inverse donné par la série de Neumann (I — R)™! = Y% R*. Dans
notre cas, 7; € S et donc |[rj(z, Dy, h)|| 212y = O(R™) (note?) i.e. YN > 0, [7j(z, Day )|l 212y =
O(RN) ; ainsi, pour h assez petit on peut inverser Tj. ]

Théoréme 7.16. Soient x € SO, et a € 8™ ou m € R tels que inf , e)esupp x(-,-,h) (@, &, 1) >0 et

SC
0<h<1
(e}

soit 1 € SO telle que Y0 < h < 1, suppe C {(z,&) € R*™: x(x,&,h) = 1}. Alors il existe b € S]"
tel que :

b(z,Dq, h)a(x, Dy, h) = (2, Dy, h) + 7(x, De, h)

or e S_>.

scl

Remarque 7.17. 1l faut penser a xy comme une fonction de troncature.
Théoréme 7.18 (Garding). Soita € S,
0. Alors :
(i) 3ho €]0,1],3C > 0,Yh €]0, ho], Yu € L*(R"), Re(a(x, Dy, B)u, u)r2(gny + Chllullf, > 0;
(i1) 3ho €]0,1],3¢ > 0,Vh €]0, ho], Yu € LA(R™), (a® (2, Dy, h)u, w)r2(gny + Chllulf2 > 0.

| un symbole positif, i.e. VO < h < 1,V(z,£) € R?*" a(x, &, h)

Y

Théoréme 7.19 (Inégalité de Fefferman—Phong). Sous les hypothéses du théoréme précédent :

3hg €]0,1],3C > 0,Yh €]0, hol, Yu € L*(R™), (a* (2, Dg, B)u, w)12(gny + Ch*||ullp2 > 0

8 Opérateurs pseudo-différentiels sur un ouvert de R”

Définition 8.1. Soient m € R et  un ouvert de R"”. On définit la classe S|”.(2 x R™) comme
I’ensemble des fonctions a(z,§) € C*°(Q2 x R™) qui vérifient :

VK compact C Q, Vo, 8 € N",Jeg 05 > 0,V(x,§) € K x R",
020 a(w, )| < cx.a,p(€)™
Remarque 8.2. La variable x désigne la position (— peut étre borné) et £ la vitesse (— a priori par

borné).

Ezemple 8.3. Les opérateurs différentiels d’ordre m € N a coefficients C*°(£2) ont des symboles dans
la classe Sjp (2 x R"). En effet, Pu = 37|/<p, aa(®)D3u = [ga 2 q(x, £)a(€) d¢ ou a(z, &) =
Z|a|§m aa(m)fo‘ S SIT(ZLC(Q X Rn)

Théoréme 8.4. Soient Q un ouvert de R™ et a € S.(2 x R™). L’opérateur :

a(w.Du(e) = [ e a(z,)a(6) ds

n

définit un opérateur continu :
a(x,Dg) : C3°(Q2) — C>(2)

Remarque 8.5. Si pour tout u € C§°(§2), on prolonge u par 0 en dehors de son support alors cette
fonction (encore notée u) est dans S(R™).

3. « Notation affreuse a éviter absolument. »
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CSe (2
Remarque 8.6. Rappelons que si (up)n>0 est une suite de C§°(€2) 3 u, on dit que u, 0—5_2% u si AK
- n—-+0o0

compact C € tel que Vn > 0, supp uy,suppu C K et Yo € N, sup,c g |0%up, (z) — 0%u(x)| —T 0.
n o0

Pour C*°(9) c¢’est la méme chose, mais pour tout compact et sans ’hypotheése sur les supports.

Démonstration. On vérifie par le théoreme de dérivation sous le signe somme que 0%[a(z,D,)u] =

2.0<B<a (g) Jrn €278 (2im€) P08 Pa(z, £)0(€) dE. Soit Ko un compact de 2 et u € C3°(R) telle que

suppu C Ko. OnaOnaVa,Vz € K, |0g[a(z, Dy )ul| < Xocpca (3) Jon 28 (2im&)P 09 Pa(z, £)a(€) dE.
Soit K un autre compact inclus dans 2. On a :

Vo € K, |0¢la(x, Do)l < Y (g) | emieh” 92 Pa(a, )] a(6)] ¢

0<B8<L
<< <cCa,p,K(E)™

Ainsi, sup,e i [0 [a(2, Do )u] ()] < e fan () HHm LIS A < esupgepa [(€)™ I HA(E)] fn rrier d,
et par continuité de u — @ dans S on obtient 'existence de ¢; > 0 et k; > 0 tels que la quantlte
précédente soit majorée par c;sup gern  |[2P0u(z)| < éx, SUP wern [0Ju(w)].

[Bl+17I<ko [vI<ko
Finalement, pour tout K, Ky compacts C Q, Jky > 0,3c > 0 tels que Yu € C§°(2),suppu C
Ko, supzex |0%[a(x,Dy)u)| < esup zeq |0%u(x)]. O
lal<e || <ko

Théoréme 8.7. Soient Q un ouvert de R", s € R et a € §.(2 x R™). L’opérateur a(z,D,) définit

un opérateur continu de H3E™ (Q) dans H () o :

e (Q) == {u € £'(Q) CERM) C S'(RY) : 1gu € H*(R™)}

comp
loc () = {u € D'(Q) : V¢ € C§°(Q), pu € H(R")}

com S Rn
En particulier, u, & u <= Vo € C°(Q), puy, w, ou et uy, ¢> u <= lou, M

1qu.
Démonstration. Pour ¢ € C§°(Q2), ¢(z)a(z,Dy) a pour symbole ¢(z) a(:n §) € STH(R™). On sait
—— ——
ce(Q) S

loc

que ¢(z)a(z,D;) : HST™(R™)(D HEL™ (R™)) — H¥(R™) est continu. En particulier, Vu € C§°(2) C

comp

Hﬁgrn%(ﬁ), l'opérateur ¢(x)a(x, Dy)u(r) = [ga 2= g (x)a(z, £)u(E) dE vérifie
Je > 0,Yu € C§°(Q), [|[¢(@)a(z, Dy)ullpsmny < cl|ul[gstm @mny.-

Remarque 8.8. La formule intégrale n’est valable a priori que pour les fonctions de C§°(€2).

L’opérateur se prolonge donc de maniére unique en un opérateur borné ¢(z)a(x, D,) : HST™(R™) —
Hs (R™). O

Théoréme 8.9. Soient Q un ouvert de R™ et a € S'.(2 x R™). L’opérateur :
a(z,D;) : E'(Q) = D'(Q)
défini par
Vo € D(Q), (a(z, D2)u, d)pr ) p) = (U, Vo) s (mr),s@mn)
0t V(&) = [pn ¢(x)a(x, £)e? ™ dz € S(R™), est continu.
Justification de la définition. Formellement, a(z, Dy)u(z) = [zn €2™a(z, £)0(£) d€ et done
(a(z, Da)u, 9)prp = fgn Jpn €7 alz, £)(€) dég(x) dz = fpn A(E) /]R _d(x)a(z,£)e* ™ dz dE.

Vo(£)
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Démonstration. Soit K un compact inclus dans Q. Soit x € C§°(£2) tel que x = 1 au voisinage de K.
On a V¢ € C5°(K),supp ¢ € K, V() = [gn ¢(x)x(z)a(z, £)e* ™ dz.

On considére I'application S'(R"™) 2 ¢ +— T(€) [gn ¥(z)x(2)a(x, £)e? ™ dx; on veut montrer
que T : S(R™) — S(R™) est continue. On a T (&) = (&)™ [gn €27 x (2)a(x, £)(€) "™ () dz. Or, ¢ €
§ donc on peut écrire v = F14 d'oit T4(¢) = (€)b(x, De) F "] ot bly.m) = x(n)aln,y)(y)" €
Co(R?). Or, F~1: & — S continu, b(§,D¢) : S — S continu et (£)™ : S — S continud’ou T : S — S
continu. Il s’ensuit que Vk > 0,3¢ > 0,3¢ > (),sup| fe‘ﬂér . \gaafvgb(g) < csup56R",|a\+\6|§€|§°‘8?¢(£)| <

al+|8|<

CK SUP‘geR" I P(E)].
al|<e
Soit K un compact inclus dans 2. On a V¢ € C5°(S2),supp¢ C K, |(a(z,Ds)u, ¢)p)p)l =

(@(€), Vo(&))si.s| < (cartt € S') csup eepn €90,V H(E)| < ek supgern [02(€)| et donc a(z, Dy )u €

|| +181<k || <E
&0 D'(Q
D'(Q2). On vérifie aisément que u, LACNPNIN a(z,Dy)uy, @, a(z,Dy)u. O

Définition 8.10. Soient 2 un ouvert de R™ et m € R. L’ensemble des opérateurs a(z,D,) pour
a € §7 (2 x R™) définis dans les théorémes précédents est appelé ensemble des opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre m sur ().

Remarque 8.11. Malheureusement, a € S.(Q x R") vérifie a(z,D;) : C5°(2) — C*(2) et NON
a(x,Dyg) : C§°(Q2) — C3°(R) : on ne peut pas composer de tels opérateurs :(

On considére une partition de 'unité localement finie sur Q ouvert de R™, i.e.
b

400
Ve e1=> ¢;(x) ou ;€ Cy([0,1))
7=0

telle que VK C €2 compact, ¢;j|x = 0 pour tout j > 0 sauf pour un nombre fini. De plus, ¢g =
ijsupqujmK#@ ¢j € C5°(9,0,1]) vérifie px = 1 au voisinage de K.
Soit a € §.(€2 x R™). On considere I'opérateur :

Ay = Z Qf)ja(% D.)oru
J,k>0
supp ¢;Nsupp ¢, #0

(pour u € C§°(R2)). Le symbole de 'opérateur ¢ja(x,D,)¢i est donné par (¢;(z)a(x,§))#or(x).
On aa € §L(Q xR et ¢; € C5°(Q) donc ¢;(z)a(z,£) € Sfy. De plus, ¢ € 8Py (!) donc
(px)a(z,§))#dr € ST On définit @; := Ykes; Pk o Jj = {k > 0 : supp¢; Nsupp ¢, # 0}
(ensemble fini car (¢;) est localement fini)). En particulier, ®; € C§°(€2,[0,1]) et ®; = 1 au voisinage
de supp ¢;. Il s’ensuit que Vao € N”, ¢;(x)0% (1 — ®;(z)) = 0. Le symbole de A= > >0 Pja(w, Dy)®;
est donné par a(z,§) = 3,50 (¢j(z)a(z,§))#P;j(z); la somme étant localement finie on a donc

S{’}O
a € S (2 x R") (sur chaque compact la somme est finie).
Onaa—a=a-1-3(pja)#P; =3 dja—>(9ja)#P; =3, (pja) # (1 — ®;), chaque terme
~—— ~——
ST Sun?
étant un # de fonctions a supports disjoint. Ainsi, chaque terme est dans Si o ; la somme étant
localement finie, on en déduit que a —a € S, .°(2 X R") := MyerS)L (2 x R™).

Proposition 8.12. Soient Q un ouvert de R et a € SJ'.( x R™). Il existe un symbole a € S|, (2 x
R™) tel que :
(i) a(z,Dz) —a(x,Dy) € §;°(2 x R™) et envoie E'(Y) dans C*(Q) ;
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(73) Uopérateur a(x,D,) est proprement supporté et :

a(z,Dy) : C5°(2) — C5°(2) continuement
C™ () = C=(Q) continuement

Q)= &) continuement

D'(Q) — D'(Q) continuement

H () = HY oy (Q) continuement

Hy ™ (Q) — Hi, () continuement

(Vs € R).
Remarque 8.13. On dit qu’un opérateur A : D'(V') — D'(U) est proprement supporté si :
(1) VL compact C V,3JK compact C U,suppu € L = supp Au C K :
(7i) VK compact C U, 3L compact C V,suppu C L = supp Au C K°.
Démonstration. On a déja vérifié que a —a € S.;°(2 x R"). On utilise le fait que &'(R™) =

UseRHeomp (€2). L'opérateur, a(z,D;) — a(x, Dy 1 '(Q) = UserHeomp(2) — NserHi, (). On uti-
lise la proposition suivante.

comp

Proposition 8.14 (Injections de Sobolev). Si s > 2 +k ot k € N alors H*(R") < CF(R™).

et donc NgerHj  (Q2) — C=(Q).

Cge ()
—
OnaVu € C§°(2),a(z,Dz)u = 32; ¢j(z) a(x, Dy) ®j(z)u(r). Comme #{j > 0 : supp ®;Nsupp u #
C>(Q)

0} < 4o00. on en déduit que la somme précédente est finie. Ainsi, a(z,Dy)u est une somme finie
d’éléments de C3°(§2) (car ¢; est a support compact) donc a(x,Dg)u € C5°(R2). On vérifie aisément
que a(z,Dy) : C5° () — C5°(€2) est continue.

SiueC>®(Q),Vj>0,u e C5(Q) donc a(z,D,)(Pju) € C®(N).
Ainsi, a(x,Dy)u Z]ZO pja(x, Dy)(Pju) € C(Q) (car la somme est localement finie) ; on vérifie
la continuité.

Soit u € £'(R2) ; en particulier, K := supp u est compact C Q. Ainsi, ®;u = 0 sauf pour un nombre
g'Q)
fini d’indices j > 0. On a donc a(x, Dy)u=3";¢; a(x,D;) (®ju) ; d’aprés la remarque précédent,
—_———
D/(Q)(thm. précédent)
la somme est finie et donc comme ¢; est & support compact on récupére bien a(z, Dy)u € £'(€2). On
vérifie que a(z,D,) : £'(Q) — E'(Q).
g'(Q)
—~
Siu € D'(Q), a(x,Dz)u = 3; ¢ja(z,Dy) (Pju) et comme les ¢; sont & supports compacts, il
—_——
D'(Q)

suffit de vérifier qu’une somme localement finie de distributions reste une distribution. O

Soit a € S (2 xR™) ot m € R et 2 un ouvert de R". Le résultat précédent permet de quantifier
le symbole a en un opérateur proprement supporté noté Opgq par la formule :

Opq(a)u —Z% (2, D) ju € ()
7=0
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ot (¢;); est une partition de I'unité localement finie dans Q et ®; 1= 37 (00 b, Asupp 6,0 k- On a
une application :

Opg : | Se(@ X R™) = () — () /4, (Q)

a = Opg(a) = Opgla)

On vérifie que I'application Opg, : ST (2 x R™) — 9pi(2)/9,°(Q2) ne dépend pas du choix de la
partition de 'unité localement finie.

Remarque 8.15. Si A € ¢, °(Q2) alors A : D'(Q) — C=(). En effet, si u € D'(2) montrons que
Au € C*(R). Pour cela, soit w C £ un ouvert relativement compact et x € C5°(€2) tel que x = 1 sur
w. La distribution yu est bien définie et c’est un élément de £'(Q) C &'(R™) = UserH*(R™). Ainsi,
il existe sp € R tel que xyu € H**(R"), et donc comme x = 1 sur w on a u € Hj, .(w), d’ott (comme

A = Opgla) ot a € §;2° (2 x R")) Au € H°(w) et donc Au € C*(w) (par injections de Sobolev)
et finalement Au € C*°(92).

Théoréme 8.16. Soient 2 un ouvert de R", my, my des réels, a; € S0 (AXR™), az € 2 (QAXR™).
L’opérateur Opg(a1)Opg(az) appartient a i t™1(Q) et vérifie :

VN > 0,0pg(a1)Opg(az) = Opq ( > ;'D?alag‘@) mod ™2 N ()
laj<N

De plus, Opg(a1)* = Opg(aj) mod ¥, >°(Q) ot a* ~ 3 : Dgoga € S5 (2 x R™).

a al

9 Inversion des opérateurs (micro-)elliptiques

Définition 9.1. Soient © un ouvert de R™ et (z0, &) € T*(Q) = Q x (R™ \ {0} (espace cotangent i
). On appelle voisinage conique du point (zg,&n € T*(2) tout ouvert de 2 x (R™\ {0}) contenant
un ensemble du type :

§ &

W(zo,e0) (1) = {(2,8) € @ x (R"\ {0}) : [x — zo| <7, €l Teol

1
< > —
rlel 2 o)

(c’est un secteur angulaire tronqué vers l'origine).

Définition 9.2. Soient a € §. (2 xR™) o m € R et (z9,&) € Qx (R™\ {0}). On dit que le symbole
a est elliptique au point (x,&p) s’il existe un voisinage conique w de (x¢, &) tel que :

la(z,§)]

in >0
(z.)ew €™

Les points de T*(Q) ou a n’est pas elliptique sont dits points caractéristiques.

Définition 9.3. 1. Une fonction a définie sur  x R™ est dite positivement homogéne de degré
m € RsiVe e Q V¢ > 1,Vt > 1, a(x,t€) = t"a(z,§).
2. Une fonction a définie sur Q x (R™\ {0}) est dite positivement homogéne de degré m € R si
Ve e Q,¥¢ € R\ {0},Vt > 0, a(x, t€) = t"a(x,§).

Lemme 9.4. Soient a € S]”.(2 x R™) avec m € R et (z9,&) € Q2 x R™\ {0} tel que a soit elliptique
en (x0,&0). Si b€ S avec m' < m. alors a+b est elliptique en (z0,&).
En particulier, s’il existe a,, € C®(2 x R™) positivement homogéne de degré m telle que :

(Z) am(x(b @) 7é 0;
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(i1) a—ap € STTHOQ X RY) ;

loc
alors a est elliptique en (xg,&p).

Ezemple 9.5. Le symbole de l'opérateur différentiel P =3 <, aq(x)DY est elliptique en (z9, &) €
Q x (R"\ {0}) si et seulement si am(z0,&0) = X|aj=m @a(T0)§5 # 0 car le symbole de P est donné
par a(az,ﬁ) = Z|a|§m aa(x)é-a‘

Remarque 9.6. SiOpg(a1) = Opg(az) ot a; € ST (2xR™) alors Opg(a1—az) = 0 dans 1pi(£2) /19, (2).
Ainsi, Ir € §,2°(2 x R™) tel que (a1 —a2)(x,Dy) = r(x,D;) et Vx € C5°(Q2), x(z)(a1 —a2)(x,Dy) =
x(x)r(x,Dy) € ST et donc en appliquant Op,, comme ce dernier opérateur est injectif on obtient
V(z,€) € R, x(z)(a1 — a2)(z,§) = x(x)r(z,&) et donc a1 —az = r € S ;°(2 x R"). Finalement,
les points caractéristiques des symboles a1 et as sont les mémes. On peut donc définir I’ensemble
caractéristique de 'opérateur pseudo-différentiel Opg(a) ot a € SL.(2 x R™) :

Char := {(z,¢&) € Q x (R™\ {0}) : (z,£) est un point caractéristique du symbole a}

(Char pour characteristic set).

Lemme 9.7 (technique). Soient a € S7.(2 x R™) ott m € R et (x9,&) € @ x (R™\ {0}) tel que a
soit elliptique en (vo,&o). Il existe r > 0 et b € S, (2 x R™) elliptique en (xo,&o) tel que :

Opgq(b)Opg(a) = Opq(0rz0.6) + OPa(p)
—_——
Yps ()

£ _ %o
€l 1€ol
7,,2

soit elliptique en (x9,&0), ot p € S (2 X R™) et O 40¢,(2,€) = X0 (%) X0 (1-—

xo(2r2[€]*) € 87 ot xo € C(R), xo =1 si [t| <1, xo =0 si [t| > 2.
Remarque 9.8. On a 0. 4 ¢y = 1 sur Wiy ¢)(7)-

Définition 9.9. Soient © un ouvert de R", a € §”.(2 x R" et A = Opg(a). On définit le support
essentiel de A, noté essupp(A), comme le complémentaire dans 2 x (R™ \ {0}) de I'ensemble des
points (z9,&) pour lesquels il existe un voisinage conique wy de (z0,&0) tel que a soit d’ordre
—00 SUr W

20,80

x0,£0)" 1.€.

VYN >0,VYo, B €N",  sup  |9g00a(z, &) < +oo

($7§) ew(wo ,€0)

Proposition 9.10. Soient Q un ouvert de R", A € Y721(Q), B € ¢™2(Q) alors AB € ¢1T™2(Q)
et :
essupp(AB) C essupp(A) Nessupp(B)

Démonstration. Si (zg,&) € (essupp(A) N essupp(B))¢ (complémentaire dans 2 x (R™ \ {0})) =
(essupp(A))© U (essupp(B))€, disons (zg, &) € (essupp(A))¢. Cela veut dire que A est d’ordre —oo
dans un voisinage conique de (xg,&p). D’apres le résultat de composition, c’est également le cas de
l'opérateur AB obtenu par composition. ]

Théoreme 9.11. Soient 2 un ouvert de R™ et A € Y71(2). Soit (w0, &) ¢ Char(A) (i.e. A elliptique
en (wo,&o)) ; il existe B € 1" () tel que (x0,&0) ¢ Char(B), il existe R, S € wgs(Q) tels que :

AB=I+R
BA=1+S

ot (g, &p) ¢ essupp(R), essupp(S), i.e. R et S sont d’ordre —oo dans un voisinage conique de (g, &p)-
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Définition 9.12. Soient Q un ouvert de R™ et u € D'(2). Le front d’onde du u, noté WF(u) (pour
wave front set), est défini comme le sous-ensemble de © x (R™ \ {0}) donc le complémentaire est
donné par :

(WF(u))¢ := {(z,&) € @ x (R™\ {0}) : Jw voisinage conique de (z,§),Vm € R,Va € S§I'.(Q x R"),

supp(a) Cw = Opgq(a)u € C*()
Remarque 9.13. Siu € C*(Q) alors Vm € R,Va € §].(2), Opg(a) : C*(2) = C*=°(£2) donc WF (u) =
0.
Proposition 9.14. Soient Q un ouvert de R™ et u € D'(Q). Le front d’onde de u est un ensemble
conique fermé de Q x (R™\ {0}) tel que :
m(WF(u)) = sing supp u

| (RU\{0}) —
' (z,€) =

(sing suppu)® := {z € Q : IV wvoisinage ouvert de x dans Q,Vx € C5°(V),xu € C=(V)}

ol T et ou sing supp u désigne le support singulier de u, défini par :

(complémentaire dans ).
Lemme 9.15. Soient Q un ouvert de R™ et u € D'(2). On a :
WEF(u)® = {(x,§) € Q x (R"\ {0}) : Jw voisinage conique de (z,§),Ym € R,VA € 1¢(),
essupp A Cw = Au e C®(Q)}
(complémentaire dans  x (R™\ {0})).

Théoréme 9.16 (Théoréme de régularité elliptique). Soient Q un ouvert de R™ et A € ¥[L(Q). On
a:

Vu € D'(Q), WF(Au) € WF(u) C WF(Au) U Char(A)
Remarque 9.17. La premiére inclusion est la propriété de pseudo-localité.

Soit u une solution de Au = f ou f est une fonction source connue. Le théoreme dit que WF (u) C
WF(f) U Char(A). En particulier, si A est globalement elliptique (i.e. Char(A) = () alors WF (u) =
WE(f) (les singularités de la solution et de la source sont les mémes). En particulier, si f € C*(Q)
alors WF(f) = 0 et donc WF(u) = 0 et donc u € C*>°(Q2) car m(WF(u)) = sing supp(u) = 0.

Corollaire 9.18. Soient 2 un ouvert de R" et A € ¢¥i(Q). On a :
Vu € D'(2), singsupp(Au) C singsupp(u) C sing supp(Au) U (Char(A))
en particulier, si A est elliptique sur Q (i.e. Char(A) = 0) alors sing supp(Au) = sing supp(u).

Définition 9.19. Soient 2 un ouvert de R”, s € R et u € D'(Q). Le front d’ondre H* de u, noté
WF;(u), est défini par :

WF(u)®:= {(z,€) € Qx(R"\{0}) : Jw voisinage de (z,&),VA € wgs(Q), essupp(A) Cw = Au € Hj,.(Q)}
(complémentaire dans  x (R™\ {0})).
Remarque 9.20. Siu € Hi (Q) alors VA € 5,(Q), Au € Hf () et donc WF(u) = 0.
Théoréme 9.21. Soient ) un ouvert de R", s,m € R et A € Y {(R"). On a :
Vu € D'(Q), WF,(Au) € WF4(u) € WF4(Au) U Char(A)

Exemple 9.22. Si u est solution de Au = f € H (Q) i.e. WF(f) = 0 alors WF ., (u) (singularités
H5t™ de u) C Char(A).
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10 Propagation des singularités

Soient Q2 un ouvert de R", m € R, P € ¥[1(2) de symbole p(z,§) = pm(z, §)w(§) + pm—1(x, zi ot
Pm est positivement homogene de degré m régulier, p,_1 € S™71(Q x R?) et w € C®(R™) vérifiant

loc
=0 sil¢<i
“ ] €] < 2 On dit que p,, est le symbole principal de P.
w=1 sil¢[>1

— n
Théoréme 10.1. On garde les notations précédentes. Soient tg < t1 des réels et I'= [f(), t] : 2% (Hj(t)\ {o})
7' (t) = Hiep,, (7(2))

Re pp(7(t)) = 0
ORepm 0 _ ORepm O Guinosons que impm > 0 dans un voisinage conique de y(I). Soient s € R,

o Ox oxr 0¢°
u € D'(Q) tels que Pu € H® sur v(I) i.e. WFs(Pu)N~(I) = 0. Alors :

une courbe bicaractéristique de symbole Re py,, i.e. Vt € I,{ ot Hrep,, =

V(tO) € WFs—i—m—l(u) - ’Y(tl) € WFs+m—1(u)

Remarque 10.2. Les singularités se propagent le long des courbes intégrales (et la régularité se propage
dans l'autre sens).
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