Algébre 2
ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

1. Définition et exemples d’espaces vectoriels
1.1. La structure d’espace vectoriel

Définition. Soit K = R ou C. Un espace vectoriel sur K est un ensemble E
muni de deux opération : I'addition et la multiplication scalaire

ExXE— FE KxFE— FE
(T, ) = T+7 (A, &) = AT
vérifiant les propriétés suivantes :

a) (E,+) est un groupe abélien
) y+Z=2+7Yy (commutativité)

i) Z+(y+2)=(@+9)+2 (associativité)
iii) Z+0=0+7=2 (existence d’un élément nul 0)
iv) £+ (—=%) =0 (existence d’un opposé —Z)

b) K opére dans E en respectant I’addition
v) MZ+79) = A2+ Ay
vi) A+ p)Z = AT+ px
vii) (1)@ = A(ud)
viii) \fe=0 = A=0 ou =0
Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés des vecteurs.

Exemples d’espaces vectoriels

K", KT = {(2:)ier, ;i € K},

KU = {(2;)ier, s € K, ; = 0 sauf pour un nombre fini de}
K[X] = { polynémes & coefficients dans K}

K,[X]|={P € K[X] :deg(P) <n}

C(I,R)={f:I— R continue}

L’ensemble des solutions de la relation de récurrence linéaire
Up+2 = Unpy1 + 2up

L’ensemble des solutions du systeme différentiel linéaire

¥ = 2x—y
y = z—y



1.2. Combinaisons linéaires

Définition. Soit (Z;);c; une famille de vecteurs de l’espace vectoriel E. Une
combinaison linéaire des vecteurs de cette famille est un vecteur de la forme
=) ;N@ ou )\ € K et \; =0 sauf pour un nombre fini de i (si I est finie,
cette condition est superflue!).

Une équation ), \iZ; = 0 s’appelle une relation linéaire. On dit que la relation
linéaire est triviale si A\; = 0 pour tout ¢ € I.

1.3. Sous-espaces vectoriels

Définition. Soit E un espace vectoriel sur K. On dit que F' C E est un sous-
espace vectoriel de E si F' est non vide et

(i) F est stable par I'addition : Z,§ € F = ¥+ 3§ € F ;

(ii) F est stable par la multiplication scalaire : A € K,Z € F = A\¥ € F.

Exemples
Une droite du plan R? passant par 'origine.
Un plan de I'espace R? contenant 'origine.

K, [ X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Proposition. Soit A une partie d’un espace vectoriel E.
(i) Il existe un plus petit sous-espace vectoriel qui contient A ;

(ii) ce sous-espace vectoriel est I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments
de A.

Définition. Le sous-espace vectoriel ci-dessus est appelé le sous-espace vectoriel
engendré par A. On le note vect(A).

2. Applications linéaires
2.1. Définitions et exemples

Définition. Soient E, F' des espaces vectoriels sur K. On dit qu’une application
u: F — F est linéaire si

(i) VI, g € B u(Z+¥) = u(@) + u(y) ;

(ii)) VA € K,VZ € E  u(\Z) = Au(Z).

Exemple L’intégrale f — f; f(x)dx est une application linéaire de D'espace
vectoriel E des fonctions admettant une primitive sur [a, b] a valeurs dans F' = R.

Définition. Soient E, F' des espaces vectoriels sur K.
(i) Un endomorphisme est une application linéaire u : E — E ;
(ii) Une forme linéaire est une application linéaire u : £ — K ;
(iii) Un isomorphisme est une application linéaire bijectiveu : E — F ;si F = E,
on dit que u est un automorphisme.



Notation
L(E,F)=A{u:E — F linéaire}
L(E) = L(B, E)
E* =L(E,K) s’appelle le dual de F

Proposition. Soient E, F,G des espaces vectoriels sur K.
(i) u,v e L(E,F),\€ K =u+v,\u€ L(E,F);
(ii) we L(E,F),v € L(F,G) = vou € L(E,G);
(iii) u € L(E, F) bijective = application réciproqueu=! € L(F, E).

2.2. Noyau et image

Définition. Soit u: E — F' linéaire. On définit
(i) le noyau deu = Keru =u"1(0) = {Z € F : u(¥) =
(ii) I'image dew =Imu=u(F)={ye F:37 € E:y

——

u(T)}

Proposition. Soit u : E — F linéaire.
(i) Le noyau Keru de u est un sous-espace vectoriel de E ;
(ii) L’image Imu de u est une sous-espace vectoriel de F.

Proposition. Soit u : E — F linéaire.
(i) wu est injective si et seulement si Ker u = {0} ;
(ii) w est surjective si et seulement si Imu = F.

3. Familles de vecteurs

Soit F un espace vectoriel sur K. Etant donné un ensemble I, une famille de
vecteurs indexée par I est une application de I dans E qui associe a ¢ € [ un

vecteur Z; € E. On note cette famille F = (&;)c;-

Proposition. Soit F = (¥;);c; une famille de vecteurs de E. Alors Iapplication

or: KUY - F
(Ai)ier = Z)\ifi

i€l

est une application linéaire. On dira que px est 'application linéaire définie par

la famille F.

Définition. Soient F = (Z;);c; une famille de vecteurs de E et ¢r : KO 5 F

lapplication linéaire associée. On dit que la famille F = (Z;);cs est
(i) génératrice si px est surjective;
(ii) libre si pr est injective;
(iii) une base si ¢ x est bijective.
(Z;)icr génératrice < tout & € F est combinaison linéaire des x; ;
(Z;)icr libre < toute relation linéaire des z; est triviale;
NiTi.

" " P s . .
(7i)icr base & tout & € E s’écrit de maniere unique 7 =3, ;



Proposition. Soient (Z;);c; une famille de vecteurs de E et u : E — F linéaire
(i) si (Z;):c1 est génératrice et u est surjective, alors (u(Z;));cy est génératrice ;
(ii) si (¥;)ies est libre et u est injective, alors (u(Z;));cs est libre;
(iii) si (Z;);er est une base et u est bijective, alors (u(Z;));c; est une base.

Soit J C I. On dit que (Z;);cs est une sous-famille de (&;);c;-

Proposition.
(i) une sous-famille d’une famille libre est libre ;
(ii) une famille qui contient une sous-famille génératrice est génératrice.

Théoréme (de la base incomplete). Toute famille libre est une sous-famille
d’une base.

4. Sommes directes et projections

Définition. On dit qu’un espace vectoriel E est somme directe de deux sous-
espaces vectoriels F' et G si

(i) FNG = {0}

(ii) F+ G(={y+2:ye F,Ze€ G})=FE.
On écrit alors E = F & G.

Proposition. On a E = F @ G si et seulement tout ¥ € E s’écrit d’'une maniére
et une seule sous la form ¥ =+ Z avec y € F et 7 € G.

Définition. On dit que P € L(E) est une projection si P?(= Po P) = P.

Théoreme. Soit E¥ un espace vectoriel E.

(i) Soit E = F &G une décomposition en somme directe. On définit P : £ — E
par P(Z) = ¢ ou & = § + Z est la décomposition de & avec §j € F et 2 € G. Alors
P est une projection telle que Im P = F et Ker P = G.

(ii) Réciproquement, soit P € L(E) une projection. On pose F' = Im P et
G =KerP. Alors E=F & G.

Définition. On dit qu’un sous-espace vectoriel G est un sous-espace vectoriel
supplémentaire d’un espace vectoriel F' si E = F @& G.

Théoreme. Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E admet au moins
un sous-espace vectoriel supplémentaire.



