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Exercice 1
. In(1 + 2z)
t =
Soit f(x) =

1. Donner les intervalles de définition de f.

2. Calculer une primitive de f sur chacun des intervalles ou elle est définie. (Indication :
commencer par une intégration par parties).

Exercice 2

Dans cet exercice on note €; et & les vecteurs de la base canonique de R?, et cette base est
notée C. Soit les systémes d’équations différentielles linéaires suivants :

¥ = 8r—y u = 6u
(€) {y’ = 2x+Ty ot (%) {v’ =

On définit la fonction vectorielle X = < z >

1. Déterminer la matrice A € Ms(R) telle que (€) puisse s’écrire sous la forme AX = X'
2. On pose 71 = (1,2) et vip = (—1,1).

(a) Montrer que B = {#, 2} est une base de R2.

(b) Déterminer la matrice de passage P de la base canonique a B.

6 0

(c) Calculer P~! et vérifier que 'on a P~'AP = ( 0 9

>. On note D cette matrice.

3. On pose U = ( Z > =P 1X.

(a) Montrer que U est solution de (F).
(b) Donner les solutions de cette équation différentielle linéaire.
(c) En déduire les solutions de (£).

Exercice 3

% cos(2
Soit la fonction f définie par f(x) = ez cos(2x)

Vitz—In(l+z)
1. Rappeler les développements limités en 0 & 'ordre n des fonctions x — e®, z +— In(1 + x),
x +— /1 + z, ainsi que celui de la fonction x — cosx en 0 & 'ordre 2n + 1.

2. Donner les développemnts limités en 0 a lordre 2 des fonctions fi : = — e2 cos(2z) et
forz—V1+z—In(l+2).
3. Calculer le développement limité a ’ordre 2 en 0 de la fonction f.

4. En déduire I'équation de la tangente en 0 au graphe de la fonction f, ainsi que sa position
par rapport & ce graphe au voisinage de 0.



Exercice 4

On note B = (€1, €2, €3) la base canonique de R3. On introduit les vecteurs de R? suivants :

=W e

6.
7.

fi=ée1—2é, fa=¢é -3¢, [fy3=¢€3 et

y =€+ €3, dy=¢€1+er+2e3, d3=2€ + e+ 3e3.
Montrer que C = (fi, j‘z, f;;) est une base de R3.
Ecrire la matrice de passage P de la base B a la base C.
Calculer P71,

Montrer qu’il existe une application linéaire et une seule u : £ = R? — F = R? telle que
u(fr) =dr,  u(f2) =dz, u(fs)=ds.

Donner la matrice [u]gc de u dans les bases C de E et B de F.

Donner une base de 'image de u. Quel est le rang de u ? Quelle est la dimension du noyau
de u?

Donner la matrice [u]g s de v dans les bases B de E et B de F.

Donner une base du noyau de wu.

Exercice 5

On note R[X] l'algébre des polynomes a coefficients réels et pour n € N, R, [X] I'espace
vectoriel des polynomes de degré < n. A tout polynéome P on associe le polynéme AP défini par

AP(X) = P(X +1) — P(X).

1.
. Calculer AP pour P=1,P=X, P=X? P = X3,

Montrer que A est une application linéaire de I’espace vectoriel R[X] dans lui-méme.

2
3. Montrer que la restriction Az de A a R3[X] est un endomorphisme de R3[X].
4.
5

. Déterminer le noyau et 'image de Ag. Vérifier que le résultat est conforme au théoréme

Donner la matrice de Az dans la base (1, X, X2, X3) de R3[X].

du rang.

On revient a A : R[X] — R[X]. Soit P € R[X] tel que AP = 0. On suppose d’abord que
P(0) = 0; montrer que P(n) = 0 pour tout n € N; montrer que P = 0. On ne suppose
plus que P(0) = 0; montrer que P = P(0). En déduire le noyau de A.

Montrer que pour tout n € N*, (AX, AX?2, ..., AX"™) est une base de R,,_1[X]. En déduire
I'image de A.



