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Bézout et algebre linéaire

Le but du probléme est d’utiliser ’algébre linéaire pour établir le théoréme de Bezout sur les polyndémes et quelques
applications. Soit K =R ou C et n € N. On note K,[X] 'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

1.

A

Déterminer la dimension de K, [X].

Soient P, Q € K[X] avec m = deg(P) et n = deg(Q) supérieurs ou égaux a 1. On définit application
[ Ky q1[X] x Kppoq[X] — K[X]

telle que f(U,V)=UP+VQ.

Montrer que f est linéaire.
Montrer que I'image de f est contenue dans K, pn—1[X].
Montrer que I'image de f est égale & K, 1,—1[X] si et seulement si le noyau de f est réduit a {0}.

On suppose que P et @ sont premiers entre eux. Montrer que le noyau de f est réduit & {0}. En déduire qu’il existe
un unique couple (Uy, Vp) € Kp—1[X] X K;pn—1[X] tel que UgP + VpQ = 1.

Réciproquement, on suppose qu’il existe (Ug, Vo) € Kp—1[X] X Kpn—1[X] tel que Uy P + Vo@Q = 1. Montrer que P et Q
sont premiers entre eux.

On écrit P =ag4+a1 X +...+a, X" et Q@ =0by+ 06X+ ...+ 0,X". Ecrire la matrice de f relative aux bases
((1,0),(X,0),... (X" 10)(0,1),(0,X),..., (0, X™ 1)) de K, _1[X] X K;p_1[X] et (1, X,..., X™ 1) de K, yn1[X].

. Application. En appliquant ce qui précéde & P = X4+ X3 —2X +1et Q = X2+ X +1 et en calculant Uy, Vj tels que

UpP + V5@ = 1 par l'algorithme de la division euclidienne, montrer que la matrice

1 01 0 0O

-2 111 00

0 -2 1 1 10

A= 1 0 01 11
1 1 0 0 11

0 100 01

est inversible et calculer A~ 1.



