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1. Questions préliminaires
(a) Soit (un)n∈N une suite de nombres entiers relatifs. Montrer que cette suite converge si et seule-

ment si il existe N ∈ N tel que pour tout k ∈ N on ait uN = uN+k.

(b) Soit λ � 0, montrer que la suite de terme général
λn

n! converge vers 0.

2. Étant donné un polynôme P ∈ R[X], on note Ψ(P ) =
� π

0 P (t) sin tdt.

(a) Montrer que Ψ est une application linéaire.

(b) Déterminer α et β tels que le polynôme P (X) = αX + β soit dans kerψ.

(c) Montrer que Im Ψ = R.

(a) Soit M = sup{|P (t)| , t ∈ [0, π]}. Monter que |Ψ(P )| � Mπ.

(b) Montrer que pour tout polynôme P il existe cP ∈ [0, π] tel que Ψ(P ) = P (cP ) sin(cP ).

3. Étant donnés a ∈ N, b ∈ N∗ et n ∈ N, on pose Pn(X) = bn

n!X
n(ab −X)n.

(a) i. Soit n � 1. Calculer P �
n en fonction de Pn−1.

ii. En déduire que pour tout entier k on a

P (k)
n (X) = P (k−1)

n−1 (X)(a− 2bX)− 2b(k − 1)P (k−2)
n−1 (X)·

iii. Montrer que pour tout entier n, et tout entier k, les nombres P (k)
n (0) et P (k)

n (ab ) sont des

entiers relatifs.

(b) i. Calculer, en fonction de a et de b , le maximum de la fonction x �→ |x(x− a
b )| sur l’intervalle

[0, ab ]. On note cette quantité M(a, b).

ii. Montrer que pour tout entier n on a : |Ψ(Pn)| � π (bM(a,b))n

n! .

iii. En déduire que la suite (Ψ(Pn))n∈N converge vers 0.

(c) On suppose à présent que π est un nombre rationnel et on pose π = p
q . Soit Pn le polynôme

étudié dans les questions précédentes avec a = p et b = q.

i. Montrer que pour tout entier n la fonction Pn > 0 sur ]0, π[.

ii. En déduire que pour tout entier n on a Ψ(Pn) > 0.

4. Montrer que π n’est pas un nombre rationnel.
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