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Polynoémes d’interpolation de Lagrange
Soit K =R ou C et n > 2. Soient 1, 2, ...,z, n éléments distincts de K. Pour tout j € {1,...,n}, on pose

n

[I (X =)

k=1,k#j
Lj=—
(zj — xx)
k=1,k#j
On dit que L; est le j-éme polyndme d’interpolation de Lagrange associé a x1,2,. .., Tn.

1. Déterminer le degré de L; pour tout j € {1,...,n}.
2. Calculer L;(z;) pour tout (j,1) € {1,...,n}%

3. Soient P,Q € K[X] de degré strictement inférieur & n. On suppose que P(z;) = Q(z;) pour tout j € {1,...,n}.
Montrer que P = Q.

4. Soit P € K[X]. On définit le polynéme L = Z?Zl P(z;)L;. Montrer que L est le reste dans la division euclidienne de

P par [[(X —xp).
k=1

5. Soit P € K[X] de degré strictement inférieur 4 n. Montrer que P s’écrit d’'une maniére et d’une seule sous la forme

P=> NL; avec )\ €K.
j=1

6. Soient (z1,1), (x2,y2),. .., (Tn,yn) n points du plan R? avec 1, s, ..., , distincts. Montrer qu’il existe un polynome
P € R[X] de degré strictement inférieur & n et un seul tel que P(z;) = y; pour tout j € {1,...,n}.

7. Pour tout j € {0,...,n— 1} on pose z; = 2T

(a) Quelle relation existe-t-il entre les z; et le polynome X" — 17

n—1 . n—1
(b) Montrer que [[ (X —z;) = Z;L:_Ol X7 et en déduire la valeur de J] (1 — z;).
Jj=1 j=1
(c) Calculer les polynémes d’interpolation de Lagrange L; € C[X] (ou j =0,1,...,n — 1) associés & 2q, 21, - ., Zn—1-

(d) Montrer que pour tout j = 0,1,...,n — 1 et tout z € C, |L;(2)| < (2| + 1)" L.
(e) Soit P € C[X] de degré strictement inférieur a n. Montrer que

vze € |P()| < max|P@)l(el + 1)



