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Feuille Analyse 3

Fonctions vectorielles

Exercice 1.

Déterminer et représenter graphiquement les ensembles {(x,y) € R? 22 + 4% — 20 — 2y +1 = 0},
{(z,y) € R, (16 — 22 — y2) (22 + 3% — 4) > 0}, {(z,y,2) € R3,2z + 4y + 3z = 12} et enfin
{(z,y,2) € R3, 322 + 6 + 3y? + 322 = 0}.

Exercice 2.

Pour z = (z1,...,2,) dans R™ on pose
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2
Izl =Y led. el = (3 a2)", oo = supfail
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a) Si < x,y > désigne le produit scalaire euclidien des deux vecteurs z et y de R™, montrer
I'inégalité de Cauchy-Schwarz:
| <,y > < [lzll2 [lyll2-

b) Montrer que pour tout  dans R” on a

< lzll2 < [|lz])1.

e
— ||
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[2lloe < llzllr < 7 fl2]lco,

12lloe < [l2ll2 < VR fl2]loo

c) Dans le cas ou n = 2, déterminer et représenter graphiquement le cercle de centre 0 et de
rayon 1 pour chacune de ces 3 normes || - ||,.

Exercice 3.

Montrer que deux vecteurs = et y de ’espace euclidien R™ sont orthogonaux si et seulement si
lz +ylI* = llz]? + [|l=]>.

Exercice 4.
On se place dans ’espace euclidien R".
a) Soit « dans R" tel que < x,y >= 0 pour tout y dans R™. Montrer que x = 0.

b) On dit qu’un ensemble A de R™ est dense si pour tout y dans R il existe une suite d’éléments
de A convergeant vers y. Soit alors A un tel ensemble et & dans R"™ tels que < z,y >= 0 pour
tout y dans A. Montrer que x = 0.



c) Montrer que ||zl = sup <z,y>= sup <zx,y>.
yeR™ [lyll=1 yeR™, |ly[I<1

d) Montrer 'identité du parallélogramme:

lz + 13 + llz = ylI3 = 2 (I3 + lllI3)-

Exercice 5.

Soit f une application de I'espace euclidien R" dans lui-méme telle que f(0) = 0et |f(z)—f(y)| =
|z — y| pour tous z,y dans R™.

1. Montrer que < f(x), f(y) >=< z,y > pour tous xz,y dans R"™ en développant la quantité
|f(z) — f(y)|* de deux manieres différentes.

2. Développer la quantité | f(Az +y) — Af(x) — f(y)|? et en déduire que f est linéaire.

Exercice 6.

Montrer que I'application f définie par f(t) = (e’

dérivée.

,cost,sint) est dérivable sur R et calculer sa

Exercice 7.

Soit (uy) la suite définie par ug = u; = 1 et upyo = w pour n € N. Calculer us, us, uy.

Formuler une conjecture générale sur le terme général de u,, et la montrer par récurrence ou par
lalgebre linéaire.

Exercice 8.

Déterminer le terme général de la suite réelle (u,,) définie par

uo=1,u1 =2, Upt2 = Unt+1 + Up —n.

Exercice 9.
Calculer en fonction de n le terme général des suites (u,) définies par récurrence par a) up+1 =
Un + 3 et ug = 2; b) upto = dupt1 — duy et ug = Liug = 4; ¢) Upy2 = 3upy1r — 2u, et

Uy = 1,U1 = 3.

Exercice 10.

On a pu lire dans un numéro de “La Recherche” (il y a quelques années!) que la suite récurrente
suivante met en défaut les ordinateurs les plus puissants:
1130 3000

+
gn+1 dn+19n

Gnyo =111 —
avec les conditions initiales
Qpo=2etq =-4

La limite théorique est 6 mais la limite observée est toujours 100. Le but de cet exercice est de
comprendre ce phénomene.



x
a) On pose g, = n+l

ot g = 1. Montrer que la suite (x,) vérifie une équation aux différences

n
finies linéaire du troisiéme ordre.

b) Montrer que son équation caractéristique a 3 racines A\; < Ao < A3 et donner la solution
générale de cette équation.

c¢) Déterminer la solution (z,) de cette équation qui vérifie les conditions initiales données.
d) Déduire 'expression de g, . Calculer la limite de ¢, quand n tend vers linfini.

e) Expliquer pourquoi la limite observée de ¢, est 100 et non 6.

Exercice 11.

Dans une Université, un cycle d’études dure deux ans, le premier et le deuxiéme niveaux. On
sait qu’en moyenne chaque année:

e un quart des étudiants du premier niveau abandonnent, un quart redoublent et la moitié
passent en deuxieme niveau,

e un quart des étudiants du deuxiéme niveau redoublent et les trois quarts obtiennent le
diplome ou abandonnent.

e Chaque année depuis sa création, on accepte 90 nouveaux étudiants en premier niveau.

L’année n, on note

e a, le nombre d’étudiants dans le premier niveau,
e b, le nombre d’étudiants dans le deuxieme niveau,

e ¢, le nombre d’étudiants qui ont quitté le cycle a la fin de 'année n — 1.

On note

a) Montrer que les ¥, vérifient la relation de récurrence ¥,, = A%,_1 + b, ou A est une matrice
90

qu’on déterminera et b= | 0
0

b) Déterminer Z, en fonction de Zy = b.

c) Montrer que &, se stabilise et calculer sa valeur.

Exercice 12.

Résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre suivantes :

Ly +y=2t2—t+1.

2.y —y=el(t+1).



3.y +ytan(t) = cos?(t).
4.ty — 2y = (t—1)(t+1)3.
5.y +y = cos(2t).

6. y + 3y =t.

7.y +ty =2t

8. ¥y + 1y cost = cost.

9.y + oy = .
10. (t+1)y —ty=0.

1. [ty + (t -1y =t

Exercice 13.

Résoudre 'équation différentielle : 3’ = e,

Exercice 14.

Résoudre les systemes d’équations différentielles suivants:

r =—-ax !
r =2y , . ,
y =z-y, yoTermr Y
2 =by 2!

=—z+y+z+e
=r—y+=z
=r+y—=z

Déterminer la limite des solutions quand ¢ tend vers I'infini en fonction des données initiales.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les données initiales pour que les solutions

tendent vers 0 en l'infini.



