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Mathématiques

Espaces vectoriels et applications linéaires I

Espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel. Pour Z, % € F et A\, u € K, montrer que l'on a :
1.02=0, 1Z2=2, (-1)i=-%
2. MZ —9) = \T— \y.
3. (A= p)T =& — ud.
4. (=N)(—=F) = 2.

On définit sur R"” les deux lois suivantes :

Pour tous (z1,22,...,%pn), (Y1,Y2,--.,yn) € R" et A €K,

(xlamZauwxn)"_(ylay%”wyn) = ($1 +y1»x2+y27"'7xn+yn)

Mz, T, ..y xn) = ATy, Axg, ..., Axy)

Montrer que R™ muni de ces deux lois est un R-espace vectoriel.

Sur R?, on définit les deux lois suivantes : pour (x,%), (2',y') € R? et A € R, on pose
(z,y)+ (@ y) =@+ y+y) et Ax(z,y) = (Az,0)
Le triplet (R?, +,%) est-il un espace vectoriel sur R ? Quels axiomes d’espace vectoriel sont vérifiés ?

Sur I'ensemble R? on définit 'addition par (x,y) + (2/,y') = (z + 2,y + ') et la multiplication externe par le
scalaire A € R par A(z,y) = (Az,0). L’ensemble R? muni de ces deux lois est-il un espace vectoriel sur R ?

Sur I'ensemble R* \ {0} x R on définit 'addition par (z,y)+ (z/,y") = (z2’,y +v') et la multiplication externe
par le scalaire A € R par A(z,y) = (z*, Ay). Montrer que 'ensemble R% {0} x R muni de ces deux lois est un espace vectoriel

sur R.

Déterminer si ’ensemble R? est un espace vectoriel sur R dans les cas ott I’addition dans R? et la multiplication
par un scalaire sur R sont définies par

L (z,y) + (@"y) = (z+ 2",y + ) et \Mz,y) = (\v,y);
2. (z,y) + (2,y) = (z,y) et AM(z,y) = Az, Ay);
3. (z,y) + (¢,y) = (w+ 2",y +¢) et Mz, y) = Nz, \y).

Soit V' I’ensemble des fonctions d’un ensemble non vide X vers le corps K. Etant donnés f et g dans V' et A
dans K on définit les fonctions f + g et A\f de V par

(f+9)() = fx) +9(x) et (Af)(z) = Af(z)

pour tout  dans X. Montrer que V', muni de ces opérations, est un K-espace vectoriel.

Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R2 ?
F=7", F={(z,y) eR*; |z[ =|yl} , F={(z,9) €eR®; 2z +3y =0}
F={(z,y) eR?*;22+3y=3} , F={(z,y) eR?*; 2>0 et y=0}
F={(z,y) eR*; 2> +¢y* <7’} |, r>0.



Dans chacun des cas ci-dessus, on déterminera Vect(F).

Exercice 9

(i) Quels sont les sous-espaces vectoriels dans R.
(ii) Quels sont les sous-espaces vectoriels dans R2.

(iii) Quels sont les sous-espaces vectoriels dans R3.

Applications linéaires

Montrer que tout C—espace vectoriel est un R —espace vectoriel. La réciproque est—elle vraie ?

Exercice 11 | Vérifier les assertions suivantes :

(a) C est un R—espace vectoriel ;

(b) (x,y) — x +iy est un isomorphisme de R—espaces vectoriels de R? sur C.

Considérons 'application
f:€¢ — C
z —_— Z
1. Montrer que f est R-linéaire quand on considére C comme un R-espace vectoriel.

2. Montrer que f n’est pas C-linéaire quand on considére C comme un C-espace vectoriel.

(a) Verifier que la dérivée
P=a,X"+a, 1 X" '+ ... +a1 X+ag— P =na, X" '+ (n—1)a, 1 X" 2+ ... +a
est un endomorphisme linéaire dans ’espace vectoriel des polynomes.

(b) Idem pour l'intégrale

P=a,X"+a,1 X" '+ ... +a1 X+a — [P = %X”“JF%X”JF Y X2 a0 X

(¢) Est-ce que ce sont des isomorphismes réciproques ?

Soit f : R™ — R une application. Montrer que f est linéaire si et seulement s’il existe aq,...,a, € R tels

que pour tout (z1,...,2,) € R™, on ait

n
flz, ... zn) = Zaixi
i=1

Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Considérons ’application

fE — FxG
z o (g9(z),h(z))

Montrer que f est linéaire si et seulement si g et h sont linéaires.

On se place dans 'espace vectoriel F des suites numériques. On définit la fonction shift ou décalage S de E

dans E qui, a toute suite (uy,),, associe la suite (v, ), telle que v,, = uy41 pour tout n. Démontrer que S est une application

linéaire de E dans E. Déterminer Ker(S) et Im(S).



Soit E = C(R,R) l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R.
Soit A D’application qui a toute fonction f de E associe la fonction A(f) = g définie par :

¥z € R, g(z) = /O ()t

1. (a) Veérifier que pour toute fonction f de E, A(f) est dérivable.
(b) En déduire que A n’est pas surjective.
2. Démontrer que A est un endomorphisme de E.

3. Démontrer que A est injective.

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme f de E est dit nilpotent si il existe un
entier naturel p tel que fP = 0.

1. Exemple : Soit f : R? — R? une application définie par f(x,y) = (y,0). Montrer que f est un endomorphisme de R?
et que f est nilpotent.

2. On revient au cas général. Soit f un endomorphisme nilpotent. Soit ¢ le plus petit entier naturel tel que f? = 0. Montrer
quil existe un vecteur x de E tel que f77!(z) # 0. Montrer que la famille {z, f(z),..., f77(z)} est libre. En déduire
que ¢ < dim(E).

Montrer que les vecteurs e = (1,0) et f = (1,1) forment une base de R?.

On considére les vecteurs suivants de K™ :
er =(1,0,...,0), ex =(0,1,0,...,0), ---, e, =(0,...,0,1)

Montrer que les vecteurs (e;)1<;<p forment une base de K", appelée base canonique.

Montrer que si A = {z1,...,z,} est une famille libre dans un espace vectoriel E, alors pour tous i,j €
{I,...,n},onax; #0 et z; # x; sii#j.

Soient F = {x1,...,zp} et F' ={z1,...,2Tp, Tps+1,. .., Tn} deux familles d’éléments dans un espace vectoriel

E. Montrer que l'on a
1. Si F’ est libre, alors F est libre.

2. Si F est génératrice, alors F’ est génératrice.

Soient F = {z1,...,2p} et F' = {x1,...,2p,xp41} deux familles d’éléments dans un espace vectoriel E.
Montrer que ’on a

1. Si F est libre et si 2,41 & Vect(F), alors F' est libre.
2. Si F’ est génératrice de E et si 2,11 € Vect(F), alors F est génératrice de E.

Soient f: E — F une application linéaire et {x1,...,z,} une famille d’éléments dans F.

1. Montrer que si {f(x1),..., f(x,)} est une famille libre dans F', alors {x1,...,%,} une famille libre dans E.

2. Montrer que si f est injective et si {z1,...,2,} est une famille libre dans F, alors {f(x1),..., f(x,)} est aussi une
famille libre dans F'.

Soient f: E — F une application linéaire et {z1,...,z,} une famille d’éléments dans E.

1. Montrer que si {f(x1),..., f(z,)} est une famillle génératrice de F, alors f est surjective.

2. Montrer que si f est surjective et si {x1,...,2,} est génératrice de F, alors {f(x1),..., f(x,)} est génératrice de F.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (eq,...,e,) une base de E. Soient F' un espace vectoriel
et {y1,...,yn} des vecteurs de F'. Montrer qu’ il existe une unique application linéaire T' de E dans F' telle que pour tout
1€{l,...,n}, on ait T'(e;) = y;. En déduire qu’il existe une application linéaire bijective de E dans K™.

Pour quelles valeurs de a, les vecteurs

Vi=(2,1,0), Va=(-1,1,0) et V5 =(—3,—4,0q)



sont linéairement indépendants ?

Soit F(R, R) ’ensemble des applications de R dans R. On considére dans F (R, R) les éléments suivants définis
par : pour tout x € R,

fi(x) =1, fo(z) =sin(z), f3(x) =sin(2z), fi(z) =sin(3z) et p;(z) ="

1. Montrer que {f1, f2, f3, fa} forme une famille libre dans F(R, R).
2. Montrer que pour tout n € N, la famille {¢y, ..., .} est libre dans F(R, R).

On considére les vecteurs suivants de C3 :
Vi=01-14,4,1+14), Vo= (-1,1,3) et V5 = (1 —4,4,1)

1. Montrer que (Vi, Va, V3) est une base de C3.

2. Calculer les coordonnées du vecteur V = (1 + ¢,2,4) dans la base (V1, Va, V3).

On considére les vecteurs suivants de R? :
Vi=(1,-21,2), Va=(1,-3,1,2), V3= (2,-4,3,4) et Vs =(1,-1,2,3)

1. Montrer que B = (Vy, Vs, V3, Vy) est une famille libre de R*.

2. Soient a,b,c,d des nombres réels. Calculer les coordonnées du vecteur V = (a, b, ¢, d) dans la base B.

Exercice 31|Parmi les sous-ensembles suivants de R*, préciser lesquels sont des sous-espaces vectoriels et lorsque c’est le

cas, en donner une base :
L. {(z,y,2,t) eR*; 3z —y +t=0}.
2. {(x,y,2,t) ER*; o —y+ 22+t =1}
3. {(x,y,2,t) ERY; v+t =0et 20 +y — 2 = 0}.
4 {(z,y,2,t) € RY; [z + 1] = [yl}.

Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs (2,3, —1) et (1, —1, —2). Soit G le sous-espace

vectoriel de R? engendré par les vecteurs (3,7,0) et (5,0 — 7). Montrer que 'on a F = G et trouver une équation de F.

Soit a un nombre réel. Quel est la dimension du sous-espace vectoriel de R?® engendré par les vecteurs
(a+2,a,a—-2), (1,a,-1) et (a,—a,1)?

On considére les vecteurs suivants de R* :
1 =(-3,1,0,2), Vo=(-5,2,1,2), V3=(1,1,4,-6) et V4 =(-1,0,-1,2)

1. Montrer que le sous-espace vectoriel de R* engendré par V; et V5 est égal au sous-espace vectoriel de R? engendré par
V3 et Vj.

2. Montrer que les vecteurs V; et V5 sont linéairement indépendants. Compléter ces vecteurs pour former une base de R*.

On désigne par P,' I'ensemble des fonctions polynémiales

p(x) = ao+ a1z + - + azz”

réelles de degré inférieur ou égal a n.
1. Vérifier que P,, est un espace vectoriel de dimension n + 1 et en donner la base canonique.
2. Vérifier que la dérivée est une application linéaire de P,, dans P, _1.

3. Qu’en est-il de l'intégrale ?

Soit P, 'espace vectoriel des fonctions polynomiales sur R de degré inférieur ou égal a 2. Soient Py, Py, P3 € P5
définis par :
Pi(z) =2 Py(z)=(z—1)° P3(z)=(z+1)

!Dans certains livres, on utilise la notation R, [X]



1. Montrer que (Py, P2, P5) est une base de Px.
2. Déterminer dans cette base les coordonnées des Q et R définis par Q(z) = 12 et R(z) = 322 — 10z + 1.

Soient P3 ’espace vectoriel des fonctions polyndmiales sur R de degré inférieur ou égal a 3 et T ’application
de Ps3 dans lui-méme définie par :

T(P)(z) = P(x) + (1 — 2)P'(x)
. Montrer que T est un endomorphisme de Ps.
. Déterminer une base de T(P3).

1

2

3. Déterminer une base de ker(7T).

4. Montrer que ker(T) N T(P3) = {0}.

Soit F le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs
(1,0,1,-1,0), (2,1,2,1,1), et (3,1,2,0,1)
Soit G le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs
(1,1,3,-1,1), (2,-1,—4,4,-1), (0,1,2,0,1), et (1,-2,-3,—1,—2)

Trouver une base de F' et une base de G.
Déterminer une base de Vect(F U G) et en donner une équation.

Trouver des équations de F' et des équations de G.

= W o

Déterminer une base de FF N G.

Soient F un espace vectoriel de dimension n et f : E — FE une application linéaire. Montrer que les
conditions suivantes sont équivalentes :

1. ker(f) =Im(f).
2. fof=0etdim(E)=2dim (Im(f)).

On considére I'application linéaire f : R — R* définie par :

1. Déterminer I'image par f de la base canonique de R3, et calculer le rang de f.

2. En déduire la dimension de ker(f) et en donner une base.
On note {e1, e, e3,e4} la base canonique de R* et {e1,¢e2,e3} la base canonique de R®. On considére appli-
cation linéaire f de R* dans R® définie par :
f(el) =1 + 269 + €3, f(eg) = f(€4) = —€1—2e9+¢€3 et f(eg) = 2e1 + 4eg + 3e3

1. Déterminer une base de l'image de f.

2. Déterminer une base du noyau de f.

On considére dans R3 les trois vecteurs suivants :
u=(1,-2,0), v=(1,-3,0) et w=(0,0,1)

1. Montrer que (u,v,w) est une base de R3.

2. Soit f I'application linéaire de R? dans lui-méme définie par :

f(u) = (1707 1)7 f(’l}) = (17 172) et f(w) = (2, 173)

Déterminer le rang et le noyau de f.

Soit B = (e1, ez, e3) la base canonique de R? et f P’application linéaire de R?® définie par :
fler) = e1 +ea+2e3, flez) =e1+2e2+3e3 et f(es) = e1 + 262 + 3e3

1. Calculer le rang de f et en déduire la dimension du noyau de f.



2. Déterminer une base de 'image de f.

3. Trouver une condition pour qu'un vecteur (x,y,2) de R? soit dans ker(f) et donner une base du noyau.
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et E’ un sous-espace vectoriel de E. Montrer que 1’on a

1. E’ est de dimension finie et dim (E’) < dim (E).
2. dim (E’) = dim (F) si et seulement si E' = E.

Sous-Espaces Vectoriels Supplémentaires

Montrer que si E =R?, et By = {(2,0); x € R}, B2 = {(0,y) ; y € R}, alorson a E = E; @ F».
Montrer que si E =R?, et By = {(x,2); x € R}, E; = {(0,y); y € R}, alors on a E = E; © Es.

Soit E = Egr(R) lensemble des applications de R dans R. On a vu que E est un R-espace vectoriel. Soient
E; (resp. E3) ensemble des applications impaires (resp. paires) de R dans R. Montrer que 'on a E = F; @ Es.

Soient E un K-espace vectoriel et p : E — E une application linéaire telle que p o p = p. (On dit que p est
un projecteur).

1. Montrer que 'application linéaire id — p est aussi un projecteur.
2. Montrer que 'on a ker(p) = Im (id — p) et Im (p) = ker(id — p).

3. Montrer que les sous-espaces vectoriels ker(p) et Im (p) sont supplémentaires.

Soient p et ¢ deux projecteurs d’un R-espace vectoriel F.

1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si, et seulement si, po ¢ = g o p = 0. Etablir dans ce cas :
Im(p + q) = Im(p) ® Im(q).

2. On suppose qu’il existe o € R tel que po g = aq o p. Montrer que si « € R\ {0,1}, alors pog=gop=0.

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies sur R. Soient f € L(E,F) et g € L(F, E) telles
que fogof=fetgofog=y.
1. Montrer que E = Ker(f) ® Im(g).

2. En déduire que f et g ont méme rang.

Considérons 'application
SR} — R3
(.fL',y,Z) — (Jf,y,—Z)
1. Montrer que S est linéaire et vérifie S oS = id.

2. Montrer que F = {X € R?* ; S(X) = —X} et G = {X € R¥; S(X) = X} sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de R3.

id + S
Soient E un espace vectoriel et S un endomorphisme de E. On pose P = ! ;— .

1. Montrer que P est un projecteur si et seulement si on a S oS = id.
2. Montrer que 'on a E =ker(S —id) ® Im (S —id) si S oS = id.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et soit f un endomorphisme de E tel que f? = idg. Considérons
F={x+ f(z),zr € E} et G={z— f(x),xz € E}.
1. Montrer que E = F & G.



2. En déduire qu’il existe une base (e;) de E telle que f(e;) = e; ou f(e;) = —e; pour chaque i € {1,...,n}.

Exercice 54 | Soient E; et F5 deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel £. Montrer que les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. Les sous-espaces vectoriels F; et E5 sont supplémentaires, i.e. E = Fy & Es.

2. Pour tout x € F, il existe un unique z; € F; est un unique xo € Fs tels que x = x1 + x2.

Soient F et F5 deux sous-espaces vectoriels supplémentaires d’un espace vectoriel E. Pour x = 1 + x5, avec
21 € By et 29 € Es, on pose m1(x) = x1, et mo(x) = xa.

1. Montrer que 7 et 7o sont des projecteurs.
2. Déterminer ker(m;) et Im (7).

3. Montrer que ’application
T:FEixEy —> FE
(z1,72) — 21+ T2

est un isomorphisme.

Soit H un espace vectoriel de R™. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalents :
1. dim (H) = n — 1. (Dans ce cas, on dit que H est un hyperplan de R™).

2. Tl existe une forme linéaire non nulle f sur R™ telle que H = ker(f).

Déterminer I’équation d’un hyperplan de R3.

Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs (0, —1,1,1), (2,1,—1,1) et (1,1, —1,0). Soit G
le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs (1,3,0,1), (2,4, —2,2) et (—1,—2,1,—1). Les sous-espaces vectoriels
F et G de R* sont-ils supplémentaires ?

Soit Cr([0, 1]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et & valeurs dans R. Soient F' I’ensemble des
fonctions constantes sur [0, 1] et G 'ensemble des g € Cg([0, 1]) telles que

/01 g(t)dt =0

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans Cg([0, 1]).

Soient E un espace vectoriel, et F', G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si (e, ..., ep) est une base
de F et si (ept1,---,€ptq) €st une base de G, alors les sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires si et seulement si

(e1,.--1€p,€pt1,...,Eptq) st une base de E.



