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Examen
Documents et calculatrices interdits

Questions de cours :
1) Soit E un espace affine dirigé par un espace vectoriel ~E, I un ensemble d’indices,
(Ai)i∈I une famille de points de E et (λi)i∈I une famille de scalaires. Donner une carac-
térisation du barycentre G de la famille de points pondérés (Ai, λi)i∈I .
2) Soit (E, ~E) et (F, ~F ) deux espaces affines. Quand dit-on qu’une application f : E → F
est affine ?

Exercice 1
1) Ecrire la table de multiplication du groupe cyclique C4 = {0̇, 1̇, 2̇, 3̇}.
2) Ecrire la table de multiplication du groupe des symétries de rotation du rectangle
V = {e, r1, r2, r3}.

1.2. SYMMETRIES OF THE RECTANGLE AND THE SQUARE 5

nonmotion e. If you perform first r1, and then r2, the result must be one of
r1; r2; r3; or e (because these are all of the symmetries of the card). Which
is it? I claim that it is r3. Likewise, if you perform first r2 and then r3,
the result is r1. Take your rectangular card in your hands and verify these
assertions.
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Figure 1.2.3. Labeling symmetries of the rectangle.

So we have a “multiplication” of symmetries by composition: The
product xy of symmetries x and y is the symmetry “first do y and then
do x.” (The order is a matter of convention; the other convention is also
possible.)

Your next investigation is to work out all the products of all the sym-
metries of the rectangular card and of the square card. A good way to
record the results of your investigation is in a multiplication table: Label
rows and columns of a square table by the various symmetries; for the rec-
tangle you will have four rows and columns, for the square eight rows and
columns. In the cell of the table in row x and column y record the product
xy. For example, in the cell in row r1 and column r2 in the table for the
rectangle, you will record the symmetry r3; see Figure 1.2.4. Your job is
to fill in the rest of the table.
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Figure 1.2.4. Beginning of the multiplication table for symme-
tries of the rectangle.

When you are finished with the multiplication table for symmetries of
the rectangular card, continue with the table for the square card. You will

3) Montrer que C4 et V sont deux groupes abéliens d’ordre 4 non isomorphes.

Exercice 2
Soit E un plan affine muni d’un repère affine R = (O,B).
1) Donner une équation cartésienne dans le repère R de la droite D passant par A =
(1, 1) et B = (2,−1).
2) Donner une équation paramétrique dans le repère R de la droite ∆ passant par
C = (−2, 1) et D = (2, 3).
3) Justifier que l’intersection de D et ∆ a un point et un seul. Donner les coordonnées
de ce point.

T.S.V.P.
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Exercice 3
Soit E un espace affine de dimension 3 muni d’un repère affine R = (O,B). On considère
les trois points A = (1, 4, 2), B = (3, 1, 1) et C = (2, 2, 3).
1) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
2) Quelle est la dimension du sous-espace affine F engendré par les points A, B et C ?
3) Donner une équation cartésienne dans le repère R du sous-espace affine F .

Exercice 4
Soient A,B et C des points d’un espace affine E.
On considère l’application f : E → E qui à tout point M ∈ E associe f(M) = M ′ ∈ E
tel que : −−−→

MM ′ =
−−→
MA+

−−→
MB +

−−→
MC.

1) Montrer que f est une application affine. Quelle est sa partie linéaire f# ?
2) Montrer que f est une homothétie. Préciser le rapport d’homothétie et le centre de
f .

Exercice 5
Etant donnés z1, z2, z3 ∈ C, on considère l’équation

z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1 (E)

1) Montrer que z1 = 1, z2 = j, z3 = j2 (racines cubiques de l’unité) vérifient (E).
2) Soit f : C→ C une application affine de la forme f(z) = az+ b où a, b ∈ C. Montrer
que si z1, z2, z3 vérifient (E), alors f(z1), f(z2), f(z3) vérifient aussi (E).
3) Soient z1, z2, z3 les affixes des sommets d’un triangle équilatéral parcourus dans le sens
trigonométrique. Montrer qu’il existe une application affine de la forme f(z) = az + b
telle que f(1) = z1, f(j) = z2, f(j2) = z3. Donner une interprétation géométrique de b.
En déduire que les affixes des sommets d’un triangle équilatéral vérifient (E).
4) Réciproquement, on suppose que les affixes z1, z2, z3 des sommets d’un triangle véri-
fient (E).
a) Montrer que j ou j sont solutions de l’équation

z1z
2 + z2z + z3 = 0 (E’)

Indication : développer (z1j
2 + z2j + z3)(z1j

2
+ z2j + z3).

b) En déduire que |z2 − z1| = |z3 − z2| = |z1 − z3|.
c) Que pouvez-vous conclure ?
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