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Exercice 1
On appelle ordre d’un groupe son nombre d’éléments.
1) Montrer qu’il existe un et un seul groupe d’ordre 2.
2) Montrer qu’il existe un et un seul groupe d’ordre 3.
3) Montrer qu’il existe deux groupes d’ordre 4
4) Montrer qu’il existe un et un seul groupe d’ordre 5.

Exercice 2
Par définition, le groupe affine G de R (voir l’exercice 4 de la feuille 1) agit sur R (ce
groupe est souvent appelé le groupe ax+ b).
1) Montrer que cette action est transitive.
2) Déterminer le stabilisateur H = G(0) de 0.
3) Le sous-groupe H est-il distingué ?
4) Identifier l’ensemble quotient G/H.
5) Montrer que les translations de R forment un sous-groupe distingué N de G.
6) Montrer que le groupe quotient G/N s’identifie à H.

Exercice 3
1) Ecrire la table de multiplication du groupe cyclique C4 = {0̇, 1̇, 2̇, 3̇}.
2) Ecrire la table de multiplication du groupe des symétries du rectangleV = {e, σx, σy, σ},
où σx et σy sont respectivement les réflexions par rapport aux axes Ox et Oy et σ la
symétrie par rapport à O.
3) Montrer que les groupes C4 et V ne sont pas isomorphes, bien que ces deux groupes
aient tous les deux 4 éléments.
4) Ecrire les matrices des éléments de V dans la base canonique de R2. Vérifier que
l’ensemble de ces matrices est un sous-groupe de GL(2,R) isomorphe à V .
5) Considérer les rotations {Id, r1, r2, r3} de R3 qui laissent invariant le rectangle :
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nonmotion e. If you perform first r1, and then r2, the result must be one of
r1; r2; r3; or e (because these are all of the symmetries of the card). Which
is it? I claim that it is r3. Likewise, if you perform first r2 and then r3,
the result is r1. Take your rectangular card in your hands and verify these
assertions.
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Figure 1.2.3. Labeling symmetries of the rectangle.

So we have a “multiplication” of symmetries by composition: The
product xy of symmetries x and y is the symmetry “first do y and then
do x.” (The order is a matter of convention; the other convention is also
possible.)

Your next investigation is to work out all the products of all the sym-
metries of the rectangular card and of the square card. A good way to
record the results of your investigation is in a multiplication table: Label
rows and columns of a square table by the various symmetries; for the rec-
tangle you will have four rows and columns, for the square eight rows and
columns. In the cell of the table in row x and column y record the product
xy. For example, in the cell in row r1 and column r2 in the table for the
rectangle, you will record the symmetry r3; see Figure 1.2.4. Your job is
to fill in the rest of the table.
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Figure 1.2.4. Beginning of the multiplication table for symme-
tries of the rectangle.

When you are finished with the multiplication table for symmetries of
the rectangular card, continue with the table for the square card. You will
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Ecrire les matrices de ces rotations dans la base canonique de R3. Vérifier que l’ensemble
de ces matrices est un sous-groupe de GL(3,R) isomorphe à V .

Exercice 4
1) On considère dansR2 le triangle équilatéral de sommets A = (1, 0), B = (−1/2,

√
3/2)

et C = (−1/2,−
√
3/2). Montrer que les symétries de ce triangle forment un groupe à

6 éléments. Donner les matrices dans la base canonique de R2 de ces 6 symétries de ce
triangle.
2) On considère dansR3 le triangle équilatéral de sommetsA = (1, 0, 0), B = (−1/2,

√
3/2, 0)

et C = (−1/2,−
√
3/2, 0). Donner les matrices des 6 symétries de ce triangle.
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2. The nonmotion e composed with any other symmetry (in either
order) is the second symmetry. In notation, eu D ue D u for
any symmetry u.

3. For each symmetry there is an inverse, such that the composition
of the symmetry with its inverse (in either order) is the nonmo-
tion e. (The inverse is just the reversed motion; the inverse of a
rotation about a certain axis is the rotation about the same axis
by the same angle but in the opposite sense.) One can denote the
inverse of a symmetry u by u�1. Then the relation satisfied by u
and u�1 is uu�1

D u�1u D e.
Later we will pay a great deal of attention to consequences of these

apparently modest observations.

Exercises 1.3

1.3.1. List the symmetries of an equilateral triangular plate (there are six)
and work out the multiplication table for the symmetries. (See Figure 1.3.6.)
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Figure 1.3.6. Symmetries of an equilateral triangle

1.3.2. Consider the symmetries of the square card.
(a) Show that any positive power of r must be one of fe; r; r2; r3g.

First work out some examples, say through r10. Show that for
any natural number k, rk D rm, where m is the nonnegative
remainder after division of k by 4.

(b) Observe that r3 is the same symmetry as the rotation by ⇡=2
about the axis through the centroid of the faces of the square, in
the clockwise sense, looking from the top of the square; that is,
r3 is the opposite motion to r , so r3 D r�1.

Exercice 5 Soit G un groupe et X l’ensemble de ses sous-groupes.
1) Montrer que l’application ϕ : G × X → X qui envoie (g,H) sur gHg−1 est une
action de G sur X (cette action est appelée action par conjugaison). (Vérifier d’abord
que gHg−1 est bien un sous-groupe de G !).
2) Soit G = S3 le groupe des bijections de {1, 2, 3}. Montrer que l’ensemble X de ses
sous-groupes a 6 éléments et 4 orbites pour cette action.

Exercice 6
On dispose de 3 pots de peinture de couleurs différentes (rouge, bleue, jaune). Combien
y a t’il de façons de peindre les faces d’un cube (chaque face ayant la même couleur).

Exercice 7
Combien de colliers différents peut-on faire avec :
1) 2 perles rouges, 2 perles vertes et 2 perles bleues ;
2) 4 perles rouges, 3 perles blanches et 2 perles jaunes ?
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