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Feuille d’exercices n® 2

Exercice 1

On appelle ordre d’un groupe son nombre d’éléments.
1) Montrer qu'’il existe un et un seul groupe d’ordre 2.
2) Montrer qu'il existe un et un seul groupe d’ordre 3.
3) Montrer qu'il existe deux groupes d’ordre 4

4) Montrer qu'il existe un et un seul groupe d’ordre 5.

Exercice 2

Par définition, le groupe affine G de R (voir 'exercice 4 de la feuille 1) agit sur R (ce
groupe est souvent appelé le groupe ax + b).

1) Montrer que cette action est transitive.

2) Déterminer le stabilisateur H = G(0) de 0.

3) Le sous-groupe H est-il distingué ?

4) Identifier 'ensemble quotient G/H.

5) Montrer que les translations de R forment un sous-groupe distingué N de G.

6) Montrer que le groupe quotient G/N s’identifie & H.

Exercice 3

1) Ecrire la table de multiplication du groupe cyclique Cy = {0, 1,2, 3}.

2) Ecrire la table de multiplication du groupe des symétries du rectangle V = {e, 0., 0,, 0},
ol 0, et o, sont respectivement les réflexions par rapport aux axes Oz et Oy et o la
symétrie par rapport a O.

3) Montrer que les groupes Cy et V ne sont pas isomorphes, bien que ces deux groupes
aient tous les deux 4 éléments.

4) Ecrire les matrices des éléments de V' dans la base canonique de R?. Vérifier que
I’ensemble de ces matrices est un sous-groupe de GL(2, R) isomorphe a V.

5) Considérer les rotations {Id,ry,79,73} de R? qui laissent invariant le rectangle :
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Ecrire les matrices de ces rotations dans la base canonique de R?. Vérifier que I’ensemble
de ces matrices est un sous-groupe de GL(3,R) isomorphe a V.

Exercice 4

1) On considére dans R? le triangle équilatéral de sommets A = (1,0), B = (—1/2,/3/2)

et C = (—1/2,—+/3/2). Montrer que les symétries de ce triangle forment un groupe &

6 éléments. Donner les matrices dans la base canonique de R? de ces 6 symétries de ce
triangle.

2) On considére dans R? le triangle équilatéral de sommets A = (1,0,0), B = (—1/2,v/3/2,0)
et C = (—1/2,—+/3/2,0). Donner les matrices des 6 symétries de ce triangle.

Exercice 5 Soit G un groupe et X l’ensemble de ses sous-groupes.

1) Montrer que l'application ¢ : G x X — X qui envoie (g, H) sur gHg™! est une

action de G sur X (cette action est appelée action par conjugaison). (Vérifier d’abord
que gHg™! est bien un sous-groupe de G'!).

2) Soit G = 83 le groupe des bijections de {1,2,3}. Montrer que ’ensemble X de ses
sous-groupes a 6 éléments et 4 orbites pour cette action.

Exercice 6
On dispose de 3 pots de peinture de couleurs différentes (rouge, bleue, jaune). Combien
y a t’il de fagons de peindre les faces d'un cube (chaque face ayant la méme couleur).

Exercice 7

Combien de colliers différents peut-on faire avec :

1) 2 perles rouges, 2 perles vertes et 2 perles bleues ;

2) 4 perles rouges, 3 perles blanches et 2 perles jaunes ?



