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Exercice 1 : théorème de la base incomplète et conséquences

A] Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
1) Montrer que si L est une partie libre finie de E et G et une partie finie génératrice de E
telles que L ⊂ G, alors il existe une base B de E telle que

L ⊂ B ⊂ G

2) En déduire que si F est un sous-espace vectoriel de E, il existe un sous-espace vectoriel
G de E tel que

E = F ⊕G
B] Soit désormais F un espace vectoriel et f une application linéaire de E vers F . On note
Ker(f) le noyau de f et Im(f) l’image de f . Montrer que

dim(E) = dim (Im(f)) + dim (Ker(f))

C] On note désormais E = RR l’ensemble des fonctions de R vers R.
1) Montrer que E n’est pas de dimension finie.
(On pourra par exemple montrer que la famille (gn)n∈N de fonctions définies par gn(x) = xn

est libre).
2) On note Ep = {f : R→ R, f paire} et Ei = {f : R→ R, f impaire}.
Montrer que

E = Ep ⊕ Ei

Exercice 2

1) Soit E = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4, tels que x1 + x2 + x3 + x4 = 0}.

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R4 et donner une base de E.
2) Soit F = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4, tels que x1 + x2 = x3 + x4}.
a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R4.
b) Calculer dim(E), dim(F ), dim(E ∩ F ) et dim(E + F ).

Exercice 3 : matrices

SoitM2(R) l’ensemble des matrices d’ordre 2 à coefficients dans R, k ∈ R et A =

(
1 -2
-1 k

)
1) Montrer que M2(R) est un espace vectoriel sur R et donner en donner une base.
2) Déterminer l’ensemble des matrices B de M∈(R) telles que AB = 0 ; montrer que c’est
un sous-espace vectoriel de R dont on donnera la dimension.

3) Déterminer l’ensemble des matrices B de M2(R) telles que AB = BA =

(
0 0
0 0

)
.

Montrer qu’il s”agit d’un espace vectoriel dont on donnera la dimension.
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Exercice 4 : matrices

On considère l’ensemble

E =

{
M ∈M2(C),∃(a, b, c) ∈ C3, M =

(
a b
b c

)}
1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M2(C) dont on donnera une base B.
2) Soit φ l’application de E dans M2(C) définie par

φ

(
a b
b c

)
=

(
a+c b

b a+b+c

)
1) Montrer que φ est un endomorphisme de E.
2) Déterminer la matrice de φ dans la base B.
3) Déterminer l’image et le noyau de φ.

Exercice 5 : une équation linéaire

On considère l’équation de récurrence

un+2 = un+1 + un, n ∈ N un ∈ R
et on note E l’ensemble de ses solutions.

1) Montrer que E est un espace vectoriel réel de dimension 2.

2) Déterminer deux solutions de la forme un = rn où r ∈ R. Montrer que ces deux
solutions sont linéairement indépendantes.

3) Soit (un) la suite de Fibonacci:

(1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . , un, . . .)

Utilisez les questions précédentes pour déterminer la limite de la suite
(
un+1

un

)
.


