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Feuille 3 : Applications linéaires

1. EXERCICES

Exercice 1.
Dire si les applications suivantes u sont linéaires de E dans F'. Dans ’affirmative, on donnera
les matrices associées dans les bases canoniques.
(1) SLE=F =R*et fi(z,y) = (y,20+3y); folz,y) = (y+2,2+y) et fy(w,y) = (2,4%);
(2)si E=R* F=R3et fy(z,y) = Bz +2y,x — y,20 + y);
B)siE=R} F=Ret J”;,(x,y,z) =+ 3y;

—

(4)si E=R3 F=R%et fo(z,y,2) = (20 —y,22 — y).

Exercice 2.

r + y + z = a
(1) Soit (a, b, ¢) un vecteur de R®. Résoudre le systéme suivant: § —z — y + 2z = b
y + 2z = ¢
(2) Interpréter le calcul sous forme matricielle : donner la matrice M telle que M X = B
x a
ouX=|y|etB=|b] ettrouver M.
z c
(3) Interpréter le calcul & 1’aide d'une application linéaire f : R® — R3 telle que f(z,y, 2) =
(a,b,c) et donner lapplication inverse f~! de f.
1 2 1
Exercice 3. On considére la matrice A = [1 —2 —1| de la Feuille 1, 2.(3). Donner
1 6 3

I’application linéaire f dont A est la matrice associée dans la base canonique. Calculer le
noyau et I'image de f. Existe-t-il un (z,y,2) € R3 tel que f(x,y,z) = (1,2,1) ? tel que
flz,y,2) = (1,2,2) ? Pour quel(s) o € R existe-t-il une solution de f(z,y,2) = (1,2,«) 7
Laquelle ?

Exercice 4.
Soient {1, 7, k} les vecteurs de la base canonique de R3. On pose

u@) =2i+j+k u()=i+k uk)=i+j+Fk
(1) Montrer que I'on définit ainsi une application linéaire de R?® dans lui-méme (on don-
nera I'image par u de (z,y, z) € R*). Donner la matrice M de u dans la base canon-
ique.
(2) Soit (a,b,c) un vecteur de R3. Résoudre le systéme suivant :

2 + y + 2z = a
x + 2z =0
r + Yy + z = c

(3) Interpréter le calcul sous forme matricielle et trouver M1
(4) En déduire Papplication inverse v = u~! de u c’est-a-dire application v : R® — R3

telle que (v o u)(b) = b pour tout b € R3.
1



Exercice 5. .

Donner la matrice dans la base canonique de I'application linéaire suivante f(x,y,z) =
(—x+y,z+y— z,x+ 22) et déterminer la matrice inverse et ’expression de I'application
inverse par la méthode de votre choix.

Réponses (non rédigées) pour les exercices 1 & 4:
1. f1, f1, f5, fe sont linéaires, fo, f3 ne le sont pas. Les matrices sont respectivement :

3 2
0 1 2 -1 0
(23),§—11,(130),(0_12).

1 1 1 3 1 =2
2. M=[-1 -1 1|etM*t=1|-2 -2 2 | lasolution (unique) du systéme étant
0 1 2 1 1 0

r=10Ba+b—2c), y=—a—b+cetz=1(a+b).

f:R3 — R3est donnée par f(z,y,2) = (z+y+z, —v—y+2z,y+22) et U'inverse f~! : R? — R?
par [ (u,v,w) = Gu+ v —w, —u—v+w,ju+ tv).

3. L’application linéaire associée & A est f : R3 — R3, (z,y,2) — f(z,y,2) = (z + 2y +
2,0 —2y— 2,0+ 6y+32). On a ker(f) = {(0,—2/2,2) € R? /z € R} et Im(f) = {(a,b,c) €
R?*/2a —b—c = 0}. Un (z,y,2) € R3 tel que f(z,y,2) = (a,b,c) existe ssi le systéme

T a
Ay ] = 0] aunesolution donc ssi (a,b,c) € Im(A) ou encore ssi 2a —b—c¢ = 0. Comme
z c

(1,2,1) ne satisfait pas a cette condition, I'’équation f(z,y,z) = (1,2,1) n’admet pas de
solution, de méme pour f(z,y,z) = (1,2,2). Ssi « est tel que 2-1—2 —a = 0 ou encore ssi
a = 0, équation f(z,y,z) = (1,2, «) admet une solution, plus précisément une infinité de
solutions a savoir (z,y,z) = (3/2,—1/4 — z/2,z) ou z € R.

-,

4. u(@) = (2,1,1), u(j) = (1,0,1), u(k) = (1,1,1) donc M = .M

— =N

_ o

—_ =

ISESI
I

20 +y+z
T+ z donc u(z,y,2) = 2x +y+ 2z, + z,x + y + 2). Avec la méthode de Gauss
r+y—+z

on obtient les solutions du systeme (qui s’écrit MX = B) :x = a—c¢, y = b+ c et
1 0 -1

z = —a+ b+ ¢ (quon interpréte comme X = M'B) dou Mt = | 0 -1 1
-1 1 1

v(a,b,c) = (a—c¢,—b+c,—a+b+c).

. -1 1 0 -2 2 1 .
5. Lamatricede fest M = [ 1 1 —1|douM!= % 3 2 1| doufNayz2)=
1 0 2 1 -1 2

(2w +2y+2,3c+2y+ 2,0 —y+22).



2. TRAVAUX PERSONNELS

(1) Parmis les applications suivantes, lesquelles sont linéaires ? Dans 'affirmative, donner
la matrice associée dans les bases canoniques.

R =+ R R =+ R
fi r = 2 fa: r = ée*

~R* - R R* - R
Bt wy) o 204y Jo @) o et

R = R? R = R?
By = uryr—2) T (my) o Quty et

RS R? RS R3

f7 : fg :

_>
(r,y,2) = (r+yy+=2) (z,y,2) = r+y,y+22r+y)
717_

(2) On considere les vecteurs & = 3(1,2,2), é& = (2 2), & = (2, -2,1).

(a) Montrer que c’est une base orthonormée.

(b) On considére application linéaire f : R? — R? donnée par f(i) = &1, f(j) = &
et f(l;) = &;. Donnez sa matrice P dans la base 7, j, k et calculer f(z,y, 2).

(c) Calculez l'inverse P~ de P.

(d) On considere g : R — R3 donné par g(z,y,2) = (—x + 22,y + 22,2z + 2y).
Montrer que g est linéaire et donner sa matrice A dans la base canonique.

(e) Calculez de deux fagons différentes la matrice C' de go f dans la base canonique.

(f) Donner la matrice B de g dans la base €1, € €3.

3. SOLUTION DES TRAVAUX PERSONNELS

(1) fi(dz + pa’) = 2(A\x + pa’) = X2z + p2x = A fi(x) + pfi(z), fi linéaire.
f2(0+ 1) = e alors que f2(0) + fo(1) =1+ € # fo(0+ 1), fo non linéaire. De méme,
f1 et fg ne sont pas linéaires.
Ss(Ma,y) + p(@',y) = fs(Ox + pa!, Ny + py') = 200z + pa') + Ay + py’ = A2z +
y) + (22" +y') = Ms(x,y) + pfs(2',y') done f3 est linéaire. De méme, f5, f7 et f3
sont linéaires.
La matrice M; associée a f; pour i = 1,3,5,7,8 est : My = (2), My = (2 1),

2 10
2 1 210
M5:(1 _2),M7:<0 h 1),Mg: 01 1],
2 10

(2) (a) Il faut vérifier que ||€1] = ||&]| = ||€1]] = 1 et que (€}, &) = (€}, €3) = (b, €3) =
0. Ceci s’obtient par des calculs simples, par exemple :

1 1
el = V12 +22 422 = V9 =1
3 3
et

1
(51,52):§(1><2—2><2+2><1):0.

(b> On a f(;) = gl = %(172a2)a f(;) = 52 = %(2717_2) et f(l;) = 53 - %(27_27 1)a
la matrice de f dans la base canonique est donc

1 2 2
2 1 =2
2 =2 1

pP—

Wl =

et f(z,y,2) = 5(x+ 2y + 22,204+ y — 22,22 — 2y + 2).



(c¢) En résolvant PX = B par la méthode de Gauss on trouve que

(d) Pour vérifier la linéarité :
g\, y, 2) + pla' ', 2) =g(Ax + pa’, Ny + py', Az + p2')
=(=Ax — px’ + 22z + 2u2’, \y + py’ + 2Xz + 2u,
2\x + 2px’ + 20y + 2uy’)
=N—x 422,y + 22,20 + 2y) + p(—x + 22,y + 2z, 2z + 2y)
=X\g(2,y,2) + pg(a',y', 2)

-1 0 2
et la matrice de g dans la base canoniqueest A= 0 1 2
2 20
(e) Ona(go f)(2,y,2) = g(f(2,9,2)) = g(5(x+2y+ 22,20 +y — 2,20 -2y +2)) =
1 =20
(x —2y,2x —y,2x +2y) dou C = [ 2 —1 0]. On obtient la méme matrice
2 2 0

en calculant C'= AP. B
(f) On a g(é1) = (1,2,2) = 3é1, g(€2) = (—2,—1,2) = —3é5 et g(e3) = 0 donc
0
-3
0

B =

S O W
o O O



