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Avertissement

Avant de commencer a lire ce document, plusieurs recommandations s’imposent :

1. Ce document est a prendre en complément du cours et ne peut remplacer
celui-ci! Ainsi:

(a) Certains points ne peuvent étre clairs sans les explications données en cours.

(b) Certaines parties n’ont pour but que d’expliquer I'utilité de ce cours prin-
cipalement en physique, mais aussi en biologie, chimie, économie... Par
ailleurs, le but de ce cours n’est pas d’expliquer comment modéliser un
phénomene physique, etc... mais de donner quelques outils pour vous per-
mettre d’étudier de tels modeles.

(¢) Quelques erreurs ont pu se glisser dans le texte qui suit. Dans tous les cas,
le cours (en amphi) fait référence. Nous vous serions reconnaissant de nous
signaler toute erreur (méme si vous n’étes pas certain qu'’il s’agisse bien
d’une erreur) que vous trouveriez.

(d) Certaines parties de ces notes peuvent dépasser ce qui est fait en cours.
Celles-ci ne sont évidemment pas au programme de ’examen. Elles vous
seront toutefois utiles dans la suite de vos études.

2. N’hésitez pas a nous contacter (ou un de vos chargés de TD) si certains points
ne sont pas clairs: en plusieurs points nous avons fait un choix parmi plusieurs
explications possibles. Il se peut qu'une autre explication vous convienne mieux.
S’il apparailt que ceci est le cas pour vous, n’hésitez pas a nous le dire.

La plupart des exemples d’applications ont été tirés de 'ouvrage :
K. Stroyan, Calculus using Mathematica Academic press (1993)

Les graphiques ont été réalisés en partie a l'aide des logiciels Maple, Matlab et Xfig.

il






Chapitre 1

Algebre linéaire.

1.1 Rappel : résolution de systemes linéaires par la méthode
de Gauss.

La résolution d'un systeme d’équations de degré 1 est basée sur les principes suiv-
ants :

1. les solutions d'un systeme ne changent pas quand on échange deux lignes;

2. les solutions d’un systeme ne changent pas quand on ajoute un multiple d'une
ligne a une autre ligne.

3. Un systeme sous forme triangulaire est extrémement simple a résoudre. Par

exemple:
20 45y —z =2
-y 42z =1
+3z =2

la derniere ligne donne z = %, la seconde ligne donne alors —y + 2% = 1 donc
Yy = % qui reporté dans la premiere donne x = %

On réduit le systeme sous forme triangulaire a l'aide de permutations et de combi-
naisons de lignes :

Premiere étape

e On choisit une ligne pivot parmi les lignes qui contiennent la premiere inconnues
(avec un coefficient non nul) et qu’on place en premier. On prend la ligne la
plus simple possible.

e On retranche aux lignes suivantes un multiple de la premiere ligne de facon a
éliminer la premiere inconnue dans toute les lignes, sauf la ligne pivot.

FExemple : Résoudre
2v +dy —z -2t =2
—r -y 42z 43t =1
—T +3z 44t =
r +2y —=z =2t =0
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La derniere ligne est un peu plus simple, car son second membre est nul (de
plus, le coefficient de x est 1). Choisissons-la comme ligne pivot et échangeons-la
avec la premiere. Le systeme est donc équivalent a

r 2y —=z
—r -y 2z
—x +3z
2v +dy  —=z

— L1<—)L4 —

-2t =0
+3t =1
+4t =2
-2t =2

Lo—Lo+1L4
—> L3—Ls+1L,

La—Lys—214

—

r 2y —=z
Y +z
2y 42z
Y +z

e On recommence avec la deuxieme inconnue, puis la troisieme,... jusqu’a obtenir

un systeme triangulaire.

FExemple : Dans le systeme précédent, on a éliminé 'inconnue z des lignes 2 a

4. Eliminons maintenant y des lignes 3 et 4 et ensuite z de la ligne 4:

r +2y —z =2t =0

Y +z +t =

2y 42z 42 =2

Y +z  +2t

Deuzieme étape

L3 A)Lg —2Lo
L4 ~>L47L2

e On sépare les inconnues en deux parties :

T +2y

Y

—z
+z

— celles qui restent sur la diagonale : inconnues principales

— les autres : inconnues secondaires.

—2t
+t
0
t

=0
=1
=0
=1

e On fait passer les inconnues secondaires au second membre: elles serviront de

parametre.

Exemple : Dans le systeme

r 2y —=z

Yy  +z

—2t
+t

0
t

=0
=1
-0
=1

les inconnues principales sont x,y et ¢ et la seule inconnue secondaire est z. De
plus I’équation 0 = 0 est toujours satisfaite, on peut donc I’éliminer. Le systeme

est alors équivalent a

r +

Derniere étape

2y —
Yy +

2t
t
t

1—=2.
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e On remonte le systeme de la derniere inconnue a la premiere.

Ezemple : Dans le systeme

r + 2y — 2t =
y + t =
t =

z

1—2z,

1

la derniere équation dit que ¢t = 1, puis la deuxieme équation donne y+1 =1—z2
soit y = —z, enfin la premiere équation donne r — 2z — 2 = 2z soit © = 3z + 2.

L’ensemble des solutions du systeme

20 45y —=z
—r -y 2z
+3z
-z

—x
T  +2y

est donc S ={(3z+2,—2,2,1) : z € R}

Remarque.
Pour un systeme linéaire, on a trois possibilités.

—2t
+3t
+41
—2t

e Soit il n’a aucune solution. Par exemple, la résolution du systeme

2v +dy —z =2t
—xr -y 2z +3t
-z +3z +4t
r 2y —=z =2
par les opérations ci-dessus conduit a
r +2y —z —2t
Yy +z +t
0
t

et I’équation 0 = 3 n’ayant pas de solutions, ce systeme n’a pas de solution.

e Soit il a une infinité de solutions (I’exemple ci-dessus).

e Soit il a une solution unique. C’est le cas si et seulement si il n’y a pas de
inconnues secondaires, par exemple pour le systeme

r + 2y 2z
y + =z
z

0
1.
1



1.1.1 Exercices

1. Résoudre les systemes suivants:
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I =

20 + 3y = 1 20 + 3y = 2 2+ 3y = 2 2r 4+ 3y
5r + 8y — 2 5¢ + 8y — 3 bro+ 8y =3 br. + 8y
vy = vy = r + y =1 r + 2y
2. Résoudre les systemes suivants :
r + 2y + z =0 r + 2y + z =1 r + 2y + 2z =
r — 2y — z =0 r — 2y — z = 3 r - 2y - =
20 + 3y + z =0 20 + 3y + z = 2 3r + 2y + 2z =
3. Résoudre les systemes suivants :
2 + y + z =1 2 + y + 2z =1 v + oy + 2=
_ y + z =
-yt ! -yt 2 2 z + 2z =
x + z =1 r + y + 22 = 3 B¢ — oy 4 4z =
4. Résoudre les systemes suivants:
(z + y + 2z + 2t= 2 r + 2y + 2z 4+ t= 2
r + 2y + 3z 4+ 3t= 0 2c + 4y 4+ 4z — 2t= 0
—xr — 2y — 2z + = 2 —x — 2y — 2z 4+ t= 0
Lz + y — z — 4= 4 r + y + z — 2= 1
(¢ + 2 + 2z 4+ t= 2
2 + 4y + 4z — 2t= 0
—r — 2y — 2z + = 2
lz + vy + z — 2t=1

r+ay+a*z =«
5. Discuter suivant les valeurs de a € R et résoudre ¢ e’z +y + az = 3
ar + a2y +z=7

1.2 Matrices et systemes.

1.2.1 Généralités.

Une matrice de dimension (m,n) est un “tableau” A & m-lignes et n colonnes de

nombres réels a; j, 1 <i<m, 1 <j <n.Onlanote A = [aivjhgigm,g]’gn ou
11 Q12 ... QAin a1 Q12 ... QA1g
G271 422 ... d2g a1 G22 ... d2n
A= ) ) . ou ) ) .

Am,1 Am2 --- Qmn am1 Am2 .. Gmn
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On note M,, ,, 'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes.
L’addition de deux matrices de méme taille et la multiplication d’'une matrice par

un scalaire sont définies terme a terme: si A = [a; 3], ;< 1< jcps B =
et A € R alors

SO L) >

A+ B = a;; + bi,j]1§z’§m,1§jgn A = P‘ai,jhgigm,lgjgn'
Exemple :
1 2 3 4 0123
SiA=15 6 7 8|etB=|1 2 3 4] alors
9 10 11 12 2 3 4 5
140 241 3+2 443 1 3 5 7
A+B=|5+1 64+2 7+3 8+4|=|6 8 10 12|.
942 10+3 1144 1245 11 13 15 17
et
2x1 2x2 2x3 2x4 2 4 6 8
2A=1[2x5 2x6 2x7 2x8| =10 12 14 16].
2x9 2x10 2x11 2x12 18 20 22 24

La multiplication de deux matrices est plus compliquée (la multiplication terme &
terme A ® B = [a; ;b; ] n'a que treés peu d’intérét).

Pour commencer, on ne peut multiplier deux matrices que si leurs tailles sont “com-
patibles” : si A = [a; ;] est de taille (m,n) et si B = [b; ;] est de taille (p, ¢) alors on
ne peut effectuer le produit AB que si n = p et dans ce cas la matrice AB = [¢; ]
sera de taille (m, q) et définie par

n
Cij = E i kb j-
k=1

FExemple :
Dans l'exemple précédent, A et B sont de taille (3,4), on ne peut donc effectuer
aucun des produits AB ni BA - taille (3,4) x (3,4).

1 2 3 4 01 2
—SiA=1|5 6 7 8|etB= |1 2 3|, onnepeut pas calculer AB -taille
9 10 11 12 2 3 4

(3,4) x (3,3), mais on peut calculer BA qui sera de taille (3,3) x (3,4) — (3,4). On
a

1 2 3
) 6 7
9 10 11

N = O

W N =

o N

OX1+1%x54+2x9 0x24+1x6+2%x10 O0x3+1x7+2x11
I1x14+2x5+3x9 1x24+2%x6+3x10 1 x3+2x7+3x11
2Xx14+3x54+4%x9 2%x24+3x6+4x10 2x3+3x7+4x11

12
32
26
80
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d’ou
23 26 29 32
BA =138 46 50 56].
53 62 71 80
Remarque :

— Méme si A et B sont toutes deux carrées et de méme taille (n,n), on peut avoir
AB # BA, par exemple

1 2 3 0 1 2
A=15 6 7 et B=11 2 3].
9 10 11 2 3 4
— L’intérét de cette multiplication apparaitra au chapitre 1.2.3.

Exercice :
Parmi les matrices suivantes, quelles multiplications peut-on effectuer, quelle est la
taille des matrices obtenues, calculer ces matrices:

1 2 3 01 2 2 3 0 4 1
A=1|5 6 7| B=|1 23 ¢c=]0 120 D=[111] E=[1].

9 10 11 2 3 4 1 1 01 1
Définition.

La transposée d’une matrice (m,n), A = [a; ;|, notée * A est la matrice (n, m) donnée
par ‘A = [a;;] :

1,1 ar2 ... Q1np Q1,1 az1 ... Qp1

. 21 Q292 ... Q2p a2 292 ... Qpp2
si A= . . alors ‘A=

Am,1 Gm2 ... Gmn A1m  A2m - OApm

FElle est obtenue par symétrie par rapport a la diagonale, ou encore en échangeant
les lignes et les colonnes.

Ezxemple :

SiA=

~ &~ =
co Ot N

3
6 | alors A =
9

W N =
S Ot
© 0

1.2.2 matrices inversibles, déterminants.

Dans ce paragraphe, on ne s’intéresse qu’aux matrices carrées, c’est a dire aux ma-
trices de taille (n,n) avec n un entier, n > 1. L’intérét de ces matrices provient en
particulier qu’on peut les multiplier entre elles tant a gauche qu’a droite. On note
M, ensemble des matrices de taille (n,n).
10 ... 0
01 0
Dans M,, une matrice est d’un intérét particulier: la matrice I,, = )
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Alors, pour toute matrice A € M,,, on a Al,, = I,A = A. Ainsi, la matrice I,, joue
le méme role que 1 dans R. On 'appelle souvent matrice unité.

00 ...0
00 ...0

On note 0, la matrice de M,,, 0,, = |. . . . Alors , pour toute matrice
00 ... 0

AeM,, ona A0, =0,A=0, et A+0, =0, +A = A. Ainsi, la matrice 0,, joue
le méme role que 0 dans R.
On notera plus simplement 0 et I si n est fixé.

On peut maintenant se demander si on peut diviser une matrice par une matrice non

nulle. La réponse a cette question est malheureusement NON! Par exemple, soit
0 01

N = [0 0 0], alors N> = N.N = 0, on ne peut donc pas diviser par N (sinon,
000

; _ N2 _ 0 _
on aurait N = N =N =

Ceci nous conduit a introduire la définition suivante:

Définition.

Une matrice A € M,, est inversible si et seulement s’il existe une matrice B € M,,
telle que AB = I. On note alors A~ = B et on a

0, une contradiction).

ATTA=AAT =1

Si une matrice A est inversible, la multiplication & droite (BA™!) ou & gauche (A™!B)
par A~! joue alors le role de la division.

Attention:

La multiplication & droite et la multiplication & gauche par A~! ne donnent en
général pas le méme résultat i.e. en général, A1 B # BA™! (méme si ces deux pro-
duits ont un sens) !

Ezxemple :

— La matrice N ci-dessus n’est pas inversible. En effet, s’il existait B tel que I =
NB, alors en multipliant par N & gauche, on aurait N = NI = N?B = 0B = 0,
une contradiction.

1 -1 0 0 1 -1
— Lamatrice A= |1 1 1| estinversibleetsoninverseest A~' = [—1 1 —1
0 1 1 1 -1 2

Exercice :
Vérifier que AA™l = A71A =1,
On verra dans la suite une méthode pour calculer des inverses.

Un critere d’inversibilité s’obtient a l'aide du “déterminant”. Le déterminant est une
application qui a une matrice A € M,, associe un nombre réel. On le note det A ou
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encore, si A = [a; ],

a1 di2 ... Q1p

Q21 Q22 ... QA2n
det A =|a31 az2 ... a3n|.

ap1 Qp2 ... Gpp

Cette application peut se définir par récurrence :

a b
— det [c d] = ad — bc.
— St A=lai ], <, € Mn avec n > 3, alors

1. On choisit une ligne ou une colonne: disons la ligne numéro .

2. On développe suivant cette ligne:

det A :(—1)i0+1(1i0’1 det [alz’-j]l S Z,J S n +... .+ (_1)7;0"‘]‘0(11.07].0 det [aivj] 1 S 2"7 S n
1 #1g,J # 1 i # 10,7 # Jo
oA (FD) e det [aigly < s o

1#207.]7&71

3. On recommence avec chacun des déterminants de taille (n — 1,7 — 1) jusqu’a
obtenir des déterminants de taille (2, 2).

En (plus) clair, on affecte a chaque élément de la matrice A un signe + ou —. Pour
cela, I’élément en haut & gauche (ainsi que tous ceux de la diagonale) a le signe +,
puis, chaque fois qu’on se déplace horizontalement ou verticalement, on change de
signe:

+ - + +
11 di2 @13 ... Qip ai 1,2 a3 ... a1,
— + —
G271 QA22 dA23 ... Q2p 21 a2 9 a3 ... ¥ClQ,n
+ - + +
A= 1]a31 @32 aszs ... a3n — a3;1 a3 2 azsz ... asn
+ +
p1 Qp2 Qp3 ... an,n Qp 1 :Fan,Q pn3 .. +an,n

Ensuite, on suit une ligne (ou une colonne), de préférence celle qui a le plus de 0.
Le déterminant de A est alors la somme des coefficients avec le signe qu’on vient de
leur affecter, multiplié par le déterminant de la matrice obtenue en enlevant a A la
ligne et la colonne dans lequel se trouve le coefficient.

On recommence avec chacun des déterminants plus petit ainsi obtenu.

Exemple : Soit

123 4 1 -2 3 4
A (2345 |23 47
“ 3456 3 4 5 6
456 7 4 t5 6 *7
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et développons (par exemple) suivant la troisieme ligne :

2 3 4 1 3 4
det A=+3.det |3 4 5| —4.det |2 4 5
5 6 7 4 6 7

(1 2 4] [1 2 3]

+5.det |2 3 5|—6.det |2 3 4

4 5 7 4 5 6

Puis calculons les 4 déterminants (3, 3) qui apparaissent :

2 3 4 t2 —3 T4
34 5 — "3 T4 75
5 6 7 t5 76 t7

et, en développant suivant la premiere colonne :

3 4
4 5
6

2
det |3
5 7

4 5 3 4 3 4
=+2. det [6 7]—3det [6 7]+5det [4 5]
=2(4x7—-5x6)—33x7T—4x6)+53x5—-4x4)
=0

Puis de méme avec les 3 autres déterminants (ils sont tous nuls).
Cette méthode n’est toutefois pas tres efficace. Notons les regles suivantes:

1. det A = 0 si une ligne est un multiple d'une autre ou si une ligne est la somme

de deux autres lignes (ou, plus généralement, si les lignes ne forment pas une
base, cf. 1.3).

2. det A ne change pas si on ajoute a une ligne un multiple d’une autre ligne.
3. Si on permute deux lignes on change le signe du déterminant.

4. Si on multiplie par A une ligne, le déterminant est multiplié par . Ceci permet
de “factoriser” dans une ligne.

5. Si A est une matrice triangulaire supérieure (ou inférieure), alors le déterminant
est le produit des éléments sur la diagonale :

(a1, * % *
0 ago *
det 0 0 a3 3 =0a1,1.422 ...0pn-
| 0 0 0 A

6. Enfin det A = det?A. Par suite, on peut remplacer “ligne” par “colonne” dans

ce qui précede.
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Il est donc en général préférable de commencer par une réduction de Gauss de A
pour calculer le déterminant de A.

Pour cela, on choisit une ligne pivot avec un coefficient non nul en-haut a gauche.
Si cette ligne n’est pas la premiere, on la permute avec la premiere, sans oublier de
changer le signe du déterminant.

— On retranche ensuite aux lignes suivantes, un multiple de la ligne pivot pour faire
apparaitre des zéros dans la premiere colonne.

— On recommence jusqu’a obtenir une matrice triangulaire.

Ezxemple :

1 2 3 4 1 2 3 4 pivot : [
3456/ |0-2 -4 —6 L3 — Ls— 3L,
1 2 3 4
10 -1 -2 -3 pivot : Ly
/0 0 0 O L3 — Lsg— 2L,
0O 0 0 O Ly— Ly—3Ly
= 0

(ce qu'on pouvait voir des la deuxieme étape puisque L3z = 2Ls.) Voici un autre
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exemple :
2 3 4 1 1 2 3 4
4 5 2 3] 45 23 pivot : Ly
3 4 1 2] 3 4 1 2 L1+ Ly
1 2 3 4 2 3 41
1 2 3 4 pivot : Ly
B 0 =3 -10 -13 Lo — Ly — 414
N 0 -2 -8 —10 Ly — L3 — 3L,
0 -1 =2 —7 Ly — Ly —214
1 2 3 4
_ B 103 10 13 Ly — —1Lo
= X)X oy s Ly — —1Ls
2 01 2 7 L4 — —L4
1 2 3 4
_ 9 01 4 5 pivot : Lg
N 0 3 10 13 Ly Lsg
o1 2 7
1 2 3 4
B _9 01 4 5 pivot : Lo
N 0 0 —2 -2 L3—>L3—3L2
00 -2 2 Ly— Ly— Lo
1 2 3 4
= —2 014 5 pivot : L3
00 =2 -2 Li— Li—L
00 0 4 4 e

= —2x1x1x(-2)x4=16

Malgré la difficulté a calculer un déterminant, celui-ci fournit un moyen simple de
vérifier qu'une matrice est ou non inversible:

Théoreme.

Soit A € M, alors A est inversible si et seulement si det A # 0.  Ce théoreme
(admis ici) se démontre a l'aide de formules qui donnent explicitement la matrice
inverse a l'aide de déterminants. Ces formules sont completement inefficaces dans

la pratique, sauf dans le cas des matrices 2 x 2: si A = (CCL Z) alors (a faire en

(Z Z) v (_dc _ab) — (det A) I

exercice)
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donc A est inversible si et seulement si det A # 0 et dans ce cas
1 d —b
A7l = :
det A (—c a >

1.2.3 Systémes et matrices.

La résolution d’'une équation ax = b avec a,b,x € R (a # 0) est trés facile: en
divisant par a, il vient x = g
Une telle équation AX = X’ avec A € M,,, X, X' € M, 1 n'est pas aussi aisée

a résoudre puisqu’on ne peut pas diviser par une matrice. Pour résoudre une telle

/
.1‘1 :Bl
/
, . T2 , Lo ) .
équation, notons A = [aiaj]1<ij<n’ X = | .| et X' = | 7. Alors ’équation
: 3
Ty, x

AX = B n’est autre qu'une réécriture du systeme

1121 + a12X2 + ...+ Al ntn = I
/

2121 + a2 2X2 + ...+ A2 nTyn = Ty (1)
!

Ap1T1 + Gp2To +...+ GupT, = I,

On dit alors que la matrice A est la matrice du systéme (1) et la résolution d'un tel
systeme par la méthode de Gauss a déja été vue.

Cas A inversible.

Si la matrice A est inversible, alors en multipliant I’équation AX = X’ & gauche par
A~ il vient

X=IX=A1'"AX=A4"1X

On trouve alors X = A~' X’ qui est donc la seule solution de (1). (C’est a dire que

la multiplication “4 gauche” par A~! remplace la division par A).

Cette remarque permet de donner une méthode efficace pour calculer les inverses

de matrices: il suffit de résoudre (par la méthode de Gauss) le systeme AX = X’
7y

avec X' = | ¢ |. Ce systéeme a une solution unique si et seulement si A est in-

/

Tn,

versible. Dans ce cas X = A7' X’ donc A~ est la matrice de ce systéme (d’inconnues
Tyy.o.y ).
Ezemple : Inverser (si possible) la matrice

1 1 -1
P=]-11 -1
0 1 2
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x x!
Soit X = [y et X’ = |y'|. Résolvons le systeme PX = X':
z

z
r +y — z = a2 x + y - z = a2
—x + y - z = yl _>L2—>L2+L1 2y - 22 = .'L‘/ +yl
y + 2z = Z y 4+ 2z =
x + y - z = 2
TP Ls—L3—3Ls 2y — 22 = o +/
3z = L Ly
2 2Y

Il faut ensuite “remonter” le systeme:

T Yy -z = X Ty —z2 =
2y —2z = o +y/ — Y = éx’ +iy iy
~ — —lZL" ly/ —i—lZ/ > —_ _lx/ _iy/ _|_izl

6 6 3 6 6 3

N _ i ! i / 1

Y = 3T +§y +32

z = —zt' —zy 437

et la matrice P! est alors la matrice du systéme P~'X’' = X :

1 1
11 3 =30
2 1
p—1:§ %%:—222.
- sl 1o

Cas général
Définition.
Soit A € M,,. Le noyau de A, noté Ker A défini par

Ker A={XeM,; : AX =0}.
L’image de A, notée Im A, est défini par

ImA={Y eM,; : ilexiste X € M,; tel que AX =Y}

Ainsi, pour que le systeme AX = B ait une solution, il faut et il suffit que B € Im A.
De plus , si X; et X5 sont deux solutions de AX = B, c¢’est-a-dire si

AX1 =B et AXQZB

alors, en soustrayant on obtient A(X; — X5) = 0 i.e. X; — X5 € Ker A. Inversement
si AX; = Bet AXy; =0 alors A(X; + X3) = AX; + AXy = B+ 0= B. Ainsi

Théoreme 1.2.1
Le systeme AX = B a soit aucune solution, soit une seule solution, soit une infinité
de solutions. Plus précisément

e Le systeme AX = B a au moins une solution si et seulement si B € Im A.
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e Le systeme AX = B a une solution unique si et seulement si A est inversible
(et alors X = A™'B est cette solution).

e Le systeme AX = B a une infinité de solutions si et seulement si B € Im A et

Ker A # {0}.

Corollaire 1.2.2
Soit A € M,, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible.
2. Ker A = {0}.
3. ImA = Mn,l-

1.2.4 Exercices

1. On considere les matrices suivantes:

A:

D

DO = =

N —

3

_ W N

— W

B =

E =

O = =

W N =

(a) Calculer chaque fois que possible

2A + B,2A — D,2B + C,2B — 3E,2C + 3F,2C + F.

W N

N — W

[N NV

(b) Effectuer tous les produits de deux de ces matrices qui sont possibles.

2. Ecrire les systemes suivants sous forme matricielle :

T
T
2z

_|_

+

2y + =z
20 — =z
Jy + =z

0
0
0

r + 2y + =z

‘/L‘ —_—
2 +

2y

z

3y + =z

T
T

+ 2y + =z

2y

z

3r + 2y + =z

A partir des résultats obtenus dans les Exercices 1.1.1, décider si les matrices

de ces systemes sont inversibles. Dans ce cas, calculer leurs inverses.

3. Inverser, si possible, les matrices suivantes :

N O =

S NN

w N O

1
1
1

—2

1
-1
3

1
1
2

-2

1
-1
1

— DN

— W N

— DN =



1.2. MATRICES ET SYSTEMES. 15

Travaux personnels

Exercice 1 On considére les matrices suivantes:

11
11 2 1 111
A:<1 2) 32(1 2) C:(l 2 2) b=112
2 1
Donner les tailles de ces matrices et en déduire lesquelles de ces opérations sont
possibles:

A+2B, A+20, A+2D, AB, BA, AC, CA, AD, DA, BC, CB, BD, DB, CD, DC.

Effectuer toutes celles qui sont possibles.

Exercice 2 On donne les matrices A = 1 -3 1|, B = et

N —
— N
— =N

C = . Effectuer chaque fois que possible les opérations suivantes: A + 2B,

N =
— N

A+20, B4 20, AB, AC, BA, CB.

Exercice 3 Inverser, si possible, les matrices suivantes:

1 1 -3 11 2 11 2
A=|1 =3 1|, B=[211], c=[21 1
-3 1 1 121 10 -1

Solutions des travaux personnels

Exercice 1. Les tailles sont données par A : (2,2), B: (2,2), C : (2,3), D : (3,2).
On peut donc calculer:

2
5 3 3 3 3 4 2 3 3
aean=(00) = (03) mac (30 ae-(27) o s

3 3 2 3 3
BCz(iéé) DB=14 5 CD:<;L 3) DC=[3 5 5
5 4 3 4 4
Exercice 2.
—4 0 0 —4 0 —4 0

A+2B= AB=| 0 -4 0 AC=| 0 —-4| BA=| 0 -4

— W W
W = W
wW W =
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Exercice 3. Soit on remarque de la question précédente que AB = —41 donc que
A x B =TI donc que A~' = —1B, soit on résout le systeme AX = X':

r 4+ y — 3z = a xr 4y -3z= o2
r — 3y + z =y — —dy +4z= -2 +y
—3z -+ Y —+ z = Z, Ly — La—1ILy 4y —8z = 3$/ _'_Z/

L3 — L3+3L1

r 4y —3z= o
— —4dy +4z= —2' 4y
Ly — Lg+Lo —4z= 22 4y +7

g’%ﬁ z=—122 +y +2) et y=—1(2'+2y 4+ 2') et comme x = 2’ —y+ 3z, on en
éduit

2/
r = —zx — Yy — Iz 1 11 2
y = —%x’ — %y’ - %z’ et A= ~1 1 21
2= - - g - 17 211
1 -3 1
De méme, B~ = —}l 1 1 =3 | alors que C n’est pas inversible.
-3 1 1
1.3 R? et R
Z \\// 0y:2) projection de
AN A "7 U surlesaxes
U= (xy) - N oction d
Y : ’ (X'O’Z):,;,I;.‘,_,.‘_‘,,_.“ R o (x.y.2) - p;qemon e
: : = u surlesplans
T K T de coordonnées
> : > P > :
: X i j i y
2 g :
IR x (x,y,0) |R3

Figure 1.1: Les vecteurs du plan et de I'espace

1.3.1 Définition de R? et de R3

On désigne par R? 'ensemble des couples (z,y) avec z,y € R. Ces couples sont
appelés vecteurs du plan. On peut alors définir I’addition de deux couples (z,y) et
(z',y') ainsi que la multiplication d’un couple par un scalaire A\ € R a l'aide des
opérations correspondantes sur les vecteurs. Plus précisément :
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e laddition: siu = (z,y), @ = (2/,y') € R?, alors on définit un nouveau vecteur
que 'on note @ + # € R? par

U+u = (zy) + (@ y)=@+2y+v)

e la multiplication par un scalaire: si 4 = (z,y), A € R, alors on définit un
nouveau vecteur que ’on note A\ € R? par

A= Az,y) = (Az, Ay).

On désigne par R? I'ensemble des triplets (z,vy, z) avec z, vy, 2 € R. C’est 'ensemble
des coordonnées des vecteurs de [’espace. On définit alors 'addition et la multipli-
cation par un scalaire comme ci-dessus :

o laddition: si i = (x,y,z), @ = (2',y,2") € R?, alors
U+ = (2,y,2) + (@Y, 2) = (e +a' y +y 2 +2) R’
e la multiplication par un scalaire: si 4 = (z,y,2), A € R, alors

i = Nz, y, 2) = (Ax, Ay, \z) € R®.

On notera les vecteurs nuls 0, = (0,0) € R? et 03 = (0,0,0) € R3. Si aucune
confusion n’est possible on notera indifféremment 0 pour 0y ou 0s.

Figure 1.2: Opérations sur les vecteurs, ici A > 1

Remarque.
La multiplication de deux vecteurs n’a pas d’intérét.
1.3.2 R? et R? comme espaces vectoriels.

Les additions et multiplications définies ci-dessus ont les mémes propriétés que
I'addition et la multiplication dans R, & savoir, pour 4,7, € R", (n =2 ou n = 3)
et \,peR:

1. 44+0=0+17=1.
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6. A&+ 7) = M
7. A+ p)d = i
En particulier @ — @ = 14 + (—1)@ = (1 — 1)@ = 0@ = 0.

Remarque.

Un ensemble E sur lequel il existe un élément 0, sur lequel on peut définir une
opération + et une multiplication par A € R et qui vérifient les propriétés ci-dessus
s’appelle un R-espace vectoriel.

Par exemple F([0,1]), l'espace des fonctions sur [0,1] & valeurs dans R, avec les
opérations usuelles est un espace vectoriel.

Dans la suite, nous verrons aussi que les solutions de certaines équations différentielles
et 'ensemble des matrices (n, m) sont également des espaces vectoriels.

1.3.3 Rappel: vecteurs colinéaires et déterminant dans R?

Dans la suite nous aurons besoin de décider si deux vecteurs @, v de R? sont colinéaires.
Rappelons que deux vecteurs , v sont colinéaires s’il existe A\, u € R, non tous deux
nuls, tels que A + pv' = 0. Il y a donc trois possibilités :

e soit u = 0,
e soit ¥ =0,

e soit, si @, ¥ ne sont pas 0, alors ¥ = kU pour un certain kK € R, k # 0, et donc
= _ 1=
U= 1.
K
Ecrivons donc 4 = (a,b) et ¥ = (¢,d) et supposons que ces deux vecteurs ne soient
pas 0,

e si i = AU alors (a,b) = A(c,d) = (Ae, Ad) i.e. a = Ac et b = A\d, en particulier
ad — bc = Aed — Ade = 0. De méme, si U = pu alors @ = p ¢ et on a encore

ad — bec = 0.

e Inversement, si ad — be = 0, supposons que a # 0, alors d = £b et évidemment
c= ¢a donc ¥ = (c,d) = <(a,b) = <ii. De méme, si b # 0 alors @ = %4. Enfin,
a _a a b
sia=0=0, i.e. si v =0 alors © = 0.

Ainsi, nous avons montré que



1.3. R2 ET R3. 19

Proposition 1.3.1

Soient @ = (a,b) et ¥ = (c,d) deux vecteurs de R?. Alors i et ¥ sont colinéaires si
et seulement si ad — bc = 0.

On note det(u, ¥) = ad — be et on appelle ce nombre le déterminant de @ et de .

Remarque.
a c

On note aussi det(u, 7) = b od

a b
c d|
Si @ = (a,b) € R? la droite de R? engendrée par @ est I'ensemble des vecteurs

colinéaires a i. Ainsi U = (z,y) appartient & la droite engendrée par 1 si et seulement
si det(u, 7) = 0 c’est-a-dire ay — bz = 0, qui est bien ’équation d’une droite de R

Quand deux vecteurs @, 7 de R? ne sont pas colinéaires, alors tout vecteur @ € R?
s’écrit en fonction de , v. Plus précisément :

Proposition 1.3.2
Soient 4,7 € R? deux vecteurs tels que det(d, ) # 0. Alors, pour tout @ € R? i
existe un unique couple (x,y) € R? tel que @ = zu + yv. On dit alors que x,y sont

—

les coordonnées de W dans le repere (i, v)

On dit alors que @, ¥ déterminent un repére de R?, ou encore une base de R2.

Preuve de la proposition.
Ecrivons @ = (a,b), ¥ = (¢,d) et & = (o, 8), alors

si et seulement si

ar + ¢y = « B ar -+ cy = «Q
{bx + dy = 6% Ly als bL1_>{ (ad—bc)y = af —ba’

Comme ad — be = det(u, V) # 0, on en déduit que le systeme a bien une solution

: __ aB-ba _ da—cp
unique y = =—-. et x = ===,

Remarque.
, , N ar + ¢y = «
Dans le cours de la preuve, on a démontré que le systeme { br 4+ dy 3 avait
une solution si et seulement si det(u, ¥) # 0 et alors les solutions sont z = jitt((gg)) et
_ det(d,w)

Y= G Ces formules sont connues sous le nom de formules de Cramer.

1.3.4 Vecteurs colinéaires et coplanaires dans R3.

D¢éfinition.

On dit que deux vecteurs i, T € R3 sont colinéaires s’il existe o, B € R non tous nuls
tels que aii + BT = 0.

On dit que trois vecteurs i, v,w € R?® sont coplanaires s’il existe o, 3,7 € R non
tous nuls tels que ad@ + BT + v = 0.

Remarque.



20 CHAPITRE 1. ALGEBRE LINEAIRE.

e Le vecteur 0 est colinéaire avec tout autre vecteur et coplanaire avec tout autre
couple de vecteurs:
0 =10+ 0u = 10 + 0w + 07.
La définition des vecteurs colinéaires dans R? est la méme que dans R2.

e Si@+#0ect 0 alors la condition a@ 4+ A7 = 0 implique a # 0 et 8 % 0 et
alors 4 = —gﬁ' ou encore v = —%ﬁ. En particulier, si on écrit @ = (a,b,c) et
U= (da,b,c) alors

/

— (a,b):—g(a’,b’) donc Z Z, =0,
b v
_ — _B(y o _
(b,c) = —2(b', ') donc e o =0
/
— (a,c):—g(a',c’) done |* 4| = 0.

e Si 4, U ne sont pas colinéaires, alors I’ensemble des vecteurs w qui leur sont
coplanaires est un plan. On appelle ce plan, le plan engendré par u et v.

Tout d’abord, la condition aii+ 7+~ = 0 implique v # 0 (sinon 4, U seraient
colinéaires) et donc W = —%ﬁ— gﬁ. Ecrivons A = —%, = —g u = (a,b,c),

b

v=(d,V,c) et W= (x,y,2), on a donc

aN\ + dp = x
bA + Wpu
cA + dp = =z

|
<

!
RN .. . , . a a
Comme 4,7 ne sont pas colinéaires, 'un au moins des déterminants
b b b b/ )
b v a ) ) ) a da
, ,| n’est pas nul, disons pour simplifier byl = abl — ba’ # 0.
c c c
_ bz—dy _ —bzday 35> _ 1, (e =bd)z+(ac —ca')y
Alors \ = bty W= dou z=c\+u= b7 ou encore

(b — cb)x — (ac’ — ca’)y + (ab — ba’)z = 0 que nous allons écrire

a/

Cl

a a

b b

b v
c C/w_ Y+ z=0 (1.1)

c
ce qui est bien I'équation d’un plan.
e L’intersection de deux plans distincts est une droite.

D¢éfinition.
Une partie E de R? est un sous-espace vectoriel de R3 si 0 € E et

e pour tout i € E et tout A € R, M\ € E, et

e pour tous U, v € B, i+ v € E.
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Remarque.

e La premiere condition dit que si E contient un vecteur « alors il contient toute
la droite engendrée par .

e Les deux conditions peuvent étre résumées en: pour tous A\, u € R et tous
u, v € B, \Mi + pv € E. Cette nouvelle condition dit donc que si E contient
deux vecteurs u, ¥ non colinéaires, alors E contient tout le plan engendré par
U et v.

Le théoreme suivant se démontre facilement (preuve en exercice) :

Théoreme 1.3.3
Soient u, v deux vecteurs non colinéaires. Alors

e la droite engendrée par i est un sous-espace vectoriel de R?,

e le plan engendré par @ et ¥ est un sous-espace vectoriel de R3.

1.4 Produit scalaire, produit vectoriel, produit mixte.

Figure 1.3: Une bille dans une gouttiere

Souvent, en physique, le repere standard (;, 7, E) n’est pas bien adapté au probléme.
Par exemple, dans la figure 1.3, une bille glisse sans rouler dans une gouttiere. Il est
alors plus facile d’écrire les équations qui régissent son mouvement dans un repere
(€1, €, €3) établit selon la gouttiére: €7 dans la direction de plus grande pente de
la gouttiere, €5 horizontal et perpendiculaire a la gouttiere enfin €3 perpendiculaire
aux deux precedents Alors, 'accélération a est de la forme @ = aq€1, la force de
frottement est F = — F¢, €1 la réaction du support est R= Res. 11 ne reste plus qu’a

exprimer la gravité § = <—gj, €3>€3 (voir la signification de () partie 1.4.1).

1.4.1 Produit scalaire.
Définition.
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Le produit scalaire de deux vecteurs de R? est défini pour @ = (z,y), v = (2/,v)
par

(U, v) = za’ +yy'.
Les physiciens emploient souvent la notation 4 - v = (u, vy = zx’ + yy'.
La norme euclidienne d’un vecteur de R? est définie pour i = (z,y) par ||| =
V2 + 2.
Le produit scalaire de deux vecteurs de R? est défini pour © = (x,y,2), U =
('Y, 2") par
(U,v) =z’ +yy' + 22"
La norme euclidienne d’un vecteur de R® est définie pour @ = (x,y,2) par
ld]| = /a? +y* + 22
Deux vecteurs i, v de R? (ou R?) sont dits orthogonaux si (i, v) = 0. On note
alors w 1 7.
Remarque.

— En général, on dit simplement “norme” au lieu de norme euclidienne.
— La norme d’un vecteur est sa longueur.

— Le vecteur 0 est le seul vecteur orthogonal a tous les vecteurs.

Propriétés:
Si 4, v,w € R? (ou R?) et si A € R, alors

U+ U, W) = (U, ) + (U, ) ;
ﬁ,17+117> = <ﬁ’17>—|—<ﬁ,117>,
M, T) ;

On remarque que ||u|| = \/(, @) et qu’on a

1.
2.
3.
4.
d.

||| > 0 et ||i|| = 0 si et seulement si @ = 0;

Al = Al

|(w, 0)| < ||d||||¥]| et |(&, V)| = ||a]|||V]| siet seulement si @ et ¥ sont colinéaires;
17 + @l < [lall + 7] ;

[l = 19 < 1@+ 7.

Preuves.
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e Si il = (z,y) #0,alors z # 0 (ou y # 0) alors 22 > 0 (resp. y> > 0) et alors
22 +y? > 2? et |Ju]] > Va? = |z| > 0 (resp. ||d] > |y| > 0).

o ([Nl = /(N Aty = /N, Mad) = /A2 (i 1d) = A/ i) = [A][Jul)

e Pour tout A € R,

1@ + \T||> =(@ + \T, @+ \T) = (@, @) + (AT, \O) + (@, \O) + (\T, @)
=N + 20, 7) + |||
Posons P()\) = al? + b\ + ¢ avec a = HﬁQQ, b= 2(,7) et ¢ = ||@||>. D’apres
la relation précédente, P(A\) = ||@+ AJ||” > 0 pour tout A et le polynome

P n’a pas deux racines réelles distinctes. Par conséquent son discriminant est
A =0 —dac < 0 i.e. 4@, )" — 4||a@||*||7]|> < 0. On a bien |(@, @)| < |@]||7].
Si |(u, )| = ||@]|]|V]|, alors le discriminant de P est nul et P a une racine réelle

double \g. Donc P(\g) = ||u + )\017||2 = () et par suite @+ M7 = 0: @ et ¥ sont
bien colinéaires.

e On en déduit que
L2 a2 L2 Lo,
[+ 3" =" + [[7)|” + 2(, 7)
<||@ll” + 191" + 2flalll|o]l = (lla]l + [19]])"

On a donc bien ||@ + 9| < [|d|| + ||V]|.

e En appliquant ceci a @47 et —/, on obtient ||i]| = ||u + ¢ — 9| < ||d + ¥||+ |||
et donc ||@|| — ||¥]| < ||@+ v]|. En échangeant @ et ¥ on obtient ||¢]| — ||| <
% + 7] et donc |||l — |]]| < [l + 7.
Les autres identités sont triviales. O
Remarque.

Si €], e, € R? ou R? sont deux vecteurs orthogonaux non nuls alors ils ne sont pas
colinéaires. En particulier, si €, & € R? ne sont pas nuls et sont orthogonaux, alors
det(é&, 52) 7’é 0.
De méme, si €}, €2, & € R? sont deux a deux orthogonaux et sont non nuls, alors ils
ne sont pas coplanaires.
En particulier, si €1, €&, € R? ne sont pas nuls et sont orthogonaux, alors det (e, &) #
0.
En effet, si Aé] + péy = 0 alors IN€1 + ués|| = 0. Mais, comme €}, €5 sont orthogo-
naux,

1AL+ pls]|* = N2|@* + ||
donc A||é1]] = 0 et p||é]| = 0. Mais, comme €) et € ne sont pas nuls, ||€1] # 0 et
||€2]| # 0 donc A = = 0. Ainsi €] et €> ne sont pas colinéaires.
La preuve pour trois vecteurs de R? est similaire.
D¢éfinition.
On appelle repére orthogonal ou base orthogonale de R? un systéme de deux vecteurs
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(€1,6) de R? tels que €, L é&. On dit que la base est orthonormale si de plus
&l = el = 1.

On appelle repére orthogonal ou base orthogonale de R® un systéme de trois vecteurs
(61,8, ¢5) de R3 tels que & L &, & L & et &y L e3. On dit que la base est
orthonormale si de plus ||e1|| = ||&]| = |les|| = 1.

Au lieu de base orthonormale on dit encore base orthonormée.

Exemple fondamental :
— Dans R?, soit ¢ = (1,0) et j = (0,1). Alors (4, 7) est une base orthonormée de R?.
De plus, si @ = (z,y) € R?, alors

En particulier

N A2
lal| = /2% + 4% = \/<m> +{a@j).

— Dans R3, soit 1 = (1,0,0) et j= (0,1,0), k= (0,0,1). Alors (Z,j, lg) est une base
orthonormée de R3. De plus, si @ = (z,y,2) € R?, alors

i=xi+yj+ 2k = <ﬁ Z>Z+ <a‘,]’>§'+ <ﬁ IZ>E

En particulier

2

Jill = VR F R = (@) + (17) + ()

D’apres la remarque précédente, si €, € est une base orthogonale de R?, alors ils
ne sont pas colinéaires. D’aprés le paragraphe 1.3.3, tout vecteur @ € R? s’écrit
U = x€1 + yey. Remarquons qu’alors

(i, &) = (x&) + Y&y, &) = 2(&1, 1) + y(&, &) = z||& |

—

puisque & L &. De méme, y||é3]|> = (@, &) et donc

(g,er) , | (4, 6&)

2 -1 2“2
& &

u
En particulier, si la base est orthonormée:

= (U, ey)er + (i, &) és. (1.2)
On a donc montré le théoréme suivant pour R?:

Théoréme 1.4.1

e Soit (€1, ¢€,) une base orthogonale de R?. Alors tout vecteur @ de R? s’écrit
de facon unique u = x€; + yéy avec x,y € R. On dit alors que x,y sont les
coordonnées de i dans la base (€1, €3).
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e Soit (€}, ¢, e3) une base orthogonale de R3. Alors tout vecteur v de R3 s’écrit
de fagon unique v = xé| + yés + zé3 avec x,y,z € R. On dit alors que x,vy, z
sont les coordonnées de ¥ dans la base (€1, €, €3).

Remarque.
Si (€1, €3) est une base orthogonale de R?, on peut définir & = AR gy = AR Alors

[y

(€1,&3) est une base orthonormale de R?.
De méme, si (€7, €, €3) est une base orthogonale de R3, on peut définir & = 0

=

2o g3 = S Alors (81, €5, €3) est une base orthonormale de R3.
llez]l lles]| VT

Il en résulte qu’il suffit de démontrer le théoreme 1.4.1 pour les bases orthonormées.
Preuve Nous allons démontrer le théoreme pour R3, la preuve s’adaptant a R? et
fournissant ainsi un second preuve.

Premiére étape: que sont z,y, z 7 Le méme calcul que pour R? va marcher :

Soit (€1, €, 3) une base orthonormale de R3. Supposons que @ s’écrive et si 4 =
€1 + yes + zé3. Alors

<’l_[, €1> = <ZL‘€1 + y€2 + 253, 51> = 33(51, €1> + y(e}, €1> + Z<€3, €1> =T
puisque (€1,&) = ||e1|]> = 1 et & L &, & L &. De méme y = (@, &) et z = (i, &).

En particulier, si [’écriture est possible, elle est unique et alors

D
I

INgR
—~
\.Ql
D
~—
D

1_[ = <ﬁ, _’1>é'1 + <17:, €2>52 + <17:, 53>€

Il faut maintenant montrer que tout vecteur « s’écrit comme cela.
Deuxieme étape: Nous aurons besoin dans la prochaine étape des deux calculs

suivants:
|@ —a||" = [[a]]” + [|[]|" — 2(a@, 7).

(U, €;)€;, alors
1

et, si v =

3
1=

3
191 = (7,6)*.
i=1
En effet, en développant le produit scalaire
3 3
12 — = — =\ = — =\ =
19 =(@,5) = ( D _ (@&, > (5,€)¢

=1 j=1
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puisque, €1, €, €3 sont orthonormés, (€;,€;) =0sii # j et (€;,€;) = 1.
Troisieme étape: I'écriture est possible pour i, j, k.
D’apres la premiere étape, il s’agit de montrer que

3

=1 j:]_ k=1

Comme un vecteur est nul si sa norme est nulle, il suffit de montrer que

3 3 3
-y (ia)a iy (7@ F-Y (ke
k=1

i=1 Jj=1
Pour cela, il suffit de démontrer que la somme S des carrés de ces trois normes est
nulle mais, d’apres le premier point de la deuxieme étape :

3 3
=Y (el + 7= G| +|F- X (Raa
1 j k=1

7=1
3 3 2
=||i||2—2<i,z<i,a>a> +|X (La)a +||j||2—2<j,z<j,€j>€j> +
, . 2
3
§:<ha>@

=0 =0 , =0.

2

+

2

S:

2

3
> (7.8)%

i=1

=1

2

i=1 i=1 j=1 j=1
3 = 2 3 N 2
IR 23" (Fa) + 3 (k.é)
k=1 k=1
= 5 = 3 o 2 5 2 N 2
P+ P R - () (R + (Ra))
=1

2 = 7 = 12 > 112 > 112
=[[2l1* + 1311 + I1&l* = (e + el + llesl)

en regroupant les termes. Mais, 7, j, k, €1, €5, €3 sont tous de norme 1, donc .S =0 et
on a l’écriture voulue pour 1, 7, k.
Derniére étape : I'écriture est possible pour tout vecteur @ de R3.

En effet, on sait déja qu’il existe a, 3,7 tels que
@ = oi+ Bj + vk

Mais alors, avec I'étape précédente,
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En regroupant les termes respectivement en €7, €, €3, on obtient

= (a<2 €1> + @<j, €1> + 7<E, a>) &,
+(aia) +5(7.a) +1(Fe i;

+(afia) +6(7.a) +(E
Z+B<y,el> +(F.a)),

qui est bien de la forme @ = xé|+yeés+z€3 avec x = ( < Z
v=((a)+5(1.a)+1(Ra)). 2 = (ola) +8(7.6) +1(ka)). o
Remarque.

Au cours de la preuve, on a vu 'un des principaux intéréts des bases orthonormales:
on peut facilement calculer les coordonnées d’un vecteur dans de telles bases et
qu’ensuite il est aisé de calculer la norme d’un vecteur et le produit scalaire de deux

vecteurs & 'aide de leurs coordonnées dans cette base:
Si (€1, €) est une base orthonormale de R? et si @ € R?, alors

?T‘l

, €2

?T‘l

Dy

3

—

u = <ﬂ:, €1>51 + <ﬁ7 €2>€2

et
||U|| = <u7u> - <U, 61>

Ainsi, si @ = x€) + yés et U = 2'e] + y'é,, alors

]| = /2% +y? et (4,0) = 2’ +yy'.

En particulier, z = (4, €)) et y = (U, ).
De méme, si (€}, €, €3) est une base orthonormale de R? et @ € R? alors

—

+ <ﬁ7 62>2'

'Ij — <l_[, €1>€1 + <l_[, €2>€2 + <l_[, €3>€3

et

@||* = (i@, @) = (i, €)% + (i, &) + (i, &)°.

Ainsi, si i = x€) + yés + z€3 et ¥ = 2'é; + y'éy + 2'es, alors

|d]] = /a2 +y? + 2% et (4, V) = za’ +yy' + 22/,

Ezemple :
513: \%(1,1,1), €y = \%(1,0,—1), €5 = 3(1,—2,1) est une base orthonormale de
R-.

1.4.2 Produit vectoriel.

Dans R?, il est tres facile de construire des bases orthogonales. Il suffit de prendre
un vecteur & = (a,b) # 0 et de se rendre compte que le vecteur & = (—b,a) est
orthogonal a €.

Dans R3, ceci est plus compliqué. On peut & nouveau prendre un vecteur & =
(a,b,c) # 0 et se rendre compte que le vecteur & = (—b,a,0) est orthogonal a
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) (tout comme les vecteurs (—c,0,a), (0, —c,b) et bien d’autres...). La difficulté
consiste a construire un troisieme vecteur. Pour cela on a inventé le produit vectoriel.
D¢éfinition.

On appelle produit vectoriel des vecteurs @ = (a,b,c) et ¥ = (a/,V,) de R3, Ie
vecteur

Propriétés:
Soient @, 7, w € R? et A € R. Alors

L. (M) AT =1UNA (AV) = AU A D),

c c

a a

b b

c c

a a

b v

<L

u A , ;

) = (b —cb,ca’ — ac,ab' — ba') € R,

2. (W+V)NTW=UuNW+ 7AW,

3. UN(U+ W) =UNT+ U AW,

4. UNUT=—-UNU

5. AT =0 si et seulement si @ et ¥ sont colinéaires. En particulier @ A @ = 0.

Preuve.
Les quatre premiers points sont laissés en exercice.
Point 5 :si @ =0, ¥ =0 ou ¥ = A& alors il est clair que @ A 7 = 0.
Supposons donc que @A T = 0 et que @ # 0, ¥ # 0. Notons @ = (a,b,c) et
v = (d,V,c). Comme @ # 0 a,b ou ¢ # 0. Faisons la preuve dans le cas ¢ # 0,
les autres cas étant similaires.

. . / . . /
Comme bc’ — cb’ = 0, il vient b' = <b et comme ca’ — ac’ = 0, il vient o’ = <a,

—

/ . - / /
enfin ¢ = <¢. On a donc bien v = (d/, ¥, ') = $(a, b, c) = <. O
C C C

Proposition 1.4.2

Soient @, 7 € R3, alors i ANV L @ et AT L .

En particulier, si €1, €, € R3 sont orthogonaux non nuls, alors (€1, €y, €1 A €) est une
base orthogonale de R3.

Preuve.

Notons 4 = (a,b,c) et ¥ = (', V', ), alors

(@ AU, 1) = (b —cb')a+(ca'—ac )b+ (ab’ —ba')e = abd' —ach'+bea’—abc' +abd’ —bea’ = 0.

On a donc bien @ A v L 4. Le fait que @ A U L v est similaire. Enfin, si €, &> sont
orthogonaux non nuls, ils ne sont pas colinéaires donc €; A €3 n’est pas nuls. Par
suite, €, €, €1 /A€y sont trois vecteurs non nuls deux a deux orthogonaux, ils forment
donc une base. O

Proposition 1.4.3
Soient i, 7 € R3, alors

- — =12 =112 =12
(@, 9))* + lld A 91" = [l ]| (1.3)
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En particulier, si é), €&, € R? sont orthogonaux et si ||€]| = ||éx]| = 1, alors (€}, €2, €1 A
€y) est une base orthonormale de R3.

Preuve.

L’égalité (1.3) résulte d’un calcul direct. Il en résulte que si ||€1]| = ||ez]] = 1 et
e) L & alors (€1, €>) = 0 et donc ||€] A & = ||é1]|]|€2]] = 1. Comme on sait déja que

—

(€1, €3, €1 \E>) est une base orthogonale, il en résulte que c’est une base orthonormale.

O

Théoreme 1.4.4
II en résulte que pour tout i, v € R3, il existe un unique 0 € [0, 71| tel que

(@, 0) = ||al]||7]] cos 6 | et | ||[@ A T]| = |a]][|]| sin 6

On dit que 0 est l’angle entre U et vU.
Preuve.

Ce résultat provient directement du fait suivant (exercice): si deux nombres «,
vérifient o 4 32 = ¢? alors av = ccos et 3 = csinf.

Remarque.
Ces deux formules permettent de calculer 'angle entre deux vecteurs et sont pour
cela d'un grand intérét en physique.

Nous avons maintenant un moyen tres efficace de construire des bases orthogonales
de R3. 1l se trouve qu’elles sont toutes de cette forme:

Proposition 1.4.5

Soit €}, €, €3 € R une base orthogonale, alors il existe ¢ € R* tel que &5 = c€; A &.
Si de plus, €1, €, € R? est orthonormée, alors ¢ = +1 i.e. €5 = +&; A é.

Preuve.

On peut écrire €; A €5 = x€; + yés + zé3. Alors comme €; A €5 est orthogonal a e,

—

0= <51 A 52,€1> = <SL’€1 -+ ye} -+ 2’53, €1> = $<€1,€1> + y<€2,€1> + Z<€3,€1> = xH€1H2

puisque €71, €3, €3 sont orthogonaux. Comme €; # 0, on a x = 0. De méme, en prenant
le produit scalaire avec é3, on trouve y = 0 donc

51 VAN 52 = Zgg. (14)

Enfin, €], €5 ne sont pas colinéaires, donc €; A €5 # 0 donc z # 0 et le ¢ cherché est
1

-
Si de plus la base est orthonormée, en comparant les normes dans (1.4), on a
L= ller A = [lecs]| = [=][| ]| = 2|

d’ou |c] = 1. O
Remarque.

On montre de méme que si €}, €, ¢e3 € R? est une base orthonormée, alors &, =
:i:éé A 53 et 52 = :i:éi A 53.
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On dit qu’une base est directe si

€3 —€1 A (&)
€1 —52 N 53
€y =€3 N\ €]

-

Par exemple, la base (77, 7, /;:) est directe.

Ezercice :
Montrer, a partir de la définition, la formule du “double produit vectoriel” :

—

@A (A B) = (@, 0)5 — (i, 0.

1.4.3 Produit mixte.

D¢éfinition.
Soient @, v, w trois vecteurs de R3. On appelle produit mizte ou déterminant de ces

vecteurs le réel
det [u, ¥, W] = (U, ¥ A\ ).

Remarque.
Sid=(a,b,c),v= (a0, )@= (a"b" ") alors
I b/ b// / /! / "
det [u71}7w] =aq o +b 2/ CCL// +c Z/ Z// — (l(b,C/,—C/b”)—f—b(Claﬂ—CL/CH)—|—C(a,b”—b,a”),

En particulier, si 1'un des vecteurs @, 7, @ est 0, alors det [@, 7, @] = 0.
Les propriétés du produit mixte proviennent directement des propriétés du produit
scalaire et du produit vectoriel :

Propriétés:
Soient @, 7, w trois vecteurs de R3. Alors
1 (G, 5 A @) = (@ AT, ).

—
Y

2. Quand on permute deux éléments dans det [i, U, @], on change le signe:

det [#, @, @] = — det [@,7,w] , det[w,v,id] = —det[d,,w] , det|d,w,d] = —det[i, ]

)

et donc quand on permute deux fois on ne change pas le produit mixte (ce qui
revient a faire une permutation circulaire) :

i, U]

det [u, U, W] = det [0, W, u] = det [0, u, V).

3. Soient de plus A\, € R et @', 0", € R3, alors

det [AT + pdd’, U, W] =X det @, U, W] + pdet [€, T, 0]
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Remarque.
Il en résulte que det [@, @, W] = 0, car d’apres le point 2 de la proposition précédente,
det @, @, W] = — det [¢, @, w]. De méme det [i, ¥, 4] = det [i, ¥, 0] = 0: si deux des

vecteurs dans un produit mixte sont égaux, alors le produit mixte est nul.

Proposition 1.4.6

Soient @, U, trois vecteurs de R3, alors i, U,w sont coplanaires si et seulement si
det [u, ¥, W] = 0.

Preuve.

La proposition est triviale si I'un des vecteurs @, @, @ est 0. Supposons donc que ce
ne soit pas le cas.

e Si les vecteurs sont coplanaires, alors il existe «, 3,y non tous nuls € R tels
que at + U + vy = 0. Disons pour simplifier a £ 0 et réécrivons ceci comme
U = \U + pw. Mais alors

— —

det [@, U, W] = det [\ + pad, U, W] = Adet [V, U, W] + pdet [, ¥, @] = 0.

e Inversement, supposons det [@, ¥, W] = 0. Si @ et ¢/ sont colinéaires, tout vecteur
w leur est coplanaire. Supposons donc que u et ¥ ne sont pas colinéaires.

Ecrivons @ = (a,b,c), v = (a',V,c) et W (x,y,z) alors det [u, v, w] =
b v a ad a ada N -

e e oY1y wlF = 0 En comparant ceci a (1.1), on voit bien
que w est dans le plan engendré par @ et v. O

1.4.4 Exercices

.

M
g

_F
g

Dans cette partie, on considere 4 plans Py, Ps, P3 et P, d’équation :
P iat+y+z2=0, Py :2z+y4+22=0, Py :324+2y+2=0, P :2+2y+32=0

1. Pour chacun de ces plans P;, déterminer deux vecteurs €] et €5 tels que €1, €5 €
P; et €1 L €, puis déterminer un vecteur €3 qui soit orthogonal au deux
précédents et non nuls.
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2. On dit qu’un vecteur est orthogonal a un plan, s’il est orthogonal a tous les
vecteurs du plan. Quels sont les vecteurs orthogonaux au plan d’équation ax +
by + cz =0 (abc # 0).

Recommencer ’exercice précédent en déterminant €3 en premier, puis un vecteur
€1 € P; perpendiculaire a €3 qui soit de plus dans le plan z = 0 et enfin €5.

3. On demande en plus que les vecteurs de ’exercice précédent soient de norme 1.

4. On considére une masse M placée sur un support plan P; (donné ci-dessus,
voire figure 1.4.4). Celle-ci est donc soumise a une accélération @, la réaction du
support R de norme R et perpendiculaire a ce support, la gravité g = (0,0, —g).
On suppose de plus qu’elle est soumise a une force extérieure F qui soit a la
fois dans le plan P; et horizontale (i.e. dans le plan z = 0). Exprimer ces
forces dans les reperes déterminés a la question précédente pour chaque plan

Pi(i=1,...,4).

1.5 Applications aux aires et volumes.

1.5.1 Aire d’un parallélogramme de R?.

On veut calculer 'aire d'un parallélogramme défini par deux vecteurs @ et ¥ (voir
figure 1.4).

Si i et ¥ sont colinéaires, cette aire est nulle. Supposons donc qu’ils ne soient pas
colinéaires, en particulier, qu’ils ne soient pas nuls.

En prenant un repere orthonormé e, = oy et @ orthogonal & €7, on a 4 = ||idl|é}
et 7 = ||7]|(cos B, + sin 0&,). En particulier, i = ||7] sin 0, et HﬁH = ||7|| sin . Par
ailleurs,

[l [|2]] cos 6

det(d, V) = 0 ||7]|siné

= [lall[o] sin®

donc Daire est égale a |det(i, U)|. Ceci est également vrai si « et U sont colinéaires
) )
puisqu’alors ce déterminant est nul. Remarquons enfin que

det(a@, 9)* =||@||*|&]]* sin® 0 = [|]|*[|77] *(1 — cos™ 0)
=[1a1*171* — 11]1*[17]* cos® 6
=[|a*|17)* — (@, )"
On a donc:
Proposition 1.5.1

Soient i et ¥ deux vecteurs de R?, alors 'aire du parallélogramme défini par i et T
est

. -2 =12 - 2 — =
Aire =/ [@lP |81 — (@, )* = |det(a, 9)].



1.5. APPLICATIONS AUX AIRES ET VOLUMES. 33

<
>

u aire = hauteur x base = HEH x ||| = ||wll||v]| sin &

Figure 1.4: Parallélogramme défini par o et v

1.5.2 Aire d’un parallélogramme de R?

On veut maintenant calculer I'aire d’un parallélogramme défini par deux vecteurs 4
et U de R3.

Si i et ¥ sont colinéaires, cette aire est nulle. Supposons donc qu’ils ne soient pas
colinéaires, en particulier, qu’ils ne soient pas nuls.
On fait alors le méme raisonnement avec €; = —%-

llll’

€y perpendiculaire a € et dans
le plan défini par u, v et €3 =4 A ¥. On a:

. 11211 =12 - 2
Aire = /a1 — (a7
Mais, en comparant avec l'identité (1.3) de la proposition 1.4.3, on obtient :

Proposition 1.5.2
Soient i et U deux vecteurs de R3, alors 'aire du parallélogramme défini par i et U
est

. -2 =12 - 2 — —
Aire =/ |@lP |81 — (@) = [l A o]

1.5.3 Volume d’un parallélépipéde de R?

On veut maintenant calculer le volume d’un parallélogramme défini par trois vecteurs
4, U et w de R?® (voir figure 1.5).

Si u, ¥, w sont coplanaires, le volume est nul. Supposons donc que ce ne soit pas le
cas,

On prend le méme repere que précédemment, alors W = (W, ey)e; + (W, €)er +
||| cos 6. Par suite, on a h = ||| cos &5 et donc HﬁH = ||@W|||cos @]. Par ailleurs,
AU est orthogonal a i et & ¥ et est donc colinéaire a €3. Ainsi €A ¥ = || A U||€5 ou
UNT = —||uAvlées (selon la fagon dont on a choisi €3). Ainsi, en faisant le produit
scalaire de ces deux vecteurs,

|(t@ A U, wW)| = ||u A U|||w]||cos @] = Volume.
On reconnait le produit mixte. Celui-ci étant nul si les vecteurs u, v et w sont

coplanaires, on a donc dans tous les cas:

Proposition 1.5.3
Soient @, U et W trois vecteurs de R3, alors le volume du parallélépipéde défini par
U, U et w est

Volume = det |[@, U, ]| = |det [@, T, &]|.
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=y

volume = hauteur x aire de la base
= [|h]| x [|@ A |

Sy

Figure 1.5: Volume du parallélépipede défini par u, ¢ et &

1.5.4 Exercices

On considere les vecteurs de R?: @, = (1,2,3), 1y = (2,4,6), U3 = (3,2,1), tly =
(1,1,1) et @5 = (1,3,2).

1. Calculer le volume du parallélépipede défini par les vecteurs u;, © = 1,3,4,
i=5,3,4,i=1,2,3 et i=3,5,4.

2. Pour chaque parallélépipede obtenu, donner I’aire des surfaces qui le délimitent.

3. Calculer les angles entre ces vecteurs.
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1.6 Applications linéaires.

1.6.1 Introduction: rappel sur la dérivation des fonctions d’une variable.

Souvent, il nous faut déterminer la valeur que prend une fonction en un point. Mais,
des que 'on a affaire a autre chose qu'une fonction polynomiale, cette opération
est compliquée. Par exemple, il n’est pas tres aisé, sans calculatrice, de calculer la
racine d’un nombre. Calculons par exemple 1/0,9. On peut étre tenté de dire que
0,9 est proche de 1, comme la fonction /- est continue, alors v/0,9 doit étre proche

de v/1 = 1. Cependant, une calculatrice donne /0,9 = 0,94... et on fait ainsi une
erreur d’environ 6%.

GO

.
[
[
I
[
[
Il
0.5 Il 1
[
Il
[
Il
[
[
Il
[

oOoL. v v v 1y P R
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figure 1.6:

Voici pourquoi. On a supposé que la fonction , /- était approximativement constante
au voisinage de 1. Cette approximation n’est pas bonne comme le montre la figure
1.6. On peut 'améliorer en approximant /- par une fonction affine i.e. une fonction
de la forme x — ax +b:

Définition.
Soit f : I — R une fonction et xq € I. On dira que f est dérivable en x( s’il existe
a € R tel que

f(zo+ h) = f(xo) + ah + he(h)
ot € est une fonction telle que €(h) — 0 quand h — 0. On notera alors a = f'(zg).
Remarque.

La fonction h — f(x¢) + f'(zo)h est la fonction affine approximant f mentionnée
ci-dessus.
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Dans notre exemple, ot f: x +— /x, ona f :x — ﬁi donc f'(1) =

0,9 =+/1-0, g\fu%x(—o,n:o,%

soit une erreur de moins de 1% (0, 15% en fait!).
Notez aussi que f’ n’est pas définie en 0 ! En fait la fonction /- West pas dérivable
en 0.

1 _1
2ﬁ_2’et

Les tangentes au graphe d’une fonction fournissent une approche géométrique de la
dérivée. Cherchons a savoir comment varie une fonction entre deux points z( etz;.

f(x) -

) |

Figure 1.7:

La pente de la droite qui rejoint les points (mo, f(xo)) et (xl, f(xl)) du graphe de

f (cf figure 1.7) est
ﬂ _ Sfz1) = f(=o)
Ar 1 — X

Si la fonction f est dérivable en xzq, alors ce rapport a une limite quand z; — xg

notée f’(xy) ou encore %(mo). En effet, comme f est dérivable en z(, par définition

(avec h = x1 — xp)

f(@1) = f(xo) + f'(w0)(21 — 20) + (21 — T0)e(21 — 0)

ou £(z; — xy) — 0 quand x; — z. Donc

= ) +lor = 20) = (o).
Inversement,
f(xl) B f(ﬂ?o) N f/(ajo)
1 — 2o T1—T0

signifie qu’il existe une fonction ¢ telle que e(h) — 0 quand h — 0, telle que

f(x1) — f(wo)

xT1 — Zo

— f'(w0).

En écrivant h = x1 — x¢ et en multipliant par h on obtient bien

e(xy — o) =

f(xo +h) — f(xo) = f'(wo)h + he(h).

On a ainsi démontré que:
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Théoreme 1.6.1
Soit f: I +— Retxg € 1. Alors f est dérivable en x de dérivée f'(xq) si et seulement

i f(x1) — (a0)

/
— f'(20).
1 — X r1—T0
Ezxemple :
= R
La fonction f : v s 2 est dérivable sur R*. En effet, soient xq, x; € R*, alors
X
si x1 # To,
1 _ 1 To—T1
z1 To _ _ x0x1 —1 _i
Ty —Tg X1 —Tg Tl mi—z0 T
4o / 1 : 1 1 1
donc f est dérivable en g et f'(xg) = - Par suite, —7 ~ - — %h, pour peu

que h soit proche de 0.

Nous aimerions maintenant faire ce genre d’approximation pour les fonctions qui
dépendent de plusieurs variables. Pour cela, nous devons d’abord définir les fonctions
qui vont jouer le role des fonctions x +— ax en plusieurs variables. C’est 'objet de
ce chapitre.

1.6.2 Définitions.

Applications linéaires et matrices

Dans cette section, on désignera par n,p, g des entiers compris entre 1 et 3.
Définition.

On dit qu’une application f : R" — RP est linéaire si les deux conditions suivantes
sont vérifiées :

e pour tout @, v € R", f(u+ v) = f(u) + f(V);
e pour tout © € R" et tout A € R, f(Ad) = Af(u).
Ces deux conditions peuvent évidemment se résumer par la seule condition :
— pour tout @, € R™ et tous A\, u € R, f(Ad + pt) = Af(1@) + pf (7).
Exemple :
e L’application id : R™ +— R™ définie par id(u) = @ est linéaire.

e Pour a € R, les applications f : R +— R définies par f(z) = ax sont linéaires.
De plus, ce sont les seules applications linéaires R +— R.

e L’application f : R?* — R définie par f(z,y) = xy n’est pas linéaire.

e Soit 7 € R? fixé, alors Papplication f : R3 — R définie par f(u) = (i, V) est
linéaire.
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Plus généralement, soient €, . . ., €, des vecteurs de R" et fl, cee ﬁ des vecteurs
de RP. Alors f : R" — RP définie par
fa) = (@ en)fi+...+ U én)fn (1.5)

est une application linéaire. En effet :

FON + ) =(Nid + i, é1) fi +
—Mm%H$+Mﬁa>

Remarque.

Si f est linéaire, alors f(0) = £(0.0) = 0.f(0) = 0.

En fait, toutes les applications linéaires sont du type (1.5) :

Soit (€1,...,€,) une base orthonormée de R™ et f : R" +— RP  une application
linéaire. Soit fi = f(€1),..., fu = f(€,). Alors, pour tout @ € R", il existe alors
x1,...,T, tels que 4 = x1€1 + ... + x,€,. Il en résulte que
fl@) =f(x16) + ...+ x,6p)

=f(z1€1) + ... + f(2n€n)

—:clf(5 )+ .+ anfle)
On peut encore améliorer ce résultat: soit maintenant £€7,...,&, une base de RP.
Pour i =1,...,n, il existe a1 4, ..., a,; tels que

Mais alors

f(ﬂ:) :Il(CLngl 4+ ...+ ap’1§p> 4+ ...+ In(a1’n51 + ...+ ap,né’p)
=(a1121+ ... F a1p2)E1 + oo (Ap121 F . A nT)Ep.

Pour les coefficients de €7, . . . , &, on reconnait un produit de matrices. Plus précisément :

Définition et proposition
On dit que la matrice

A= laighcicprcion = K@), 81 cicp1<jcn

de taille p X n est la matrice de f dans les bases (€1,...,6,) et (51,...,&,)

L(&1,...,&n) est une base de I'espace de départ et (&1, ..., £p) est une base de l'espace d’arrivée.
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Soit i € R™ et soient x1,...,x, ses coordonnées dans la base (€1,...,¢€,) et soient
L1
Y1,-.-,Yp les coordonnées de (@) dans la base (&1,...,&,). Soient X = | : | et
xn
Y1
Y=\ :]. Alors
Yp
Y = AX.
Ezxemple :

On considere Papplication linéaire f : R® — R? définie par f(z,y,2) = (v +y +
2,2 4 2y + 3z). Sa matrice dans les bases (7, J, k) de R? et (7,7) de R? s'obtient de
la fagon suivante :

f) =£(1,0,0) = (1,1) = 1i+ 1j
F(7) =£(0,1,0) = (1,2) = 1i + 25
F(K) =f(0,0,1) = (1,3) = 17 + 3]

(1.7)

1 2 3
Cherchons maintenant la matrice de f dans la base (€], €, €3) de R3 et (£),&,) de
R? ol €, = 75(1,1,0), & = 75(11,1,0) & = (0,0,1), & =1, & = j.

La matrice de f dans ces bases est donc (1 L 1).

V2
(& =, —F4=) = — + -
fler) =( 5 2) 5 57
£(@) =(0, =) = 07 + —=j
e = N—— = 1 _—
2 5 2]
f(es) =(1,3) = 1+ 3]
(1.8)
2 0 1
et la matrice de f dans ces bases est (\éi 1 3).
V22

Opérations sur les applications linéaires

On peut effectuer sur les applications linéaires les mémes opérations que sur les
fonctions (et on obtient encore des applications linéaires) :

— Si f : R” — RP est une application linéaire et si A € R, on définit Af : R" — R?
par

(AS)(@) = A f ().
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— Si f,g : R" — RP sont des applications linéaires, on définit f + g : R" — R?
par

(f +9)(@) = f(a@) + g(u).

On montre que Af et f + g, définies ci-dessus, sont aussi des applications linéaires
(exercice). Ainsi L(R",RP), I’ensemble des applications linéaires de (R", RP) muni
de ces deux opérations est un espace vectoriel.

Une opération couramment employée est la composition :

— Si f : R" — RP et g;RP — R? sont deux applications linéaires, on définit

go f :R"— RY par
(g0 f)(@) = g(f(@)).

C’est une application linéaire: si u, v € R™ et A\, u € R alors, par linéarité de f
et g, on a

(go YT+ ub) = g(f(AT+ pd)) = g(Af(@) + pf (D)) = Ag(f(@)) + ng(f(7))

Ainsi (g o f)(M + pt) = AMgo f)(d) + p(go f)(V) et go f est bien linéaire.
Notez que la dimension de 'espace d’arrivée de f est la dimension de I'espace
de départ de g.

Les opérations sur les matrices qui correspondent aux opérations sur les applications
linéaires sont données par :

Théoréme 1.6.3

e Soit f : R™ +— RP une application linéaire. Soient (€1, ...,€é,) une base de R"
et (&1,...,&,) une base de RP. Soit A la matrice de f dans ces bases, alors la
matrice de A\f dans ces bases est AA.

e Soient f,g : R™ — R? deux applications linéaires. Soient (€}, ...,€,) une base
de R™ et (&1,...,€,) une base de RP. Soit A la matrice de f dans ces bases,
B la matrice de g dans ces bases, alors la matrice de f + g dans ces bases est

A+ B.

e Soient f : R" — RP g : RP — RY deux applications linéaires. Soient (€1, . . ., é,)
une base de R", (&1, ...,¢,) une base de RP et (f:, . ﬁ]) une base de R?. Soit
A la matrice de f dans les bases (€, ...,¢€,) et (€1,...,&,). Soit B la matrice
de g dans les bases (€1, ...,¢,) et (fl, . ,f;]). Alors la matrice de go f dans les

bases (€1, ..., €y,) et (ﬁ,...,f;) est BA.

Remarque.

Attention, pour la composition l'ordre des bases compte.

L’ordre du produit des matrices est le méme que celui de la composition des appli-
cations linéaires.

Preuve.

La formule pour 'addition et la multiplication par un scalaire résultent directement
de la définition de la matrice.



1.6. APPLICATIONS LINEAIRES. 41

Pour la composition, il suffit d'utiliser la proposition précédente. Soit & € R™ et soit
X la matrice des coordonnées de @ dans la base (€1, ...,¢é,). Alors la matrice des
coordonnés de f(@) dans la base (£1,...,&,) est AX donc la matrice des coordonnées

—

de g(f(%)) dans la base (1,...,,) est B(AX) = BAX. Ainsi, la matrice de go f
dans les bases (&1, ...,&,) et (f1,...,f,) est BA. O

Un exemple complet.

Montrer que f : R? — R3 définie par f(x,vy,2) = (z+4y+72, 20+5y+8z2, 3v+6y+2)
est une application linéaire. Déterminer sa matrice dans la base (Z, 7, k).

Montrons d’abord que f est linéaire:
— soit @ = (z,y,2) € R® et A € R. Alors Mi = (A\x, Ay, \z) donc
FOT) =f(Ax, Ay, Az) = (Ax + 4 \y + TAz, 20z + 5y + 8Az, 3\x + 6y + Az2)

=Mz + 4y + 72), M2z + 5y + 82), A(3z + 6y + z))
=\ +4y + 72,22 + 5y + 82,3z + 6y + 2)
=\f(1).

— Soient 4 = (z,y,2) € R¥et v = (2/,y/,2') € R3. Alors u+7 = (z+2',y+y, 2+2)

donc

fl@+7) =fla+2"y+y,2+ 2
=(x+4dy+Tz+2" +4y + 72,20 + 5y + 82 + 22/ + 5y’ + 82", 3x + 6y + 2 + 32" + 6y + 2)
=(x + 4y + 72,20 + 5y + 82,3z + 6y + 2) + (' + 4y’ + 72", 22" + 5y’ + 82", 32" + 6y + 2/)
=f(@) + f().

Ainsi f est linéaire. B

Considérons R3 muni de la base (i,f, E) au départ et a l'arrivée, et calculons la
matrice de f dans cette base.

Ceci termine 'exercice. Regardons comment cela peut étre utilisé. Par exemple, si on
veut maintenant f(1,1,1) dans la base i, j, k, il suffit de faire le produit de matrices:

147 1 12
2 5 8 11 =115
3 6 1 1 10
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On trouve donc f(1,1,1) = 12i + 155 + 10k = (12, 15, 10).
Soit maintenant g : R® — R? donné par g(z,y,2) = (z +y + 2, + y). La matrice

de g dans les bases (7, ], k) de R3 et (7, ) de R? est donnée par (1 ; ;) (voir plus

haut).
La matrice de g o f dans les bases (7: ;’,

(111)X ;g;_<6 1516>
12 3 3 6 1 14 32 26

1.6.3 Exercices sur les applications linéaires

) de R? et (7, ) de R? est alors donnée par

Exercice 1
Dire si les applications suivantes u sont linéaires de E' dans F. Dans 'affirmative,
on donnera les matrices associées dans les bases canoniques.

1. Si E2=F=R2 et fi(z,y) = (y.20+3y); folz.y) = (y+ 2,2 +y) et fa(a,y) =
(z,9%);

2.5i E=R2 F=R3et fi(z,y) = (30 +2y,2 — y,20 +y);
3.siE=R3 F=Ret f;(x,y,z) =x+3y;
4. 5i E=R3 F=R2et fo(z,y,2) = 2z —y,22 — ).

Exercice 2

r + y + =z
1. Soit (a, b, ¢) un vecteur de R3. Résoudre le systéme suivant: ¢ —z — y + =z
y + 2z
2. Interpréter le calcul sous forme matricielle: donner la matrice M telle que
x a
MX=BouX=|y|etB=|b]| etretrouver M1
z c

Exercice 3
Soient {7, 7, k} les vecteurs de la base canonique de R3. On pose

u@D=2+j+k w@)=i+k uk)=i+j—+Fk.
1. Montrer que I'on définit ainsi une application linéaire de R* dans lui-méme (on

donnera I'image par u de (z,y,2) € R?). Donner la matrice M de u dans la
base canonique.

—

2. Exprimer 7, j, k en fonction de u@, u(j), u(/;) En déduire la matrice M 1.

o o
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3. Soit (a, b, c) un vecteur de R3. Résoudre le systéme suivant :

2 + y + 2z = a
T + 2z =
r + Yy + z =

4. Interpréter le calcul sous forme matricielle et retrouver M.

Exercice 4

Donner la matrice de 'application linéaire suivante f(z,y,2) = (—x +y,x +y —
z,x+2z) et déterminer la matrice inverse et ’expression de I’application inverse par
la méthode de votre choix.

Exercice 5
Soit 7, 7, k la base canonique de R3. Soient € = (1,1,2), &, = (1,2,1), &5 = (2,1, 1)
trois vecteurs de R3.

1. Calculer le volume du parallélépipede défini par €7, és, é3.
2. En déduire que €7, €5, €3 est une base.

3. On considere I'application u : R3 — R? définie par

u(@) =&, u(f) =é, u(k)=é.
Déterminer la matrice P de u dans la base ;,j, k.
4. La matrice P est-elle inversible ? Calculer P~!. En déduire u(z,y, 2).
5. Soit v I'application linéaire définie par

U(gl) = 517 v(_’Q) 252, U(gQ) = 362

Donner la matrice de v dans la base 1, 7, k.

6. Calculer PDP~ 1 ou D =

S O =
o N O
w o O

Réponses (non rédigées) :
1. f1, fa, f5, f6 sont linéaires, fo, f3 ne le sont pas. Les matrices sont respectivement :

3 2
0 1 2 -1 0
(1 3), 1 -1],(1 3),(0 3 2>.

2 1
1 1 1 3 1 =2
2.M=|-1 -1 1] donc M~!= % —2 —2 2 | et les solutions du systeme
0 1 2 11 0

sont . = $(3a+b—2c), y=—a—b+cet z=3(a+Db).
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2 11
3.M= (10 1),donci=u@)—ulk),]=—-ul)+u(k)etk=—u@)+u(f)+uk)
1 11
don Mt = ( . Les solutions du systeme (qui s’écrit M X = B) sont
r=a-—c, :—b+cet z = —a+ b+ c (quon retrouve comme X = M~'B).
) ~1 1 0 2 2 1
4. La matrice de fess M = [ 1 1 —1] doa Mt =13 2 1] don
1 0 2 1 -1 2

Yz, y,2) = (20 42y +2,3c+ 2y + 2z, —y + 2z).
5. Le volume est 4 # 0 donc €}, €3, €3 est une base.

1 1 2
P=1|1 2 1].Lapplication u transforme la base Z, f, k en une base, elle est donc
2 11
-1 -1 3
inversible, sa matrice P est donc inversible. P! =1 [ -1 3 —1|. P! estla
3 -1 -1
matrice de u~! donc u™(z,y, 2) = H(—x—y+3z,—x+3y—2z,3x —y—z). La matrice

1
1
15 —1 -5
de v est PDP~! = }L 4 8 —4
5 1 1



Chapitre 2

Fonctions de R dans RP (1 < n < 3,
1 <p<3).

2.1 Définitions.

2.1.1 Définitions et opérations élémentaires.

Les grandeurs étudiées en mathématiques, en physique. .. ou plus généralement dans
toute science aboutissant a des résultats quantitatifs, sont non seulement envisagées
du point de vue de leur mesure directe, mais aussi de leur dépendance vis-a-vis
d’autres grandeurs (variables). Cette dépendance conduit a la notion de fonction.
Nous nous limitons ici a des fonctions de une, deux ou trois variables. Un premier ex-
emple est celui de la température dans une piece qui peut dépendre de I’endroit ou on
effectue la mesure. Dans I"'amphithéatre ou se déroule ce cours, il fait généralement
plus chaud en haut de 'amphi qu’en bas; de méme la proximité de la porte modifie
la température. Ainsi cette température est fonction de la position, ici de 3 variables
(x,y,z). Un autre exemple est donné par la période d’oscillation 7' d'un pendule
simple de longueur [ qui s’exprime par T' = 274/l/g ou g est l'accélération de la
pesanteur. On voit que T" dépend a la fois de la longueur du pendule et de g. Pour
ces deux premiers exemples, a plusieurs variables, on en associe une seule. Ce sont
des fonctions de R” — R. On peut imaginer aussi des fonctions de R" — RP. Par
exemple la vitesse de déplacement d’'un fluide. En chaque point (x,y,z) du fluide,
la vitesse U possede 3 composantes Uy, Uz, Us qui dépendent chacune de z, y, z,
i.e. Uy = Ui(x,y,2), Uy = Us(z,y,2), Us = Us(x,y,z). La vitesse U est ici une
fonction de R* — R?. Notons que si on regarde la vitesse d’avions suivant tous sur
une trajectoire rectiligne de meme direction i, le vecteur vitesse se réduit & une seule
composante et U(z,y, z) = Uy(z,y, 2)i.

Dans ce chapitre, pour distinguer ces deux cas, ce que vous ne ferez plus dans quelque
temps en mathématiques, mais souvent en physique (encore une différence de cul-
ture), on notera f, une fonction de R" — R et f, une fonction de R™ — RP. Notons

que nous n’avions pas fait ce type de distinction dans le chapitre précédent.

Nous considérons donc des fonctions qui a un @ € R™ (n = 1,2 ou 3) associent un

45
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teur f(i) € R? ( 120u3). Onmote 7 : . = K
vecteur f(u avec p = 1,2 ou 3). On note f : N
= f(1)
: ; i@

Il est prlmordlal pour la suite de bien différencier la fonction f de la valeur de la
fonction f au vecteur @: f ( ). On dira que § = f (ﬁ) est I'image de i par f et que
U est un antécédent de ¥ par f (il peut y en avoir plusieurs).

D¢éfinition. . .
Le domaine de définition D(f) d’une fonction f : R™ — RP est I'ensemble des @ € R
pour lesquels f(@) a un sens.

L’image f (R™) de f est I'ensemble des i € RP tels que ¥ soit I'image d’au moins un

=

vecteur de D(f), c’est a dire Pensemble des i € RP tels qu'il existe @ € D(f) pour
lequel § = f(u).

Ezxemple :

e Nous avons vu que la concentration des nutriments N dans une cellule est régie
par une équation différentielle de la forme N'(t) = R(t)—kN (). Supposons pour
simplifier que R(t) = 0 et notons Ny = N(0) la concentration des nutriments
initialement présents dans la cellule. Alors N(t) = Noe *. C’est évidemment
une fonction du temps t. Mais il peut aussi arriver qu’on veuille étudier cette
concentration a la fois en fonction du temps t et de la concentration initiale Ny.
On obtient alors une fonction f : R? — R définie par f(t, Ny) = Noe ™. Enfin,
en biologie, comme en physique ou en chimie, les quantités sont dimensionnées
et on ne peut prendre I’exponentielle d'une quantité dimensionnée. Il faut donc
que k ait la dimension de l'inverse d'un temps. Notons donc 7 = %, alors

f(t,Ng) = Noe~*/7. On peut en plus vouloir étudier la dépendance de N en

fonction de 7. On obtient ainsi une fonction g : R® — R définie par g(¢, 7, Ny) =

Ngeit/T.

— RP

e Si f: R — R est une fonction et ¥ € RP, alors fu : _, est une
= f(z)d

fonction R — RP.

— RP

o (A@),. ., @)

une fonction R — RP et toutes les fonctions R — RP sont de cette forme.
R* — RP

= (), f(1D))

est une fonction R™ — RP et toutes les fonctions R™ — RP sont gie cette forme.
les fonctions fi,..., f, sont appelées fonctions coordonnées de f.

e Si fi1,..., f, sont des fonctions R — R alors f :

e Plus généralement, si f1, ..., f, sont des fonctions R" — R alors f :
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De méme que pour les fonctions d’une variable ou les applications linéaires, diverses
opérations sont possibles sur les fonctions (attention, il faut en plus vérifier que les
dimensions des espaces de départ et d’arrivée soient compatibles avec les opérations

considérées) :

> R* — RP " P
e l'addition: si f : 7 f( ) et g: Rﬁ - ﬁ?ﬁ) on définit
f—}— o R® — RP
U s fla)+ glay

—

On a D(f +§) = D(f) N D(9).
e Ja multiplication par un scalaire A\ € R : si f :

définit

—

On a D\.f) =D(f

~—"

o oo .. R = R
e Ja multiplication de f par g si f prend ses valeurs dans R : si f : i o f(@)
n p
et sig: Rﬁ - qRq on définit
i g(i)

f.q:

5
u o~ fla)ga)

On a D(fg) = D(f) N D(g)-

. - . ... R = R
e le quotient de g par f, si f prend ses valeurs dans R : si f,: i e fi) et
n P
sig,: Hf_[ : gﬂfﬁ) on définit
g R — RP
T oo () -
foou= @

Le domaine de cette fonction est D(¢) N D(f) N{u : f(u) # 0}.

i f: R™ — RP et g : RP — R? alors on peut définir la composée de fpar g:
> R — R

of :

i o~ gf@)

w2

Q
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Figure 2.1: go f

Remarque.

Les regles de détermination des domaines de définition de fonctions R™ — RP sont

les mémes que pour les fonctions R —

R. Il faut vérifier que toutes les opérations

qui interviennent dans la définition de la fonction sont possibles. Par exemple, pour
que go f soit définie il faut que chaque opération de cette chaine soit possible, c’est

a dire si

—

(
q(

. €.

)

(a

1. on peut effectuer

i.e. (_’)

2. on peut effectuer

—

u € D(f),

€ D(9),

done D(7o f) = {i € D(f) : f(@) e D(H)}.
FExemple :
Soit h ¢ K On peut éerire I be d
[ J . .
oi N Vi a2 n peut écrire h comme la composée de
R — R — R s s _
f':z: o \/_7 par g : s 1_t,cestad1reh—gof.0na
D(fy={r€R : 4—2*>0}=[-2,2]
alors
D) ={re[-22 :1-VI—22>0}={ze[-22 : 2?>3} = [—2,

—\/5] U [\/5 2} .
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_ R - R R — R
e Soit h : 22 . On peut écrire h comme le quotient de f : 9
R r = T
R — R
par g T m Mais D(f) =Ret
D(g)={rcR : 1-2°>0}=[-1,1].
Ainsi
D<i> ={zxe[-1,1] : VI—-a2#0}=]-1,1].
g
Définition. .
Une fonction f : — RP est dite paire (resp. impaire) si pour tout i € D(f),

—it € D(f) et f(- > fa) (resp. f(—i) = —f(@)).

2.1.2 Quelques exemples.
R"™ RP

K —
e Les applications linéaires f : o f@) sont des fonctions des coordonnées
)

Ty, ... 2T, du vecteur @ = (xq,...x

e Un polynome est une fonction P:R" > RP qui s’écrit comme somme de
produits des variables x4, ..., x,. Par exemple soit P : R" — R

P(z,y,2) =2+ 3z + 4y + 2zy + zyz + 2°x

est un polynome (de degré 3) a valeurs dans R. Si iy, ..., U5 sont des vecteurs
de RP

ﬁ(l’, Y, Z) = ﬁo + 56'771 -+ yﬁg + %263 + %y’lj;; + y265

est un polynome (de degré 2) a valeurs dans RP.

e Une fraction rationnelle est une fonction R:R" > Rp qui s’écrit sous la forme

R = g avec P: R" — RP et @ : R" — R des polynomes.

Remarque.

—

e Si P est un polynome, évidemment D(P) = R™. Ainsi, si B =
rationnelle, alors D(R) = {@ € R" : Q(i) # 0}.

est une fraction

Lellavil

e Ces fonctions ont l'avantage que la somme, le produit et la multiplication par un
scalaire de deux polynomes (resp. fractions rationnelles) est encore un polynéme
(resp. une fraction rationnelle).

e Ces fonctions sont les plus simples puisqu’il est facile de calculer leurs valeurs
en un vecteur (il n’y a que des opérations élémentaires : addition, soustraction,
multiplication, division) et qu’elles satisfont toutes les bonnes propriétés que
nous verrons dans la suite (continuité, dérivabilité...)
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D¢éfinition. .
Soit k € Z, on dit qu’une fonction f : R" — RP est homogene de degré k si

— —

e pour tout @ € D(f) et tout A > 0, A\ii € D(f), et si

— — —

e pour tout i@ € D(f) et tout A > 0, f(A@) = N\*f(a).

FExemple :

— Un polynome est homogene (de degré k) si et seulement si tous ses termes
sont de méme degré (= k). Ainsi P(z,y,2) = 2 + 2zyz + x2* est homogene
de degré 3, mais Q(x,y, z) = 2% + 2xyz + 2 n'est pas homogene. En partic-
ulier, les fonctions constantes sont des polynomes homogenes de degré 0 et les
applications linéaires sont des polynomes homogenes de degré 1.

une fraction rationnelle, alors R est homogene si P et @ sont

— Soit B =
des polynomes homogenes. De plus, si P est homogene de degré p et si () est
homogene de degré ¢, alors R est homogene de degré p — q.

QW

— Soit f : R — R une fonction définie sur R, R une fraction rationnelle sur
R™ — R homogene de degré 0 alors f o R est une fonction homogene de degré
0 sur R".

— Si de plus S est une fraction rationnelle homogene de degré k, alors S x (f o R)
est une fonction homogene de degré k sur R”. Les fonctions apparaissant en
physique sont de cette forme, a condition qu’on prenne en compte tous les
parametres de facon convenable. Par exemple, la fonction définie par f
(t, No) — Noe "7 n’est pas homogene, mais si on considere également la
dépendance en 7, on voit que g : (t,7, Ng) = Noe "™ est homogene de degré
1. Enfin, si on écrit k =771 h : (¢, k, No) — Noe ™ n’est pas homogene.

2.1.3 Représentation graphique des fonctions.

Pour les fonctions f : R — R, il est usuel de tracer le graphe de f pour connaitre le
comportement de f. La figure (2.2) donne 'exemple des fonctions sinus et cosinus.

On voudrait faire la méme chose pour des fonctions f : R™ — RP.

Figure 2.2: Graphe des fonctions sin et cos.
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Commencons par les fonctions f : R — RP. Le cas p = 1 vient d’étre vu. Rappelons
que le graphe d’une fonction f : R — R est 'ensemble des points de R? = R x R
de la forme (¢, f(t)) (c’est une courbe).

On peut faire la méme chose pour les fonctions f : R — R2% Son graphe est
alors l’ensemble des points de R® = R x R? de la forme (t, f(t)), ce qui pose
déja des problemes pour représenter son graphe sur une feuille. Pour les fonctions
f : R — R3, ceci n’est plus possible, puisqu’il faut dessiner des points de R*!

Une alternative consiste a dessiner simplement ’ensemble des points ayant les coor-
données de f(t), on obtient ainsi une courbe dans R? (le plan) ou dans R?® (I'espace).
Meéme pour les fonctions f : R — R2?, ceci est souvent préférable, car plus lisible.
Par contre, on perd ainsi une information, a savoir comment la courbe est décrite.
Pour les fonctions f : R — R3, comme la représentation dans l’espace est difficile
(& faire et & lire), on préfere souvent ne représenter que les courbes de R? obtenues
en ne prenant que deux des coordonnées.

Pour les fonctions f : R? — R, on peut a nouveau représenter leur graphe, c’est
Pensemble des points de R?® de la forme (z,y, f(z,y)) (c’est une surface). Une diffi-
culté nouvelle apparait ici: une partie de la surface peut ne pas étre visible (prenez
I’exemple d’une sphere, elle n’est jamais entierement visible!).

Une autre facon de remédier a ce probleme est de représenter sur un meéme dessin
les graphes des fonctions y +— fi(x,y) pour des valeurs de z; bien choisies (ou
z +— fr(z,yx) pour des valeurs de y, bien choisies). On obtient ainsi une famille de
courbes, mais on risque de perdre en précision ce qu’on gagne en simplicité!

Une derniere facon de faire est de représenter les courbes de niveau de f. Ce sont
les ensembles de points (z,y) € R? tels que f(x,y) = A\, pour des valeurs \; bien
choisies. On obtient a nouveau une famille de courbes. C’est la méthode choisie par
les cartographes pour représenter 'altitude. Cette méthode convient bien si f ne
varie pas trop brusquement, a ce moment la, les courbes de niveau ne sont pas trop
rapprochées (ce qui n’est pas le cas des courbes de niveau pres d’une falaise). Pour
étre un peu plus précis, on peut représenter ces courbes dans ’espace en prenant
2z = A\, on dessine donc les courbes de niveau sur le graphe.

Les difficultés sont bien plus grandes pour les fonctions f :R? — RP avec p = 2 ou
3. En général on représente simplement les applications coordonnées fi,..., f, ou

f(xvy) = (f1(17,y)7 e 'afp<x7y))'

Enfin, pour les fonctions f :R?® — RP, il n’y a plus grand chose a faire. Le graphe
devrait étre dessiné en dimension supérieure a 4, ce qui est impossible. Les “courbes
de niveau” sont des surfaces Sp = {(z,y,2) : f(z,y,2) = k}, elles sont donc diffi-
ciles a dessiner et ont souvent des faces cachées.
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Voici un exemples de fonction R? — R:

s
R
N

LB

La fonction (z,y) — sin(z + y) - graphe, famille de courbes et courbes de niveau

Voici quelques exemples de courbes:

— R2
'_)

R
Le graphe de f : t (cost sint

Les courbes régulieres (qui ont des tangentes en chaque point) peuvent étre de plusieurs types. Voici

quelques exemples :

2000+ 0-4§
oc%h \ 0.2

200 ~100 | /100 200 —0:2-
1000 047

Lo

0.5

) et la courbe {(cost,sint) : ¢t € R}.

10

La courbe {(t?sint,t3cost) : t € R} (globalement et prés de Porigine)

et le graphe de t — (t?sint, t3 cost).
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Sk s/
/10004 03 /
500 ‘ \%2 /

60 —20 | 20 40 60 Y/

P —500 - ! 205 § ‘

0.5

La courbe {(t?sint,t* cost) :

t € R} (globalement et pres de origine)
et le graphe de t — (t?sint, t* cost).

600 -
400 ,,,,,,,,\

La courbe {(tsint,t®cost) :

t € R} (globalement et prés de Porigine)
et le graphe de t — (tsint, 3 cost).
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Enfin, deux courbes dans 'espace :

Quelques surfaces et courbes de niveau:

/“n = Kﬁ L
| A -
TNty
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2.2 Continuité.

L’objectif de cette section n’est pas de faire un cours complet sur la continuité
des fonctions de plusieurs variables, mais de donner un premier apergu de ce qui
se passe dans ce cadre, afin de faciliter votre compréhension d'un cours ultérieur.
Nous mettrons donc essentiellement 1'accent sur ce qui est similaire ou différent par
rapport aux fonctions d’une seule variable.

2.2.1 Suites dans R? et R3.

Une suite (i )ren de vecteurs de R™ est simplement la donnée des n suites de R qui
sont les coordonnées des iy, i.e. Uy = (v, yx) dans R? et uy, = (z, Yx, 2x) dans R3.

On dit alors qu’une suite (u)reny de R™ converge si chacune de ses coordonnées
converge.

Remarque.
L’étude des suites de R™ se ramene donc a ’étude de n suites réelles et n’est donc
ni plus ni moins compliquée que ’étude des suites réelles.

Ezxemple :

e La suite (1,4, (1 — 1//~c)’“)kGN converge vers (0,0,1/e), car £ — 0, 55 — 0 et

(1 —1/k)* — 1/e lorsque k — oco.

e La suite ((%, 2k (1— 1/l€)k)k€N ne converge pas, car la deuxieme coordonnée de
cette suite, 2¥ — +o00 lorsque k — oco.

Remarque.

Que signifie cette convergence ? Exactement comme dans R, dire qu'une suite () gen
de R™ converge vers ¢ € R” signifie que i}, est aussi proche que 'on veut de ¥ pour
peu que k soit assez grand.

Mais que veut dire proche? Cela signifie que I'écart entre )y et ¢ devient petit,
c’est-a-dire que iy — U est petit.

Quand dit-on qu'un vecteur est petit ? Evidemment quand sa longueur est petite,
c’est-a-dire quand sa norme est petite.

Que signifie aussi petit que I'on veut ? Cela signifie que si on fixe un nombre € > 0,
on peut rendre la norme de i, — U plus petite que ce nombre.

Enfin, comment exprimer mathématiquement “pour peu que k soit assez grand”?
Cela veut dire qu’on peut trouver un entier K tel que si k > K alors...

Ainsi, on peut donner la définition suivante de la limite:
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D¢éfinition.
On dit qu’une suite (ty)gen de R™ converge vers v € R™ si pour tout € > 0, il existe
K tel que, si k > K alors ||t} — U]| < e.

On retrouve ainsi la définition de convergence de suites dans R ou la valeur absolue
|.| a été remplacée par la norme ||.||.

Remarquons enfin que I'ensemble des vecteurs u tels que ||i — || < € est une boule
de centre ¥ et de rayon ¢ (dans le plan R?, les “boules” sont des disques, dans R ce
sont des intervalles).

Géométriquement, la convergence de (Uy)reny vers U signifie que si on prend une
boule autour de ¥/, alors tous les termes d’indice assez grand de cette suite sont dans
cette boule.

boule de
rayon €

Figure 2.3: Une suite convergente dans R?

Remarque.
Une boule B centrée en ¢ est de la forme v+ B’ = {t+ 4 : 4 € B’} avec B’ une
boule centrée en 0.

2.2.2 Fonctions continues.

A nouveau, on va calquer la définition de la continuité des fonctions de plusieurs
variables sur la définition de la continuité des fonctions d’une seule variable. On a
donc deux possibilités, soit utiliser la définition a l’aide des suites, soit utiliser la
définition en termes de €, 7 avec la norme jouant le role de la valeur absolue. Ainsi:

Définition. B
Soit f : R™ — RP une fonction définie sur R" et soit v € R™. On dit que [ est

—

continue en U si pour toute suite (Uy)reny de vecteurs qui converge vers v, f(uy)

converge vers f(v).
Ou de facon équivalente :

f est continue en ¥ si, pour tout £ > 0, il existe n > 0 tel que si || — U|| < n alors
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fla) - f)| <.

Cette définition (mettons en terme de suite) dit que, quel que soit le chemin suivant

lequel 4}, s’approche de v, f(u}) s’approche de f(?)

Définition.

e Soit f : R2 — RP et soit @y = (xo,y0) € D(f). On définit les application
partielles ou fonctions partielles f,, f, : R — RP de f en iy par
- R — RP > R — RP
fo > et fy: y >

x = f(x,y) = f(xo,y)

e Soit f : R® — RP et soit @y = (%0, Yo, 20) € D(f) On définit alors les applica-
tions partielles fy, fy, f- : R — RP de f en t, par

RP

> R — RP > R — RP > R —
Zz z = (55073/072)'

z - et : - et [, :
f fy Yy = (37071% ZO) f

Autrement dit, on fixe toutes les variables sauf une et on regarde la fonction qui ne
dépend plus que de cette variable. Attention a ne pas confondre avec les fonctions
coordonnées de f qui sont encore fonction de (x,y, z).

Si f est continue en iy et si U s’approche de iy parallelement a un des axes de

coordonnée, alors f(uy) s’approche de f(iy). Mais, dans ce cas, on ne regarde en
fait que les applications partielles et le résultat suivant est alors intuitif:

Proposition 2.2.1

e Soit iy = (w9, yo) € R? un vecteur et f : R? — RP? une fonction continue en .
Alors les applications partielles f, et f, sont respectivement continues en x et
Yo-

e Soit @y = (20, Yo, 20) € R® un vecteur et f : R® — RP une fonction continue en
ty. Alors les applications partielles f,, f, et f. sont respectivement continues
en xg, Yo et 2g.

Preuve.

Faisons la preuve dans R2. Soit donc (zg, y9) € R? et supposons que f soit continue
en (xg,yp). Soit alors (t;) une suite réelle qui converge vers zg, t, — zo. Alors la
suite (tx,yo) converge vers (g, yo) donc

f::(tk) = f(tk; Yo) = f(x07 Yo) = J?r(%)

et f, est bien continue en xy. La preuve pour f, est strictement similaire de méme
que pour R3. Celle-ci est donc laissée en exercice. O
La réciproque de cette proposition est fausse! Pour qu’une fonction soit continue, il
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faut que toutes les fagons d’approcher uy donnent la méme limite et pas seulement
les directions paralleles aux axes des coordonnées. Par exemple, soit f la fonction

1 sizy#0

f : R?* > R donnée par f(z,y) = _
0 sinon

, alors f n’est pas continue en

(0,0) car f(x,z) =20 1 # f(0,0) = 0. Par contre, ses deux applications partielles
en (0,0), a savoir f,(y) = f(0,y) =0et f,(x) = f(z,0) = 0 sont continues.

Toutes les regles sur la continuité des fonctions d’une variable restent valables, a
Savoir :

Théoréeme 2.2.2

e Soit iy € R" et soient ﬁg’;R" — RP deux fonctions continues en 1ty et soit
A € R. Alors

1. f—l— g, Af et <f, §> sont continues en .
2. Sip=11esif g;R"— R, alors f.g est continue en .

3. Plus généralement, si f : R® — R et si g : R" — RP sont continues en 1,
alors f.g : R™ — RP est continue en .

4. Sip=3i.e. si f,ﬁ : R" — R3, alors fA g est continue en .

e Soit uy € R", soit f :R" — RP et g : RP — RY deux fonctions telles que fsoit
continue en iy et g soit continue en f(uy). Alors go f est continue en .

Les preuves sont les mémes que pour les fonctions d’une variable.

2.2.3 Exemples et contre exemples.

e Les polynomes et les fractions rationnelles sont continues sur leurs domaines
de définition.

e En particulier, toutes les applications linéaires R™ — RP sont continues.

R? — R
e La fonction f : () {iz—;zi si(z,y) # (0,0).
’ 0 sinon

Sur R?\ {(0,0)} c’est une fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule
pas, donc f est continue sur R?\ {(0,0)}.

Regardons l'application partielle en (0,0) : f.(t) = f(t,0) = 1 sit # 0 et
f(0) = f(0,0) = 0 donc f, n’est pas continue et, par suite, f n’est pas continue
en (0,0).
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2.3 Applications Différentiables.

2.3.1 Applications coordonnées et dérivation des fonctions de R dans
RP.

Définition. B
Soit f : R — RP. Alors, pour x € R, f(z) = (fl(:v), . fp(:c)). Les fonctions f; sont
appelées fonctions coordonnées de f

On dit que f est dérivable en x si chaque fi,..., f, est dérivable en z,. On note

alors f’(l’o) = (fi(mo)a R f;(l’o))-

Dans ce cas, il existe €1,...,6, : R = R des fonctions telles que, pour ¢ =1,...,p,
gi(h) = 0 quand h — 0 et fi(zo + h) = fi(xo) + hf;(20) + hes(h). Soit & : R — RP
définie par £(h) = (e1(h), ..., ep(h)). Alors

f(fﬁo +h) = JF(%) + hf/(fﬁo) + he(h).

Ainsi, prés de 0, on a approché h — f(zo + h) par la fonction affine h — f(zq) +
hf'(xg). La courbe décrite par celle-ci est une droite, passant par f(xq) et dirigée

par le vecteur f' (x0), appelée tangente a la courbe décrite par f au point xy. Ceci
fournit donc une interprétation géométrique de la dérivée.

Ezxemple :

e On considere la fonction f : R — R? donnée par ¢ — (cost,sint). Sa courbe
représentative est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
La dérivée en to de f est f'(to) = (—sinto, costo). Ainsi, la tangente au cercle
unité au point f(to) = (costo,sinto) est dirigée par le vecteur (— sintg, cost).

— —

Notons que < flto), f (t0)> = 0 et on retrouve que la tangente au cercle est

perpendiculaire au rayon.

e On considere la fonction ¢ : R — R? donnée par ¢ +— (cost?,sint?). Sa courbe
représentative est encore le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.
La dérivée en t; de § est §'(t1) = (—2t; sint?, 2t cost?). Ainsi, la tangente au
cercle unité au point §(t1) = (cost?, sin t?) est dirigée par le vecteur (—2t; sint3, 2t; cos t3).
En particulier, si ¢, = /&y (avec ty > 0), §(t1) = f(to), pour les deux fonctions
on obtient donc le méme point sur le cercle, mais la longueur des vecteurs tan-
gents n’est pas la méme.

—

Ceci est assez naturel si on interprete f(t) et g(t) comme la position d'un point
mobile sur le cercle en fonction du temps t. A ce moment, f’(t) et §'(¢) sont les

—

vitesses de ces points a l'instant ¢. Pour |¢| < 1, le point de position f va plus
vite que celui de position g. Son vecteur vitesse est donc plus long (sa norme
est plus grande) que celui du point donné par g. Des que |t| > 1, la situation
s'inverse.
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2.3.2 La différentielle.
Définition.

e Soit f : R? — R et soit @y = (z0,0) € D(f). On suppose que les applications
partielles f,, f, de f en iy sont respectivement dérivables en xy et en yp.

0 - 0 -
On note 8—f(ﬁo) = (f2)"(xo) et 8—f(ﬁ0) = (fy) (yo) et on les appelle respective-
x Y
ment dérivées partielles de f par rapport a x ety en .
e Soit f R3 — RP et soit iy = (z, Yo, 20) € D(f) On suppose que les appli-

cations partielles fm, fy, fz de f en iy sont respectivement dérivables en xg, 1o

—

0 0 0
ot en 2 O wote 9L ) = (7). 23 = (o et ) = (£
et on les appelle respectivement dérivées partielles de f par rapport a x, y et z

en .

Nous voulons maintenant approximer une fonction de plusieurs variables _par des
fonctions aussi simples que possible. Il est facile d’ approcher une fonctlon f pres de
iy par une fonction constante. Il suffit d’approcher f ( i) par f (uo) Si f n’oscille pas
trop ou n’a pas de saut en 1y, cette approximation sera raisonnable au voisinage de
ip. Hélas, méme pour les fonctions d’une seule variable, cette approximation n’est
bonne que sur de tres petits voisinages (voir section 1.6.1).

Il nous faut donc approcher f par des fonctions un peu plus générales. Nous avons
introduit les applications linéaires dans ce but :

Définition. .
Soit f : R™ — RP définie sur R" et soit uy € R™. On dit que f est différentiable en
g s’ existe une application linéaire | : R™ — RP et une fonction € : R™ — RP telle

que H — 0 quand ||h|| = 0 et telles que, pour h € B

flido +h) = f(ido) + U(R) + [[h]|(R).
L’application linéaire [ est alors appelée la différentielle de f en Uy et notée d ﬁ;o.
Remarque.

e Si f : R — R alors f est différentiable en z si et seulement si f est dérivable
en xo, et alors df,,(h) = f'(zo)h.

e Plus généralement, si f : R — R™ alors f est différentiable en xg si et seulement
si f est dérivable en zy, et alors df,,(h) = f'(x¢)h.

e La definition Signiﬁe qu ‘on peut approcher la fonction f pres de ug par I’ application
affine h — f (uo) + l(h), ou encore qu’on peut approcher la fonction h
f (uo + h) f (uo) pres de i, par Iapplication linéaire h s [ (h)
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Nous sommes maintenant en mesure de déterminer le seul candidat possible pour étre
I’application linéaire [. Pour cela, il suffit de remarquer que si f est différentiable,
alors ses applications partielles sont différentiables: soit fg; I’application partielle
de f par rapport a xen iy = (zo,Yo,20) et soit h = (h,0) = hi sin = 2 ou
h = (h,0,0) = hi sin = 3. Alors

— — - —

Folwo+h) = f((z0, Yo, 20)+(7,0,0)) = f(do+h) = f(do)+(h)+|[R]|E(R) = f(xo)+ih+|h|Ex()

— —

ouly = l(;) Ainsi f; est différentiable en z( c’est-a-dire dérivable en xz( et sa dérivée
est donc Iy i.e. [} = a—(ﬁo), par définition de la dérivée partielle. En reprenant ce
x

raisonnement avec i = (0, ) (ou successivement i = (0, h,0) puis & = (0,0, h) si
n = 3), on trouve finalement la définition suivante pour la différentielle de f :

Définition.
e Soit f : R? — RP une application différentiable. La différentielle de f en iy est

alors I'application linéaire R™ — RP définie par

of
ox

== (o)1 + %(ﬁo)h2

La matrice de d ﬁ;’o dans les bases canoniques de R™ et R? est appelée matrice
Jacobienne de f en uy et notée Jﬂ(ﬁo) Elle a donc deux colonnes, la premiere

dfy(h1, ha) =

étant formée des coordonnées du vecteur af (o) et la seconde des coordonnées

du vecteur 8f (o).

e Soit f : R3 — R? une application différentiable. La différentielle de f est alors
Papplication linéaire R™ — RP définie par

of

of
or 20

of
dy (4

32(

La matrice de d ﬁ;o dans les bases canoniques de R™ et RP est appelée matrice
Jacobienne de f en w, et notée J~(ﬁo). Elle a donc trois colonnes, formées

dfuo(hl,hg,hg) 0)h1 + = (tg)hs + 0)hs.

) )
respectivement des coordonnées des vecteurs 8f (o), 85 (i) et &L (uo)

Ezemple : Considérons f : R® — R2 défini par f(z,y, 2) = <M In(1+ 22+ y? + 22)>

1+:c2+y2+22’
Alors
aft  _ 1 _ 2x(xtytz) afi 1 _ 2y(zty+2) aft  _ 1 o 22(x+
Or  — 14+a?+y’+42? (1+z2+y2+22)2 oy — 1+a’+y>+22 (1+z2+y2+22)2 9z~ 1+a’+y>+22 (14224
of _ 2 of _ 2 of _ 2
Oz 14z2+y2422 Ay 1422 +y?+22 0z 1422 +y2+22

La matrice jacobienne de f en (0,0,0) est donc

1 11
‘]f(0,0,0) - (0 0 0) .
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Remarque.

e Notez au passage qu'on a montré qu'une application différentiable admet des
dérivées partielles.

e De la définition, il résulte qu’une application différentiable est continue.

e Les réciproques de ces deux faits sont fausses.

2.3.3 Opérations sur les différentielles.

Différentiation de fonctions composées.

On peut maintenant facilement en déduire plusieurs opérations sur les différentielles :

Proposition 2.3.1 Soit © € R™ et A € R. Soient f, g : R"™ — RP deux fonctions;

1. Si f et g admettent des dérivées partielles par rapport a la variable x en 1,
alors il en va de méme pour \f et f + g et de plus,

o) .\ Of of+3) .. 0f, . i
S (@) = A () et = (i) = (@) + o (i)

et de méme pour les dérivées par rapport aux autres variables.

2. Si f et g sont différentiables en i, alors \ ]? et f + g sont différentiables en U et
dOAf)a = Mdfs et d(f+ e = dfi + dFa.

Preuve.

La premiere partie n’est qu’'une reformulation pour les applications partielles des
faits similaires pour les fonctions d’une seule variable. Pour la deuxieme partle il
faut encore vérifier que Ad f approxime bien A f et que d f +dg approxime bien f +4.

Faisons la preuve pour A f Comme f est différentiable en u, il existe une fonction &
qui tend vers 0 en 0 telle que

—

fla+h) = f@) + dfa(h) + ||hllh).

Mais alors
M + h) = Mf(@) + M fa(h) + ||B] (A(R))

et comme A&(h) — 0 quand i — 0, on en déduit que Af est bien différentiable et
que d()\f) = M fs.

La preuve pour f + g est similaire. O
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Pour la composition, la preuve est un peu plus compliquée. Donnons-en toutefois
une esquisse afin que vous puissiez comprendre d’ou vient la formule que vous aurez
a apprendre supposons que f soit différentiable en et que ¢ soit différentiable en
f (ﬁ), c’est-a-dire qu’il existe deux fonctions €7, &5 qui tendent vers 0 en 0 et telles
que

— — — —.

fla+h) = fla)+dfam)+lReh) et G(F@)+k) = G(F(@))+dgnq R)+IF|EF).

=i <ﬁ>)+dgf (dfu()+||h||€1 ) + |||

par linéarité de dﬁf(a). Il ne reste plus qu’a montrer que le reste peut s’écrire

sous la forme ||h||&(R), avec e(h) — 0 quand i — 0, pour en déduire que o f
est différentiable. Il ne nous semble pas utile de faire cette démonstration pour
I'instant... on a alors le théoreme suivant (partiellement admis) :

Théoreme 2.3.2
Soit u € R, f R™ — RP et g : RP — RY. Supposons que f soit différentiable en i
et que g soit différentiable en f ( i), alors g o f est différentiable en U et

d(QOf) —dgf *)Odfu
Transcription a ’aide des matrices jacobiennes :
Jgof(ﬁ) = Jg(f(ﬁ)) ‘Jf(ﬁ)
(le . étant le produit de matrices).
Remarque.

e [’assertion sur les matrices Jacobiennes vient simplement du fait que la com-
posée des applications linéaires correspond au produit de leurs matrices.

e On retrouve la formule en une variable (g o f)'(z) = ¢'(f(z)).f'(z).

Différentielle d’un produit, d’un produit scalaire, d’un produit vectoriel.

Commencons par les produits de fonctions f, g : R® — R. Regardons les applications
partielles f,, g, : R — R. Ce sont des fonctions d’une variable et on sait que si f,
et g, sont dérivables alors f,g, est dérivable et (f.g.)" = fogz + feg, c'est-a-dire

o(fg) _of dg

“or % g+ 9y (2.1)
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De plus, si f et g sont différentiables alors fg est différentiable et alors (2.1) implique
d(fg) = df.g+ f.dg.

Comme le produit scalaire de deux fonctions f, g : R" — RP est la somme des
produits des fonctions coordonnées, il en résulte que:

M<ﬁ><ﬁ_> 22)

ox ox ox

De plus, si f et  sont différentiables alors < f, §> est différentiable et (2.2) implique
a((1.9))ah) = (afa(h), 3(@) ) + { F(@), dga(R) ).

De méme, si f, 7 : R® — R3, alors

afng) of . - 07
5 = 32 /\g+f/\8x' (2.3)

De plus, si f et § sont différentiables alors f A § est différentiable et alors (2.3)
implique

Gradient, dérivée dans une direction.

D¢éfinition.
Soient @ € R™ et f : R — R une fonction qui admet des dérivées partielles en u

par rapport a toutes les variables. On appelle gradient de f en @ et on note grzzdf
of of

’ A . .
ot RRRRE el B C’est-a-dire, :

le vecteur de R™ donné par grgtd f=

e pour f : R? = R, grztdf: (g—i,g—g) et

e pour f : R?® — R, grédf: (%7%7%)

Soit 7 € R avec 7§ # 0, on appelle dérivée de f dans la direction @i en @ et on note
%(ﬁ), la dérivée en 0 de la fonction ¢ : R — R définie par p(t) = f(u + tn).

Proposition 2.3.3
Soient © € R™ et f : R™ — R une fonction différentiable,

o alors dfa(h) = <gréd (@), E>

e Soit ii € R" avec i # 0, alors %(ﬁ) = <gr3df(ﬁ),ﬁ>.
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Preuve:

Le premier point est une simple réécriture des définitions.

Pour le second, faisons la démonstration pour f : R? — R et notons @ = (ny, ny).
Par définition, 2L(i) est la dérivée en 0 de ¢ = f o avec § donné par g(t) = @+ 7.

’ on
Le plus simple est alors de regarder les matrices jacobiennes :

[©"(0)] =J f35(0)J5(0) = (g—f(ﬁ) %(ﬁ)) (nl)

na

_ Kgrad (@), ﬁﬂ

soit, —Jj(ﬁ) = <gr€1d f(ﬁ),ﬁ>, comme annonce.

on

2.4 Applications de classe C'.

2.4.1 Accroissements finis.

D¢éfinition.
Soit f : R™ — RP une fonction continue. On dit qu’elle est de classe C! si toutes ses
dérivées partielles existent et sont continues.

On dit que f est de classe C? si f est de classe C! et si toutes ses dérivées partielles
sont de classe C'.

En combinant le théoreme 2.2.2 et les résultats sur les opérations sur les dérivées
partielles, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.1

e Soit iy € R™ et soient f,§ : R® — RP deux fonctions de classe C* (resp. C*) en
g et soit X € R. Alors

1. f—l— g, )\fet <f, g7> sont de classe C! (resp. C?) en .

2. Sip=1li.e. sif,g:R"— R, alors f.g est de classe C' (resp. C?) en .
3. Plus généralement, si f : R" — R et g : R" — RP sont de classe C! (resp.
C?) en 1y alors f.g : R" — RP est de classe C* (resp. C?) en .
4. Sip=3iec sif,§:R"—R3 alors f A est de classe C* (resp. C2) en .
e Soit iy € R™, soit f :R" - RP et g : RP — R deux fonctions telle que fsoit
de classe C' (resp. C?) en 1y et § soit de classe C' (resp. C?) en f(uy). Alors
Go f est de classe C' (resp. C?) en .



66 CHAPITRE 2. FONCTIONS DE RYN DANSRP (1< N <3,1<P<3).

Dans la pratique, on s’intéresse plus a la possibilité de bien approcher une fonction
par une fonction simple (c’est-a-dire a sa différentiabilité) qu’a sa régularité (i.e. a
savoir si elle est de classe C1...). Le théoréme suivant nous permettra, cette année,
de nous concentrer sur des fonctions de classe C*.

Théoréme 2.4.2
Toute fonction de classe C' est différentiable.

Remarque.

e Ce théoreme est admis. Il fournit toutefois un outil tres efficace pour vérifier
qu'une fonction donnée est différentiable: il suffit de calculer ses dérivées par-
tielles et vérifier qu’elles sont continues. Alors que pour montrer qu’elle est
différentiable, il faut également calculer ses dérivées partielles, en déduire la
différentielle et vérifier que celle-ci approxime bien la fonction de départ. Ce
dernier point est souvent délicat (et en général est une adaptation de la preuve
du théoreme précédent au cas particulier de la fonction étudiée, comme vous
ne disposez pas de cette preuve...)

e On a les implications suivantes

fct z f différentiable z f a des dérivées partielles
4
f continue

Théoreme de Schwarz

Soit f une fonction de classe C?, alors
*f  o°f
dydx  Oxdy

et de méme pour les dérivées secondes par rapport aux autres variables.
Remarque.

Ce théoreme dit que, si une fonction de plusieurs variables est suffisamment réguliere,
alors 'ordre des variables dans les dérivations n’importe pas.

— Une fonction f : R" — RP est dite bornée si la fonction H ﬂ‘ est bornée.

Remarque.

Pour montrer qu’'une fonction est bornée, il suffit de majorer H ﬂ‘ car H ﬂ‘ > 0.

Le théoreme suivant est tres utile, il fournit les fondations théoriques du calcul
d’incertitude en physique, chimie...

Théoreme des accroissements finis
Soit f : R™ — RP une fonction de classe C' et soit D une partie de R". On suppose
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que les dérivées partielles de f sont toutes bornées sur D par un nombre M. Alors
pour u,v € D,

—

|f@ - i@

< M| - o]

Remarque.
Typiquement la partie D est un produit d’intervalles D = [a, a'] x [b, V] X [¢, ¢] dans
lesquelles se trouvent les données mesurées. Voir ci-dessous.

2.4.2 Extrema, points critiques.

Un probléme auquel on est souvent confronté en physique, chimie... est de déterminer
le maximum ou le minimum d’une fonction f : R” — R.

Définition.
Une fonction f : R™ — R définie sur R", a un minimum local (resp. mazimum
local) en 4y € R™ s’il existe une boule B(uy, o) telle que, pour tout 4 € B(uy,ro),

fi@) > f(io) (resp. f(@) < f(io)).

On dit que ce minimum (resp. maximum) est global si on peut remplacer la boule
B(ty, 1) par R™, ¢’est-a-dire si pour tout i € R", f(@) > f(up) (resp. f(u@) < f(tp)).

On dit que f a un extremum local (resp. global) en iy si f a un maximum ou un
minimum local (resp. global) en .

maximum local
non global

minimum local
non global

~——— minimum global
(donc local)

Figure 2.4: Exemple de fonction avec des extrema locaux

Rappelons que, pour une fonction f : R — R de classe C!, une condition nécessaire
pour qu'une fonction f ait un extremum en xy est que f’(zg) = 0. Cette condition
n’est pas suffisante (prendre la fonction f : R — R définie par f(z) = 3. Alors
f/(0) = 0 mais 0 n’est pas un extremum de f).

Nous allons maintenant établir une propriété similaire pour les fonctions de plusieurs
variables. Pour cela, supposons que la fonction f : R® — R de classe C! ait un
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extremum en uy = (%o, Yo, 20). Soient alors f,(z) = f(x,yo,20), fy(z) = f(x0,y, 20)
et f.(z) = f(xo,yo0,2) les applications partielles de f en .

Remarquons que f, a un extremum local en z : en effet f a un extremum local en
disons, pour fixer les idées, un maximum local. Alors il existe 7 tel que, si |4 — ]| <
ro, alors f(u) < f(up). En particulier, si @ = (x,yo, 20) est tel que |z — xo| < 79,
alors ||@ — || < ro donc f(z,v0,20) < f(zo, Yo, 20), ¢’est-a-dire f.(x) < fo(xo) et f,
a bien un maximum local en xg.

Il en va évidemment de méme pour les autres applications partielles. D’apres le
résultat pour les fonctions d’'une variable rappelé plus haut, la dérivée de f, (resp.
fy, f2) en x (resp. yo, 2o) est nulle. Mais par définition des dérivées partielles, ceci
signifie g—ﬁ(ﬁo) = 0, (resp. g—;(ﬁo) = %(ﬁo) = 0). Ainsi, la matrice Jacobienne de
f en g est nulle c’est a dire que la différentielle de f en iy est nulle. On a donc
démontré le théoreme suivant :

Théoréme 2.4.5
Soit f : R® — R une fonction de classe C' et iy, € R™. Si f a un extremum en
alors dfz, = 0 ou encore

of .. of .. of
ac () = 5, () = 5=

Un tel vecteur iy est alors appelé point critique de f.

(o) (i) = 0.

Remarque.
Tous les points critiques ne sont pas nécessairement des extrema. C’est déja le cas

pour les fonctions R — R et n’a donc aucune chance d’étre vrai pour les fonctions
R™ — R.

2.5 Calculs d’incertitude.

Nous voici confronté a un probleme pratique qui concerne la précision avec laquelle
on donne une mesure. Cela concerne tout d’abord 'appareil avec lequel on effectue
cette mesure. On désire, par exemple, mesurer la valeur R d’une résistance. La
précision de la mesure va dépendre de la précision de 'ohmmetre utilisé : celui-la ne
va pas nous donner la valeur exacte de la résistance (que 'on ne pourrait obtenir
qu’avec un instrument infiniment précis !) mais une valeur qui a un écart R a cette
valeur exacte. Tout ce qu’on sait sur R est qu’il est compris entre des valeurs —AR
et +AR qui sont données dans la documentation fournie par le constructeur de
I’appareil de mesure. On appelle alors AR [’incertitude de la mesure R.

Une autre facon de déterminer R est de mesurer le courant ¢ qui circule dans la
résistance a l'aide d'un amperemetre et la tension u a ses bornes a l'aide d'un
voltmetre. On a alors

R="1
1

Supposons que nous ayons déja déterminé les incertitudes de mesures Ai et Au liées
a i et u, il nous faut maintenant déterminer celle liée a R. C’est-a-dire trouver la
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relation entre AR, Ai et Au, connaissant la relation R(i,u). Nous saurons le faire
a l'issue de cette section.

2.5.1 Méthode.

Avant de calculer une incertitude, on commence par calculer une variation. Soit f
une fonction de R® — R, qui & 4 associe f(@). Dans notre cas, @ = (z1,...,z,)
est la valeur mesurée. Appelons alors dxq,...,d0x, les écarts entre cette valeur et la
valeur exacte (qui serait donnée par des appareils infiniment précis) et calculons la
variation ¢ f dues & ces variations. D’apres la relation (?7), celle-ci est donnée par

0
0f = flart0m, ... wptdzn)—f(z1,. .. 2p) %(xh cey T )0zt
1

of
oz,

(1, .oy Tpn)0xy,.

(2.4)
On veut maintenant connaitre la pire valeur possible A f de § f. Comme on ne connait
pas les signes des dx;, on ne peut pas compter sur d’éventuelles compensations entre
les différents termes de (2.4). On les prend alors tous positifs. De méme, on ne
connait des dx; que leurs valeurs maximales Ax;, que 'on adopte. La valeur de
I'incertitude Af s’écrit donc

of of
Af=|=—|A Az, 2.5
f ‘8:61 T+ +‘8xn x (2.5)
Ezxemple :
Reprenons notre résistance R. Ici la fonction f(zy,...x,) est R(u,i) = u/i. On
calcule OR 5R
R = —déu+ —=9
o’ o
Soit, avec % = % et % = —u,
5R = Sou— i
i i

Application numérique : i = 120mA, Ai = 1mA, v = 5,0V, Au = 0,2V, alors
R = 41,66667€2 et AR = 2,01388. Il faut maintenant écrire le résultat en se mon-
trant raisonnable sur le nombre de chiffres significatifs. On ne garde que 2 chiffres,
voire un seul, pour AR, en arrondissant au nombre supérieur et R au plus proche.

Ici, on peut écrire R = (41,7 +2, 1)

2.5.2 Dérivée logarithmique.

Dans le cas ou la grandeur dont on détermine I'incertitude est fonction du produit,
du rapport, ou de la puissance d’autres variables, il est généralement plus simple de
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passer par la dérivée logarithmique. En fait, il s’agit seulement de prendre le loga-
rithme népérien de I'expression pour se ramener a une somme, différence ou produit
par un réel selon les cas.

. R — R L. L
Rappel : Soit f : ¢ = f(z) = Inz) Alors f est dérivable dans R™ et sa
Rt* — R

s e s /.
dérivée est [ : ¢ e fix) =1/

On a alors

6f =d6In(z) =~ f'(z)oxr = iém. (2.6)

Supposons que l'expression dont on veut déterminer la variation (puis I'incertitude)
soit : N
1T
f(x17$27$3) = 52'
T3

Le logarithme népérien de f s’écrit :
In(f(x1,z2,23)) = In(z1) + aln(xs) — B ln(zs).
En passant aux variations, on obtient
dIn(f(xy, e, 23)) = dIn(zy) + ad In(xe) — S0 In(x3)
soit a l'aide de (2.6)

1 1 1 1
—5f = —5$1 + 04—51'2 - 5—51‘3
f 1 Ty T3
On en déduit 'incertitude relative sur f:
1 1 1 1
‘—‘Af = ‘— Axy + |ao—|Axy + ‘5— Axs.
f Z1 ) I3

Exemple :

e Déterminons le volume d’un parallélépipede rectangle. Sa base, carrée, a des
cotés de longueur [ = (1,6 £ 0, 1)cm et sa hauteur est de h = (12,1 £ 0, 1)cm.
Son volume V = hl? vaut V = 30,976cm?3. Calculons son incertitude. Il est
toujours possible de procéder comme auparavant. On a alors, pour le calcul des

variations oV oV
= -— —_— pr— 2
oV = 815l+3h5h 2h10l+1%6h.

Ce qui donne pour l'incertitude AV
AV =2hIAL+1? Ah = 5,472em?

que l'on arrondit & V = (31 & 6)cm?3. Comme on donne l'incertitude avec 1
chiffre apres la virgule, on donne aussi le résultat avec 1 chiffre apres la virgule.
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Comme notre expression est un produit dont I'un des termes est une puissance,
on peut simplifier notre calcul en prenant la dérivée logarithmique. On écrit

InV =Inh+2Inl
d’ou & l'aide de (2.6)

V. _oh_ 0
vV h I
et AV Ah Al
el D St Y T
= 2 = 0,177
av

V. — 18%. On retrouve l'incertitude

On obtient par ce calcul I'incertitude relative 57

absolue AV = 5,472cm?

e Un autre exemple. La valeur équivalente R de deux résistances R; et Ry placées
en parallele s’écrit R = Ry Rs/(R;+ Rs). Supposons que nous ayons déja mesuré
Ry et Ry, par la méthode précédente par exemple qui nous a donné R; =
(12,4+0,6)kQ et Ry = (165 £ 3)kQ2. Calculons 'incertitude AR par la dérivée
logarithmique. On calcule le logarithme népérien de 'expression donnant R.

InR = lan + IHRQ - hl(Rl + RQ)

La variation d R s’écrit
(5_R _O0Ry ORy (R, + R»)

+ .
R Ry Ry (Ry + R)
Comme 6(R; + Rs) = IRy + 0 R», on obtient
5_R _O0Ry | Ry 0R; O0R,

R R R (RmtR) (RithR)

Avant de passer aux incertitudes, on note que d Ry et d Ry apparaissent plusieurs
fois dans D’expression. Dans ce cas, il faut rassembler les termes, opérer les
simplifications, s’il y en a, puis passer aux incertitudes. En effet le terme d Ry,
par exemple, apparait deux fois, une premiere fois avec le coefficient +1/R;
et une seconde avec le coefficient —1/(R; + Rs). Si 0R; est positif, le premier
terme est positif, le second négatif et réciproquement. Ils se compensent donc,
au moins en partie. En tenant compte de ces compensations, c¢’est-a-dire en
réunissant les termes portant sur les mémes incertitudes, on obtient

5_R Ry R N Ry 0Rs
R Ri+Ry R Ri+Ry Ry
On passe alors aux incertitudes
AR Ry AR n Ry AR,
R Ri+ Ry Ry Ri+ Ry Ry
Application numérique : R = 177,4kS2, I'incertitude relative % = 0.04627579

(que I'on arrondit & §% = 5%), I'incertitude absolue AR = 8.2093255k(). On
écrit le résultat final, en arrondissant comme indiqué ci-dessus R = (177+9)kQ.
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2.5.3 Raffinement.

2.5

2.0

w

2

Figure 2.5: x — f(x) = a*, variation 0 f pour dz = 0,3 & partir de = 0, 8.

Comme le montre la figure (2.5), la valeur de 0 f peut-étre inférieure a f (@ + du) —
f(@). Notre précédent calcul ne majore alors pas I'incertitude comme il le devrait.
Pour ce faire, il suffit d’employer le théoreme des accroissements finis et majorer les
coefficients de chacun des termes de I'expression (2.4) en calculant la pente maximale
sur chacun des intervalles. Cette méthode correcte a l'inconvénient d’alourdir le
calcul des incertitudes. Cependant, si les incertitudes des variables de départ sont
petites (la variation de la pente est faible sur 'intervalle [z, z+dz]) le calcul précédent
donne une bonne approximation de I'incertitude. Et souvent, on se contente de cette
premiere étape.
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