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Introduction

0.1 Présentation générale

Le but de cette thèse est d’étudier quelques problèmes d’analyse et de géométrie sur les variétés
asymptotiquement hyperboliques. Comme l’indique leur nom, ces variétés sont des variétés riemanni-
ennes non compactes qui ressemblent à l’infini à l’espace hyperbolique dans le sens où leur courbure
sectionnelle tend vers −1. Une grande partie des recherches sur ces variétés a été motivée par les
travaux de Charles Fefferman et Robin Graham en 1984 [FG85] et de Juan M. Maldacena en 1997 sur
la correspondance AdS/CFT [Mal98] (voir également [Biq05]) dans lesquels il est établi un lien entre la
géométrie de ces variétés et les invariants conformes des variétés compactes. Même s’il est impossible
de citer tous les travaux dans ce domaine, mentionnons les articles [GL91], [Lee06], [Maz91], [And03]
et [CDLS05] dont les idées ont joué un rôle important dans cette thèse. Ces variétés apparaissent
également en relativité générale où elles fournissent de bons candidats pour le problème de Cauchy
(voir par exemple [AC96]). Leur définition généralise le modèle de la boule de l’espace hyperbolique
(voir par exemple [Rat06]) : elles sont obtenues en envoyant à l’infini le bord d’une variété compacte
à l’aide d’un facteur conforme. Remarquons par ailleurs que cette construction est similaire à la com-
pactification de Penrose des espaces-temps (voir par exemple [HE]). Une définition précise des variétés
asymptotiquement hyperboliques est donnée en section 1.2.

Cette définition est extrinsèque car elle dépend de la variété compacte à bord dont on est parti. Il
est naturel de se demander dans quelle mesure cette construction peut être inversée pour les variétés
asymptotiquement localement hyperboliques, c’est-à-dire des variétés non compactes dont la
courbure tend vers −1 à l’infini avec des corrections exponentiellement petites,

secg = −1 +O(e−ar),

avec a > 0 une constante et r = dg(x, .) la distance à un point x ∈M quelconque : peut-on reconstruire
une variété compacte à bord M et un facteur conforme ρ tels que la métrique g = ρ2g s’étend en une
métrique régulière jusqu’au bord ? Cette question a été étudiée par Eric Bahuaud et Tracey Marsh
dans [BM06] (étendant et généralisant un résultat précédent de Michael Anderson et Richard Schoen
[AS85]) et [Bah08]. Dans un travail effectué en collaboration avec Eric Bahuaud et reproduit au chapitre
2, nous avons étendu les résultats de [Bah08] en comprenant en particulier comment la valeur de a
influence la régularité de la compactification. Avant d’énoncer le théorème que nous avons obtenu,
introduisons quelques notions préliminaires. Une définition naturelle de la frontière à l’infini est donnée
dans [EO73] : la frontière à l’infini M(∞) d’une variété riemannienne non compacte est l’ensemble
des rayons géodésiques γ : [0;∞) → M non bornés, paramétrés par longueur d’arc, quotienté par la
relation d’équivalence suivante :

γ1 ∼ γ2 ssi dg(γ1(t), γ2(t)) est bornée sur [0;∞).

Une autre notion importante introduite dans [BM06] est celle de partie essentielle. Une partie K ⊂M
est appelée partie essentielle de M si :

1. K est une sous-variété compacte de M , de codimension 0, à bord lisse,

2. secg < 0 sur M \K,

3. K est totalement convexe (i.e. si γ : [a; b] → M est une géodésique avec γ(a), γ(b) ∈ K, alors
γ([a; b]) ⊂ K.
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La définition que nous donnons ici peut sembler plus forte que celle qui apparaît dans [BM06]. Elles
sont cependant équivalentes (c’est une conséquence de [BM06, Théoème 4] et de la remarque suivant
le lemme ??). L’hypothèse de totale convexité permet d’éviter des situations telles que celle illustrée
par la figure 0.1a : l’application exponentielle du fibré normal sortant N+Y du bord Y = ∂K établit
un difféomorphisme entre M \K et [0;∞)× Y . L’existence d’une partie essentielle permet également
d’éviter des comportements asymptotiques singuliers tels que les cusps (figure 0.1b).

(a) Surface de genre infini (b) Cusp

Figure 1 – Structures à l’infini de certaines variétés à courbure négative.

Le théorème principal du chapitre 2 est le suivant :

Théorème 0.1.1 (Théorèmes ?? et ?? page ??). Soit (M, g) une variété riemannienne complète non
compacte admettant une partie essentielle K ⊂M . Soit r la distance à K. On pose M = M

⋃
M(∞),

ρ = e−r et g = ρ2g. Si les dérivées covariantes du tenseur de Riemann sont contrôlées, on a :

1. Si secg = −1+O(e−ar) avec 0 < a < 1, alorsM admet une structure de variété C1,a indépendante
de K et la métrique g s’étend en une métrique C0,a à tout M .

2. Si secg = −1 +O(e−ar) avec 1 < a < 2, alors M admet une structure de variété C2,a−1 indépen-
dante de K et la métrique g s’étend en une métrique C1,a−1 à tout M .

Remarquons que le théorème ne peut pas être amélioré dans le cas a = 1. Un exemple de variété
satisfaisant secg = −1 + O(e−ar) avec a = 1 mais qui n’admet pas de compactification conforme
Lipschitzienne est donné dans [Bah08]. Nous n’avons pas poursuivi l’analyse pour des valeurs plus
grandes de a parce que nous étions principalement intéressés par le cas des variétés d’Einstein avec
a = 2 (voir conjecture ?? page ??). Lorsque a > 2, la situation devient rigide, c’est le thèorème de
Yuguang Shi et Gang Tian [ST05] :

Théorème 0.1.2 (Théorème de rigidité de Shi et Tian, [ST05]). Soit (Mn+1, g) une variété rieman-
nienne complète admettant un pôle p (c’est-à-dire que l’application exponentielle expp : TpM →M est
un difféomorphisme) tel que pour un certain r > 1, la sphère centrée en p et de rayon r est convexe et
secg < 0 en dehors de la boule de centre p et de rayon 1. On suppose de plus que (M, g) est à Ricci
minoré :

Ricg ≥ −ng
alors

1. si n > 3 et si (M, g) est asymptotiquement localement hyperbolique d’ordre a > 2,

2. ou si n = 3 et si la partie sans trace du tenseur de Riemann R̊ = 1
n−1R̊ic ? g +W, satisfait à∣∣∣R̊

∣∣∣ ∈ L1,

(M, g) est isométrique à l’espace hyperbolique Hn+1.

Le second but du chapitre 2 est de montrer que si (M, g) est une variété asymptotiquement locale-
ment hyperbolique d’Einstein, alors les dérivées covariantes du tenseur de Riemann sont contrôlées :

Théorème 0.1.3 (Théorème ?? page ??). Soit (Mn, g), n ≥ 3, une variété riemannienne complète
non compacte admettant une partie essentielle K ⊂ M . Soit r la distance à K. Si (M, g) est asymp-
totiquement localement hyperbolique d’ordre a > 0

secg = −1 +O(e−ar)
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et d’Einstein
Ricg = −(n− 1)g,

alors il existe des constantes Cj, j = 1, 2, . . . telles que
∣∣∣∇(j)Rg

∣∣∣ ≤ Cje
−ar.

Dans l’appendice au chapitre 2, nous présentons un certain nombre de résultats que nous avons
obtenus dans le but de prouver la conjecture ??. Puis nous donnons un critère simple d’existence de
partie essentielle (lemme ??) que nous appliquons aux variétés de Cartan-Hadamard et aux variétés
asymptotiquement hyperboliques (corollaire ??). Finalement nous montrons un thèorème généralisant
un résultat de Michael Anderson [And83] sur l’existence de fonctions harmoniques sur les variétés à
courbure asymptotiquement négativement pincées (Théorème ??).

Le chapitre 3 traite de la prescription de la courbure scalaire sur une variété asymptotiquement
hyperbolique. Il étend et généralise un travail antérieur d’Erwann Delay [Del97]. Il s’agit, en particulier,
de déterminer quelles fonctions Ŝcal peuvent être obtenues comme la courbure scalaire d’une métrique
conforme à une métrique g donnée :

Théorème 0.1.4 (Théorèmes ?? page ??, ?? page ?? et ?? page ??). Soit (Mn, g) une variété
asymptotiquement hyperbolique. Si Ŝcal : M → R est une fonction régulière strictement négative telle
que Ŝcal → −n(n− 1) à l’infini, alors il existe une unique métrique ĝ conforme à g telle que Scalbg =
Ŝcal. Si de plus Ŝcal − Scalg = O(ρs) pour un certain s ∈ (0;n), alors on a |ĝ − g|g = O(ρs) avec un
contrôle similaire sur un certain nombre de dérivées covariantes de ĝ.

Lorsque le bord (interne) de M est non vide, nous étudions le problème de Dirichlet associé
(Théorème ??) ainsi que le problème de la prescription de la courbure moyenne (Théorème ??). Si
Ŝcal − Scalg = O(ρs) avec s ≥ n, le comportement de la métrique ainsi construite n’a plus forcé-
ment le même comportement que Ŝcal − Scal. Une obstruction importante est alors fournie par la
masse [Wan01, CH03] (voir également [MO89]). Ce chapitre nous permet par ailleurs d’introduire une
généralisation de la méthode de monotonie (section ??) qui est un outil pratique pour résoudre cer-
taines équations quasi-linéaires elliptiques et dont nous nous servirons à nouveau au chapitre 4 suivant.

Le chapitre 4 est consacré à l’étude de quelques problèmes en relativité générale. Cette théorie décrit
l’espace-temps comme une variété M munie d’une métrique Lorentzienne g (c’est-à-dire de signature
-+++) satisfaisant les équations d’Einstein :

Gµν + Λcgµν =
8πG
c4

Tµν ,

où Gµν = Ricµν − Scal
2 gµν est le tenseur d’Einstein de g, Λc est la constante cosmologique, G la

constante de Newton, c la vitesse de la lumière et Tµν le tenseur d’énergie-impulsion de la matière.
Les variables naturelles pour décrire le problème de Cauchy sont la champ gravitationnel à la

« date t=0 », c’est-à-dire la métrique γ induite sur une hypersurface M de genre espace (c’est-à-dire
telle que la métrique induite est définie positive) et sa vitesse, la seconde forme fondamentale K du
plongement M ⊂ M. Ces deux quantités ne peuvent pas être choisies indépendemment. Dans le cas
d’un espace-temps vide (Tµν = 0), elles sont reliées par les équations de contrainte :

Scalγ − 2Λc − |K|2γ + (trγ K)2 = 0 (Contrainte hamiltonienne)
divγK − d (trγ K) = 0 (Contraintes moment).

Ces équations sont les analogues Lorentziens des traces des équations de Gauss-Codazzi.
Yvonne Choquet–Bruhat et Robert Geroch ont montré dans [FB52, CBG69] que, réciproquement,

pour n’importe quel triplet (M,γ,K) satisfaisant les équations de contrainte, il existe un unique espace-
temps maximal, globalement hyperbolique (voir chapitre 4 pour la définition précise) satisfaisant les
équations d’Einstein du vide et contenant (M,γ) en tant qu’hypersurface plongée dont la seconde forme
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fondamentale est K. Par conséquent, pour obtenir de nouveaux espaces-temps solutions des équations
d’Einstein, il suffit de construire des solutions des équations de contrainte.

Dans la section 4.2 nous décrivons la méthode conforme de Choquet-Bruhat–Lichnerowicz–York
qui permet, dans de nombreux cas, de fournir des solutions des équations de contrainte. Cette méthode
consiste à choisir une variété M , une métrique γ0 sur M , une fonction τ : M → R (qui représente la
courbure moyenne 1

3 trγ K de M dans M) et un 2-tenseur symétrique L0 de trace nulle pour γ0 puis
à trouver ϕ : M → R∗+ une fonction positive et ψ une 1-forme telles que :





γ = ϕ4γ0

K = ϕ−2
(
L0 + L̊ψ]γ0

)

soient solution des équations de contrainte, avec L̊ψ]γ0ij = ∇iψj +∇jψi − 2
3∇kψkγ0ij l’opérateur de

Killing conforme, ∇ désignant ici la connexion de Levi-Civita de γ0. On obtient alors les équations
suivantes : 




div
(
L0 + L̊ψ]γ0

)
= 2ϕ6dτ,

−8∆ϕ+ Scalγ0 ϕ+
(
6τ2 − 2Λc

)
ϕ5 −

∣∣∣L+ L̊ψ]γ0

∣∣∣
2

ϕ−7 = 0,

Dans le cas où la courbure moyenne τ est constante (hypersurface CMC), ces équations découplent.
On peut alors résoudre la première équation en ψ puis injecter la valeur de ψ ainsi trouvée dans la
seconde équation. Nous décrivons la résolution de la première équation dans la section 4.2.2. Une
condition au bord (interne) naturelle pour les équations de contrainte est celle d’horizon apparent. Les
horizons apparents futurs sont des hypersurfaces dont le développement en temps produit des trous
noirs (voir par exemple [Wal], les horizons apparents passés produisent des trous blancs). A l’aide de
la méthode conforme, nous obtenons en section 4.2.3 le résultat suivant :

Théorème 0.1.5 (Théorèmes ?? page ?? et ?? page ??). Soit (M, g) une variété asymptotiquement
hyperbolique.

1. Si Λc < 0, alors pour n’importe quel L0, la méthode conforme fournit une solution des équations
de contrainte.

2. Si Λc = 0, alors, dépendant du signe de τ , la méthode conforme fournit une solution des équations
de contrainte contenant uniquement soit des horizons apparents passés soit des horizons apparents
futurs.

Nous donnons également un contre-exemple montrant que le second cas n’admet pas de solution
général. Ce résultat généralise et étend un résultat précédent de Lars Andersson et Piotr Chruściel
[AC96]. Utilisant les résultats de [Lee06], nous avons pu, en particulier, obtenir un intervalle de poids
plus large pour lequel la première équation peut être résolue en ψ et diminuer la régularité au bord
nécessaire.

Lié à cette étude, nous traitons dans la section 4.3 le problème de la stabilité par linéarisation
des équations de contrainte. Les équations d’Einstein forment un système d’équations aux dérivées
partielles non linéaires et il est difficile, en l’absence de symétrie, d’obtenir des solutions exactes.
L’idée est alors d’étudier les équations d’Einstein linéarisées au voisinage d’une solution exacte. Se
pose alors la question de savoir si l’ensemble des solutions du problème linéarisé peuvent se relever
en des solutions des équations d’Einstein. L’approche généralement utilisée est alors de constater
que les équations du problème linéarisé induisent des solutions des équations de contrainte sur une
surface de Cauchy, puis de démontrer que les équations de contrainte sont stables par linéarisation
(ce problème étant plus simple car il est elliptique) et, finalement, de prouver que les solutions des
équations d’Einstein dépendent de manière régulière des équations de contrainte. Cette approche a
été utilisée en particulier pour étudier la stabilité par linéarisation des équations d’Einstein lorsque
l’espace-temps admet une surface de Cauchy compacte (voir par exemple [FM73], [Mon75, Mon76] et
[AM79]) ou asymptoptiquement euclidienne [CBD73, CBFM77]. Nous étendons ces résultats au cas
d’une surface de Cauchy asymptotiquement hyperbolique :

Théorème 0.1.6 (Théorème ?? page ??, Proposition ?? page ?? et ?? page ??). Soit (M,γ) une
variété asymptotiquement hyperbolique et K un 2-tenseur symétrique sur M tel que trγ K est constante
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sur M . Si (M,γ,K) satisfait les équations de contrainte du vide avec Λc ≤ 0 et trγ K 6= 0 si Λc = 0
alors les équations de contrainte sont stables par linéarisation en (M,γ,K) dans un certain intervalle
de poids. Nous donnons ensuite un exemple montrant que ce résultat cesse d’être vrai pour des poids
plus forts.

Remarquons que ce cas englobe les sections hyperboliques de l’espace-temps de Minkowski (Λc = 0
et trgK = ±1) et les sections naturelles de l’espace-temps d’anti-de Sitter. Signalons cependant que
l’espace-temps d’anti-de Sitter n’est pas globalement hyperbolique. Nous n’obtenons donc, dans le cas
Λc < 0, que la stabilité par linéarisation du développement de Cauchy de M .

0.2 Notations et conventions
Dans toute cette thèse, sauf mention du contraire, nous conviendrons que (M, g) est une variété rie-

mannienne de dimension n, éventuellement à bord, complète (pour la distance induite par la métrique
g. La complétude géodésique n’ayant plus de sens si le bord est non vide). ĝ, g... désignent alors des
métriques conformément équivalentes à g. La connexion de Levi-Civita associée à g sera notée ∇,
celles de ĝ, g... seront notées respectivement ∇̂, ∇... Les indices seront montés et descendus à l’aide
de la métrique g à l’exception cependant de gij , ĝij ... qui désignent les inverses (les métriques induites
sur le fibré cotangent) de gij , ĝij ... Nous adopterons également systématiquement la convention de
sommation d’Einstein.

On utilisera la convention suivante pour le tenseur de Riemann dans sa version (1, 3) :

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z = Ri
jklZ

jXkY l
∂

∂xi
,

et dans sa version (0, 4) :

R(W,Z,X, Y ) = 〈W,R(X,Y )Z〉g = RijklW
iZjXkY l.

Les tenseurs de Riemann associés à g, ĝ... seront notés respectivement R, R̂...

La notation Σ sera utilisée pour désigner une hypersurface plongée dans M . On notera alors gΣ la
métrique induite et RΣ,RicΣ... les tenseurs de Riemann, de Ricci... associés à la métrique gΣ.

Le produit de Kulkarni–Nomizu de deux (0,2)-tenseurs symétriques h et k est définit par :

h? k(X,Y, Z, T ) = h(X,Z)k(Y, T ) + h(Y, T )k(X,Z)− h(Y,Z)k(X,T )− h(X,T )k(Y, Z).

Le tenseur de Riemann se décompose sous l’action du groupe orthogonal en représentations irré-
ductibles (voir par exemple [Bes87]) :

R =
Scal

2n(n− 1)
g ? g +

1
n− 2

R̊ic? g +W, (0.2.1)

où :
– Scal = gijgklRikjl est le scalaire de courbure,
– R̊ic est la partie sans trace du tenseur de Ricci (Ricij = Rk

ikj),
– W est le tenseur de Weyl.
Si Σ est une hypersurface deM et N une normale unitaire à Σ, nous définissons la seconde forme

fondamentale de Σ (relativement à N) par

S(X,Y ) = 〈X,∇YN〉g = −〈N,∇YX〉g ,

où X et Y sont deux champs de vecteurs tangents à Σ. La courbure moyenne de l’hypersurface Σ
sera notée H = trΣ S. Au voisinage de tout point p de Σ, il est possible d’introduire un système de
coordonnées privilégiées, appelées coordonnées de Fermi, défini ainsi. On introduit une carte locale
θ dans un voisinage V ⊂ Σ relativement compact de p. Il existe alors un ε > 0 tel que l’application
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ϕ : (q, r) 7→ expq(rN) est un difféomorphisme entre V × (−ε; ε) et U son image. Les coordonnées de
Fermi sur U sont alors définies par x 7→ (r(x), θ(q(x)) où (q(x), r(x)) = ϕ−1(x). La dérivée partielle
par rapport à r dans les équations précédentes est alors à comprendre comme la dérivée partielle dans
les coordonnées de Fermi. Par la suite, lorsque nous travaillerons dans des coordonnées de Fermi, nous
utiliserons systématiquement la notation 0 pour désigner la direction radiale r, les lettres grecques
désignant les coordonnées le long de Y . Les indices latins désignerons n’importe quel système de
coordonnée sur M . En particulier dans un système de coordonnées de Fermi, ces indices désignerons
l’ensemble des directions radiales et tangentielles (i.e. le long de Y ). Les équations de Gauss–Codazzi–
Mainardi s’écrivent donc :

– Equation de Mainardi
∂rS

µ
ν + SµσS

σ
ν = −Rµ

0ν0, (0.2.2)

– Equation de Gauss
Rαβγδ = RΣ

αβγδ − SαγSβδ + SαδSβγ , (0.2.3)

– Equation de Codazzi-Mainardi

∇Σ
µSνσ −∇Σ

ν Sµσ = Rµνσ0, (0.2.4)

– Composantes normales du tenseur de Riemann

R0µ0ν = Ricµν −RicΣ
µν +HSµν − SµσS

σ
ν (0.2.5)

– Evolution de la métrique tangentielle sous le flot géodésique

∂rgµν = L∂rgµν = 2Sµν . (0.2.6)

Le lemme suivant donne tous les coefficients de Christoffel (à l’exception des composantes purement
tangentielles) dans les coordonnées de Fermi :

Lemme 0.2.1 (Coefficients de Christoffel dans les coordonnées de Fermi).

Γ0
µν = −Sµν

Γµ0ν = Sµν

Γµ00 = 0
Γ0
µ0 = 0

Γ0
00 = 0.

La preuve de ce lemme est une simple application de la formule explicite des coefficients de Christof-
fel et du lemme de Gauss :

g = dr2 + gΣ(r)

où gΣ(r) est la restriction du tenseur métrique au fibré tangent à l’hypersurface Σr = {r = constante}.
On obtient alors la formule suivante pour la décomposition du laplacien :

∆f =
∂2f

∂r2
+H

∂f

∂r
+ ∆rf, (0.2.7)

où ∆r désigne le laplacien de
(
Σr, gΣ

)
.



Chapitre 1

Le cadre général

Dans ce chapitre, nous introduisons les principaux outils dont nous nous servirons par la suite.
La section 1.1 présente les formules de variation conforme des tenseurs de courbure, de la seconde
forme fondamentale d’une hypersurface et de la hessienne d’une fonction. Ces formules seront d’un
intérêt constant dans toute la suite. La section 1.2 introduit la classe des variétés asymptotiquement
hyperboliques et les espaces fonctionnels associés. Ces espaces constituent le cadre principal de cette
thèse.
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1.1 Transformations conformes
Soit (Mn, g) une variété riemannienne. On se donne ϕ : M → R∗+ une fonction de classe C2 (au

moins) et κ 6= 0 un réel à préciser. Posons ĝ = ϕκg. Nous souhaitons calculer la connexion de Levi-
Civita et les tenseurs de courbure de ĝ en fonction de ceux de g. Dans toute cette section X,Y, Z, . . .
désignent des champs de vecteurs arbitraires.

Proposition 1.1.1 (Transformation de la connexion de Levi-Civita). Soient ∇ et ∇̂ les connexions
de Levi-Civita de g et ĝ respectivement. Posons U = ∇̂ −∇. Alors U est un (1,2)-tenseur donné par :

U(X,Y ) =
κ

2

(∇Xϕ
ϕ

Y +
∇Y ϕ
ϕ

X − g(X,Y )
∇ϕ
ϕ

)
(1.1.1)

Démonstration. La preuve est identique à celle du calcul des coefficients de Christoffel. Les connexion
∇ et ∇̂ ont une torsion nulle : {∇XY −∇YX = [X,Y ]

∇̂XY − ∇̂YX = [X,Y ].

En soustrayant ces deux équations, on obtient que U est symétrique : U(X,Y ) = U(Y,X).

Ensuite ∇̂ est compatible avec la métrique ĝ :

∂Z ĝ(X,Y ) = ĝ(∇̂ZX,Y ) + ĝ(X, ∇̂ZY )

∂Z [ϕκg(X,Y )] = ϕκ
[
g(∇̂ZX,Y ) + g(X, ∇̂ZY )

]

κϕκ−1∂Zϕ g(X,Y ) + ϕκ∂Zg(X,Y ) = ϕκ
[
g(∇̂ZX,Y ) + g(X, ∇̂ZY )

]

κϕ−1∂Zϕ g(X,Y ) + ∂Zg(X,Y ) = g(∇̂ZX,Y ) + g(X, ∇̂ZY ).
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Or ∇ est compatible avec la métrique g donc

κϕ−1∂Zϕ g(X,Y ) + g(∇ZX,Y ) + g(X,∇ZY ) = g(∇̂ZX,Y ) + g(X, ∇̂ZY ).

Par définition de U , on a donc :

g(U(Z,X), Y ) + g(X,U(Z, Y )) = κϕ−1∂Zϕ g(X,Y ).

En effectuant une permutation circulaire sur les vecteurs X,Y, Z, on obtient les trois équations
suivantes :





g(U(X,Z), Y ) + g(X,U(Z, Y )) = κϕ−1∂Zϕ g(X,Y )

g(U(Y,X), Z) + g(Y,U(X,Z)) = κϕ−1∂Xϕ g(Y, Z)

g(U(Z, Y ), X) + g(Z,U(Y,X)) = κϕ−1∂Y ϕ g(Z,X),

qu’on peut réécire en utilisant la symétrie de U :




g(U(X,Z), Y ) + g(U(Y, Z), X) = κϕ−1∂Zϕ g(X,Y )

g(U(X,Y ), Z) + g(U(X,Z), Y ) = κϕ−1∂Xϕ g(Y, Z)

g(U(Y,Z), X) + g(U(X,Y ), Z) = κϕ−1∂Y ϕ g(Z,X).

En ajoutant les deux dernières lignes et en soustrayant la première, on obtient alors :

2g(U(X,Y ), Z) = κϕ−1 (∂Xϕ g(Y,Z) + ∂Y ϕ g(Z,X)− ∂Zϕ g(X,Y ))

= κ g

(∇Xϕ
ϕ

Y +
∇Y ϕ
ϕ

X − g(X,Y )
∇ϕ
ϕ
,Z

)
.

1.1.1 Transformation des tenseurs de courbure
Proposition 1.1.2 (Transformation du tenseur de Riemann). Le tenseur de Riemann complètement
covariant de la métrique ĝ = ϕκg est donné par :

R̂ = ϕκ

(
R+

κ2

4
(
dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ
− 1

2

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

g)? g − κ

2

(
Hess ϕ
ϕ

− dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ

)
? g

)
. (1.1.2)

En particulier, si κ = −2 :

R̂ = ϕ−2

(
R+

Hess ϕ
ϕ

? g − 1
2

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

g ? g

)
. (1.1.3)

Démonstration. Le (0,4)-tenseur de Riemann de ĝ est donné par :

R̂(X,Y, Z, T ) = ĝ
(
Z, R̂(X,Y )T

)
= ϕκg

(
Z, R̂(X,Y )T

)
.

Par définition :
R̂(X,Y )T = ∇̂X∇̂Y T − ∇̂Y ∇̂XT − ∇̂[X,Y ]T.

Nous allons maintenant remplacer ∇̂ par son expression en fonction de ∇ et de U :

R̂(X,Y )T = ∇̂X∇̂Y T − ∇̂Y ∇̂XT − ∇̂[X,Y ]T

= ∇X∇̂Y T −∇Y ∇̂XT −∇[X,Y ]T + U(X, ∇̂Y T )− U(Y, ∇̂XT )− U([X,Y ], T )
= ∇X∇Y T −∇Y∇XT −∇[X,Y ]T

+∇X(U(Y, T ))−∇Y (U(X,T )) + U(X, ∇̂Y T )− U(Y, ∇̂XT )− U([X,Y ], T )
= R(X,Y )T +∇XU(Y, T )−∇Y U(X,T )

+U(∇XY −∇YX − [X,Y ], T ) + U(X, ∇̂Y T −∇Y T )− U(Y, ∇̂XT −∇XT )
= R(X,Y )T +∇XU(Y, T )−∇Y U(X,T ) + U(X,U(Y, T ))− U(Y,U(X,T )).
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Il ne reste qu’à évaluer les deux termes ∇XU(Y, T )−∇Y U(X,T ) et U(X,U(Y, T ))−U(Y, U(X,T )).
Pour simplifier les calculs nous allons poser ϕ = eρ.

∇XU(Y, T ) = ∇X(U(Y, T ))− U(∇XY, T )− U(X,∇XT )

=
κ

2
(∇X(∇Y ρ T ) +∇X(∇T ρ Y )− g(∇XY, T )∇ρ− g(Y,∇XT )∇ρ− g(Y, T )∇X∇ρ)

−κ
2

(∇∇XY ρ T +∇T ρ ∇XY − g(∇XY, T )∇ρ)

−κ
2

(∇Y ρ ∇XT +∇∇XT ρ Y − g(Y,∇XT )∇ρ)

=
κ

2
(∇X,Y ρ T +∇X,T ρ Y − g(Y, T )∇X∇ρ) .

En antisymétrisant par rapport à X et Y , on obtient :

∇XU(Y, T )−∇Y U(X,T ) =
κ

2
(∇X,T ρ Y −∇Y,T ρ X + g(X,T )∇Y∇ρ− g(Y, T )∇X∇ρ) ,

puis :

g(Z,∇XU(Y, T )−∇Y U(X,T )) =
κ

2
(∇X,T ρ g(Y,Z)−∇Y,T ρ g(X,Z) + g(X,T )∇Y,Zρ− g(Y, T )∇X,Zρ)

= −κ
2
Hess ρ? g(X,Y, Z, T ).

Pour le second terme, on obtient :

U(X,U(Y, T )) =
κ

2
U (X,∇Y ρ T +∇T ρ Y − g(Y, T )∇ρ)

=
κ2

4
∇Xρ (∇Y ρ T +∇T ρ Y − g(Y, T )∇ρ) +

κ2

4
(2∇Y ρ∇T ρ− g(Y, T )∇∇ρρ)X

−κ
2

4
(g(X,T )∇Y ρ+ g(X,Y )∇T ρ− g(Y, T )∇Xρ)∇ρ

=
κ2

4
∇Xρ (∇Y ρ T +∇T ρ Y ) +

κ2

4

(
2∇Y ρ∇T ρ− g(Y, T ) |dρ|2g

)
X

−κ
2

4
(g(X,T )∇Y ρ+ g(X,Y )∇T ρ)∇ρ

U(X,U(Y, T ))− U(Y,U(X,T )) = −κ
2

4
(∇Xρ∇T ρ Y −∇Y ρ∇T ρ X) +

κ2

4
|dρ|2g (g(X,T )Y − g(Y, T )X)

−κ
2

4
(g(X,T )∇Y ρ− g(Y, T )∇Xρ)∇ρ.

On en déduit :

g(Z,U(X,U(Y, T ))− U(Y,U(X,T ))) = −κ
2

4
(∇Xρ∇T ρ g(Y, Z)−∇Y ρ∇T ρ g(X,Z))

+
κ2

4
|dρ|2g (g(X,T )g(Y,Z)− g(Y, T )g(X,Z))

−κ
2

4
(g(X,T )∇Y ρ− g(Y, T )∇Xρ)∇Zρ

=
κ2

4
(dρ⊗ dρ)? g(X,Y, Z, T )− κ2

8
|dρ|2g g ? g(X,Y, Z, T ).

En additionnant, on a donc :

R̂(X,Y, Z, T ) = ϕκg
(
Z, R̂(X,Y )T

)

= ϕκg (Z,R(X,Y )T +∇XU(Y, T )−∇Y U(X,T ) + U(X,U(Y, T ))− U(Y, U(X,T )))

= ϕκ
(
R+

κ2

4
(dρ⊗ dρ)? g − κ2

8
|dρ|2g g ? g − κ

2
Hess ρ? g

)
(X,Y, Z, T )
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Calculons Hess ρ :

∇X,Y ρ = ∇X∇Y ρ−∇∇XY ρ

= ∇X∇Y ϕ
ϕ

− ∇∇XY ϕ

ϕ

=
∇X∇Y ϕ−∇∇XY ϕ

ϕ
− ∇Xϕ

ϕ

∇Y ϕ
ϕ

=
∇X,Y ϕ
ϕ

− ∇Xϕ
ϕ

∇Y ϕ
ϕ

Hess ρ =
Hess ϕ
ϕ

− dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ
.

On obtient finalement :

R̂ = ϕκ

(
R+

κ2

4
(
dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ
− 1

2

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

g)? g − κ

2

(
Hess ϕ
ϕ

− dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ

)
? g

)
.

Nous allons maintenant examiner les transformations du tenseur de Ricci et du scalaire de courbure.
Pour cela, on se donne n champs de vecteurs e1, e2, . . . , en (définis a priori sur un ouvert deM) formant
en tout point p une base orthonormée de TpM . Si T est un (0,2)-tenseur, on a alors :

n∑

i=0

T ? g(X, ei, Y, ei) =
n∑

i=0

(T (X,Y )g(ei, ei) + T (ei, ei)g(X,Y )− T (X, ei)g(Y, ei)− T (Y, ei)g(X, ei))

= nT (X,Y ) + (trT )g(X,Y )− 2T (X,Y )
= (n− 2)T (X,Y ) + (trT )g(X,Y )

En appliquant cette formule au tenseur de Riemann et en remarquant que ê1 = ϕ−
κ
2 e1, . . . ên =

ϕ−
κ
2 en est en tout point une base orthonormée pour ĝ, on en déduit :

R̂ic(X,Y ) =
n∑

i=0

R̂(X, êi, Y, êi)

= ϕ−κ
n∑

i=0

R̂(X, ei, Y, ei)

=
n∑

i=0

R(X, ei, Y, ei) + (n− 2)

[
κ2

4

(
∇Xϕ
ϕ

∇Y ϕ
ϕ

− 1
2

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

g(X,Y )

)
− κ

2

(∇X,Y ϕ

ϕ
− ∇Xϕ

ϕ

∇Y ϕ
ϕ

)]

+

[(
1− n

2

) κ2

4

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

− κ

2

(
∆ϕ
ϕ

−
∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

)]
g(X,Y )

= Ric(X,Y ) + (n− 2)
[
κ2

4

(∇Xϕ
ϕ

∇Y ϕ
ϕ

)
− κ

2

(∇X,Y ϕ

ϕ
− ∇Xϕ

ϕ

∇Y ϕ
ϕ

)]

−
[
(n− 2)

κ2

4

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

+
κ

2

(
∆ϕ
ϕ

−
∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

)]
g(X,Y )

On a donc démontré la proposition suivante :

Proposition 1.1.3 (Transformation du tenseur de Ricci). Le (0,2)-tenseur de Ricci de la métrique
ĝ = ϕκg est donné par :

R̂ic = Ric+(n−2)
[
κ2

4

(
dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ

)
− κ

2

(
Hess ϕ
ϕ

− dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ

)]
−

[
(n− 2)

κ2

4

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

+
κ

2

(
∆ϕ
ϕ

−
∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

)]
g.

(1.1.4)
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En particulier, pour κ = −2, cette équation se simplifie en :

R̂ic = Ric + (n− 2)
Hess ϕ
ϕ

−
[
(n− 1)

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

− ∆ϕ
ϕ

]
g, (1.1.5)

et la partie sans trace du tenseur de Ricci de ĝ est donnée par :

˚̂Ric = R̊ic− (n− 2)
H̊ess ϕ
ϕ

. (1.1.6)

Finalement, examinons la transformation du scalaire de courbure :

Proposition 1.1.4 (Transformation du scalaire de courbure). Le scalaire de courbure de la métrique
ĝ = ϕκg est donné par :

Ŝcal = ϕ−κ
[
Scal− (n− 1)κ

∆ϕ
ϕ

+ (n− 1)κ
(

1− n− 2
4

κ

) ∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

]
. (1.1.7)

En particulier pour κ = 4
n−2 ,

−4(n− 1)
n− 2

∆ϕ+ Scal ϕ = Ŝcal ϕ
n+2
n−2 . (1.1.8)

Démonstration. Reprenons l’expression trouvée pour la contraction du produit de Kulkarni–Nomizu :

n∑

i=0

T ? g(X, ei, Y, ei) = (n− 2)T (X,Y ) + (trT )g(X,Y ).

En prenant la trace de cette équation, on obtient :

n∑

i,j=0

T ? g(ej , ei, ej , ei) = 2(n− 1) trT.

En appliquant, comme précédemment, cette formule au tenseur de Riemann, on obtient :

Ŝcal =
n∑

i,j=0

R̂(êj , êi, êj , êi)

= ϕ−2κ
n∑

i,j=0

R̂(ej , ei, ej , ei)

= ϕκ

[
Scal +

(n− 1)κ2

2

(
1− n

2

) ∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

− (n− 1)κ

(
∆ϕ
ϕ

−
∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

)]

= ϕκ

[
Scal− (n− 1)κ

∆ϕ
ϕ

+ (n− 1)κ
(

1− n− 2
4

κ

) ∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

]
.

Proposition 1.1.5 (Transformation des tenseurs de Weyl et de Schouten). Le tenseur de Weyl to-
talement covariant de la métrique ĝ = ϕκg est donné par :

Ŵ = ϕκW, (1.1.9)

i.e. le tenseur de Weyl est covariant conforme.

Le tenseur de Schouten de la métrique ĝ = ϕκg est donné par :

P̂ = P +
κ2

4

(
dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ
− 1

2

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

g

)
− κ

2

(
Hess ϕ
ϕ

− dϕ

ϕ
⊗ dϕ

ϕ

)
. (1.1.10)
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En particulier pour κ = −2 :

P̂ = P +
Hess ϕ
ϕ

− 1
2

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

g. (1.1.11)

Démonstration. La preuve est immédiate en observant la transformation du tenseur de Riemann (1.1.2)
et la décomposition du tenseur de Riemann (??).

Proposition 1.1.6 (Transformation du tenseur de Cotton-York). Le tenseur de Cotton–York de la
métrique ĝ = ϕ−2g est donné par :

Ĉ(X,Y, Z) = C(X,Y, Z) +W(X,Y, Z,
∇ϕ
ϕ

) (1.1.12)

Démonstration. Par définition du tenseur de Cotton–York,

Ĉ(X,Y, Z) = ∇̂X P̂(Y,Z)− ∇̂Y P̂(X,Z)

= ∇X P̂(Y,Z)− P̂(U(X,Y ), Z)− P̂(Y,U(X,Z))−∇Y P̂(X,Z) + P̂(U(Y,X), Z) + P̂(X,U(Y, Z))

=
(
∇X P̂(Y,Z)−∇Y P̂(X,Z)

)
+

(
P̂(X,U(Y,Z))− P̂(Y, U(X,Z))

)
,

où on a utilisé la symétrie du tenseur U : U(X,Y ) = U(Y,X). Remarquons que chacun des deux termes
entre parenthèse est antisymétrique enX et Y . Calculons-les séparément. En utilisant la transformation
conforme du tenseur de Schouten (1.1.11), on a :

∇X P̂(Y, Z) = ∇XP(Y,Z) +
∇X,Y,Zϕ

ϕ
− ∇Xϕ

ϕ

∇Y,Zϕ
ϕ

− 1
2
∇X

[
g

(∇ϕ
ϕ
,
∇ϕ
ϕ

)]

= ∇XP(Y,Z) +
∇X,Y,Zϕ

ϕ
− ∇Xϕ

ϕ

∇Y,Zϕ
ϕ

− g

(∇X∇ϕ
ϕ

− ∇Xϕ
ϕ

∇ϕ
ϕ
,
∇ϕ
ϕ

)
g(Y, Z)

= ∇XP(Y,Z) +
∇X,Y,Zϕ

ϕ
− ∇Xϕ

ϕ

∇Y,Zϕ
ϕ

−
∇X,∇ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
g(Y,Z) +

∇Xϕ
ϕ

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

g(Y, Z).

En antisymétrisant par rapport à X et Y , on obtient donc :

∇X P̂(Y, Z)−∇Y P̂(X,Z) = C(X,Y, Z)− dϕ

ϕ
(R(X,Y )Z)−

(∇Xϕ
ϕ

∇Y,Zϕ
ϕ

− ∇Y ϕ
ϕ

∇X,Zϕ
ϕ

)

−
(∇X,∇ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
g(Y, Z)−

∇Y,∇ϕ
ϕ
ϕ

ϕ
g(X,Z)

)

+
∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

(∇Xϕ
ϕ

g(Y, Z)− ∇Y ϕ
ϕ

g(X,Z)
)
.

Calculons maintenant le second terme :

P̂(X,U(Y, Z)) = −P̂(X,Y )
∇Zϕ
ϕ

− P̂(X,Z)
∇Y ϕ
ϕ

+ g(Y, Z)P̂(X,
∇ϕ
ϕ

)

= −P(X,Y )
∇Zϕ
ϕ

− P(X,Z)
∇Y ϕ
ϕ

+ g(Y, Z)P(X,
∇ϕ
ϕ

)

−∇X,Y ϕ
ϕ

∇Zϕ
ϕ

− ∇X,Zϕ
ϕ

∇Y ϕ
ϕ

+ g(Y, Z)
∇X,∇ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

+
1
2

∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

(
g(X,Y )

∇Xϕ
ϕ

+ g(X,Z)
∇Y ϕ
ϕ

− g(Y,Z)
∇Xϕ
ϕ

)
.
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Comme précédemment, en antisymétrisant par rapport à X et Y , on a :

P̂(X,U(Y, Z))− P̂(Y, U(X,Z)) = P(Y,Z)
∇Xϕ
ϕ

− P(X,Z)
∇Y ϕ
ϕ

+ g(Y, Z)P(X,
∇ϕ
ϕ

)− g(X,Z)P(Y,
∇ϕ
ϕ

)

+
∇Y,Zϕ
ϕ

∇Xϕ
ϕ

− ∇X,Zϕ
ϕ

∇Y ϕ
ϕ

+ g(Y, Z)
∇X,∇ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
− g(X,Z)

∇Y,∇ϕ
ϕ
ϕ

ϕ

+
∣∣∣∣
dϕ

ϕ

∣∣∣∣
2

g

(
g(X,Z)

∇Y ϕ
ϕ

− g(Y,Z)
∇Xϕ
ϕ

)
.

Finalement, en additionnant les deux expressions trouvées, la formule pour Ĉ(X,Y, Z) se simplifie
en :

Ĉ(X,Y, Z) = C(X,Y, Z)− dϕ

ϕ
(R(X,Y )Z)

+P(Y, Z)
∇Xϕ
ϕ

−P(X,Z)
∇Y ϕ
ϕ

+ g(Y, Z)P(X,
∇ϕ
ϕ

)− g(X,Z)P(Y,
∇ϕ
ϕ

)

= C(X,Y, Z)−R
(
X,Y,

∇ϕ
ϕ
,Z

)

+P(Y, Z)g
(
X,

∇ϕ
ϕ

)
− P(X,Z)g

(
Y,
∇ϕ
ϕ

)
+ g(Y, Z)P(X,

∇ϕ
ϕ

)− g(X,Z)P(Y,
∇ϕ
ϕ

)

= C(X,Y, Z)−R
(
X,Y,

∇ϕ
ϕ
,Z

)
+ P ? g

(
X,Y,

∇ϕ
ϕ
,Z

)

= C(X,Y, Z)−W
(
X,Y,

∇ϕ
ϕ
,Z

)
.

1.1.2 Transformation de la seconde forme fondamentale d’une hypersurface

Soit Σ une hypersurface de M . Choisissons sur Σ un vecteur unitaire orthonormal à Σ. Rappelons
que la seconde forme fondamentale de Σ est donnée par :

S(X,Y ) = g(X,∇YN),

où X et Y sont deux vecteurs tangents à Σ.

Proposition 1.1.7 (Transformation de la seconde forme fondamentale). La seconde forme fondamen-
tale de Σ pour la métrique ĝ = ϕκg est donné par :

Ŝ = ϕ
κ
2

(
S +

κ

2
∇Nϕ
ϕ

gΣ

)
. (1.1.13)

La courbure moyenne Ĥ de Σ pour la métrique ĝ est donnée par :

Ĥ = ϕ−
κ
2

(
H + (n− 1)

κ

2
∇Nϕ
ϕ

)
. (1.1.14)

Remarque : A un facteur multiplicatif près, la partie sans trace de la seconde forme fondamentale
est inchangée.

Démonstration. La seconde forme fondamentale de Σ pour la métrique ĝ est donnée par :

Ŝ(X,Y ) = ĝ(X, ∇̂Y N̂),
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où N̂ est un vecteur unitaire orthogonal à Σ pour la métrique ĝ. On a facilement que le vecteur
N̂ = ϕ−

κ
2N satisfait à ces hypothèses. La seconde forme fondamentale est alors donnée par :

Ŝ(X,Y ) = ĝ(X, ∇̂Y N̂)

= ϕκg
(
X, ∇̂Y (ϕ−

κ
2N)

)

= ϕ
κ
2 g

(
X, ∇̂YN − κ

2
∇̂Y ϕ
ϕ

N

)

= ϕ
κ
2 g (X,∇YN + U(Y,N)) (Car N est orthogonal à X)

= ϕ
κ
2

(
S(X,Y ) +

κ

2
∇Nϕ
ϕ

g(X,Y )
)
.

Transformation de la hessienne d’une fonction

Soit f : M → R une fonction C2.

Proposition 1.1.8 (Transformation de la hessienne d’une fonction).

∇̂X,Y f = ∇X,Y f − κ

2

(∇Xϕ
ϕ

∇Y f +
∇Y ϕ
ϕ

∇Xf − g(X,Y )g(
∇ϕ
ϕ
,∇f)

)
(1.1.15)

∆̂f = ϕ−κ
[
∆f +

κ

2
(n− 2)g

(∇ϕ
ϕ
,∇f

)]
. (1.1.16)

Démonstration.

∇̂X,Y f = ∇̂X∇̂Y f − ∇̂b∇XY
f

= ∇X∇Y f −∇∇XY f −∇U(X,Y )f

= ∇X,Y f − κ

2

(∇Xϕ
ϕ

∇Y f +
∇Y ϕ
ϕ

∇Xf − g(X,Y )g(∇ϕ,∇f)
)

Le laplacien de f est alors donné par :

∆̂f = trbg Ĥessf

=
∑

i

∇̂bei,bei
f

= ϕ−κ
∑

i

∇ei,eif −
κ

2

(∇eiϕ

ϕ
∇eif +

∇eiϕ

ϕ
∇eif − g(ei, ei)g(∇ϕ,∇f)

)

= ϕ−κ
(
∆f − κ

2
(2− n)g(∇ϕ,∇f)

)

Le problème de Yamabe

Variétés localement conformément plates

Définition 1.1.9. Soit (Mn, g) une variété riemannienne. (Mn, g) est dite localement conformément
plate si pour tout point p de M , il existe une carte locale M ⊃ U → Rn et une fonction ϕ : U → R∗+
telle que, dans cette carte, ϕ2g = δ la métrique euclidienne.

On voit facilement que les tenseurs de Weyl et de Cotton–York d’une telle variété sont nuls. Il s’avère
que, réciproquement, l’annulation de ces deux tenseurs caractérise les variétés localement conformément
plates. Comme nous serons intéressés par ce théorème avec peu de régularité (métrique W 2,p), nous
en donnons les preuves (Dire que Bianchi 2 valable au sens des distributions).
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Lemme 1.1.10 (Divergence du tenseur de Weyl). Si g est une métriqueW 2,p, on a la formule suivante
au sens des distributions :

∇µWµνρσ = (n− 3)Cρσν (1.1.17)

Démonstration. En contractant la seconde identité de Bianchi (??), on obtient :

∇µRµνρσ +∇ρR µ
µνσ +∇σR µ

µν ρ = 0
∇µRµνρσ −∇ρRicνσ +∇σRicνρ = 0.

Décomposons maintenant R en P ? g +W :

Rµνρσ = Pµρgνσ + Pνσgµρ − Pµσgνρ −Pνρgµσ +Wµνρσ

∇ρRicνσ −∇σRicνρ = ∇µWµνρσ +∇µPµρgνσ +∇µPνσgµρ −∇µPµσgνρ −∇µPνρgµσ
= ∇µWµνρσ +∇ρPνσ −∇σPνρ +

1
2(n− 1)

(∇ρScal gνσ −∇σScal gνρ) ,

où on a utilisé ∇µPµν = 1
2(n−1)∇νScal. Cette formule est une conséquence directe de la définition du

tenseur de Schouten (??) et de la nullité de la divergence du tenseur d’Einstein (??). Finalement on
obtient :

∇µWµνρσ = ∇ρ
(
Ricνσ − 1

2(n− 1)
Scal gνσ

)
−∇σ

(
Ricνρ − 1

2(n− 1)
Scal gνρ

)
−∇ρPνσ +∇σPνρ

= (n− 2)Cρσν − Cρσν
= (n− 3)Cρσν .

Théorème 1.1.11 (Weyl–Schouten). Soit (Mn, g) une variété riemannienne. Alors :
– si n = 3, M est localement conformément plate si et seulement si le tenseur de Cotton-York est
nul

– si n > 3, M est localement conformément plate si et seulement si le tenseur de Weyl est nul.

Démonstration. Le lemme précédent montre que si n > 3 et que le tenseur de Weyl est nul, alors le
tenseur de Cotton–York de (M, g) s’annule.

Corollaire 1.1.12. (M, g) admet une structure de variété C∞ et il existe dans la classe conforme de
g, une métrique lisse.

Théorème 1.1.13 (Kuiper). Soit (M, g) une variété simplement connexe localement conformément
plate. Il existe une immersion conforme M → Sn. En particulier, si M est compacte, cette application
est un difféomorphisme conforme.

La preuve que nous donnons ici suit celle de R. Howard ******.

Démonstration.

********* Classification des variétés localement conformément plates de Schoen et Yau **********

1.1.3 Variation au premier ordre des tenseurs
Soit g : U → Γ(Sym T ∗2M) une famille lisse à un paramètre de métriques (où U désigne un ouvert

de R contenant 0). Posons h = ∂gt

∂t (t = 0). On souhaite calculer la variation au premier ordre des
quantités naturellement associées à gt. Les calculs étant plus simples en coordonnées, c’est avec cette
notation que nous travaillerons systématiquement.

Lemme 1.1.14.
∂gµν

∂t
= −gµρgνσhρσ (1.1.18)
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Démonstration. En effet, gµσgσρ = δµρ. Donc :

0 =
∂δµσ
∂t

=
∂gµρ

∂t
gρσ + gµρ

∂gρσ
∂t

.

En contractant avec gρν :

∂gµν

∂t
=
∂gµσ

∂t
gρσg

σν = −gµρgνσ ∂gρσ
∂t

Lemme 1.1.15.
∂Γρµν
∂t

=
1
2
gρσ (∇µgσν +∇νgµσ −∇σgµν) (1.1.19)

Démonstration. Les deux membres étant des tenseurs, on peut se placer en coordonnées normales en
un point x et donc supposer que les coefficients de Christoffel Γρµν(x) sont nuls à la date t = 0, donc
en particulier, les dérivées (premières) covariantes coïncident avec les dérivées standards. On a alors :

∂Γρµν
∂t

(x) =
1
2
∂gρσ

∂t
(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν) +

1
2
gρσ (∂µhσν + ∂νhµσ − ∂σhµν)

=
1
2
gρσ (∇µhσν +∇νhµσ −∇σhµν) .

En effet, le premier terme est nul car :

1
2
∂gρσ

∂t
(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν) = −gραhαβgβσ 1

2
(∂µgσν + ∂νgµσ − ∂σgµν) = −gραhαβΓβµν .

Proposition 1.1.16 (Variation des tenseurs de courbure).

∂Rσ
ρµν

∂t
=

1
2
gσα

(
∇µ∇ρhνα +∇ν∇αhµρ −∇µ∇αhνρ −∇ν∇ρhµα −Rβ

ρµνhαβ −Rβ
αµνhρβ

)
(1.1.20)

∂Ricρν
∂t

=
1
2
gαβ (∇β∇ρhαν +∇β∇νhρα −∇β∇αhρν −∇ν∇ρhαβ) (1.1.21)

= −1
2

(∆Lhρν +∇ν,ρ(trh)−∇ρ(div h)ν −∇ν(div h)ρ) (1.1.22)

∂Scal
∂t

= −∆trh+∇µ∇νhµν −Ricµνhρν . (1.1.23)

Démonstration. Comme pour le lemme précédent, on peut se placer en coordonnées normales en un
point x. On a alors ∂ΓΓ

∂t = 0 et :

∂Rσ
ρµν

∂t
(x) = ∂µ

∂Γσρν
∂t

− ∂ν
∂Γσρµ
∂t

= ∇µ
∂Γσρν
∂t

−∇ν
∂Γσρµ
∂t

=
1
2
gσα (∇µ∇ρhαν +∇µ∇νhρα −∇µ∇αhρν −∇ν∇ρhµα −∇ν∇µhρα +∇ν∇αhµρ)

=
1
2
gσα

(
∇µ∇ρhνα +∇ν∇αhµρ −∇µ∇αhνρ −∇ν∇ρhµα −Rβ

ρµνhαβ −Rβ
αµνhρβ

)
,

ce qui prouve la formule (1.1.20).
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En prenant la trace sur les variables µ et σ de l’avant dernière équation, on a :

∂Ricρν
∂t

=
1
2
gσα (∇σ∇ρhαν +∇σ∇νhρα −∇σ∇αhρν −∇ν∇ρhσα −∇ν∇σhρα +∇ν∇αhσρ)

=
1
2
gαβ (∇β∇ρhαν +∇β∇νhρα −∇β∇αhρν −∇ν∇ρhαβ) (équation (1.1.21))

= −1
2

(∆hρν +∇ν,ρ(trh)) +
1
2
gαβ (∇β∇ρhαν +∇β∇νhρα)

= −1
2

(∆hρν +∇ν,ρ(trh)−∇ρ(div h)ν −∇ν(div h)ρ)

−1
2
gαβ

(Rσ
αβρhσν +Rσ

νβρhασ +Rσ
ρβνhσα +Rσ

αβνhρσ
)

= −1
2

(∆hρν +∇ν,ρ(trh)−∇ρ(div h)ν −∇ν(div h)ρ)

+
1
2

(
Ricσρhσν +Ricσνhρσ − 2Rα β

ν ρhαβ

)

= −1
2

(∆Lhρν +∇ν,ρ(trh)−∇ρ(div h)ν −∇ν(div h)ρ) (équation (1.1.22)).

Montrons finalement l’équation (1.1.23) :

∂Scal
∂t

=
∂gνρRicνρ

∂t

= gνρ
∂Ricνρ
∂t

−Ricνρgναgρβhαβ (en utilisant (1.1.19))

= −∆trh+∇µ∇νhµν −Ricµνhρν .

Corollaire 1.1.17 (Variation des tenseurs de Weyl et de Schouten).

Démonstration.

Proposition 1.1.18 (Variation du volume).

∂

∂t
dµg =

trh
2
dµg (1.1.24)

Démonstration. La forme de volume est donnée par :

dµg =
√

det(g) dµeucl,

où g = (gµν) est la matrice de g en coordonnées. On a donc :

∂

∂t
dµq =

1
2
√

det(g)
∂

∂t
det(g) dµeucl.

Or ∂
∂t det(g) = det(g) tr g−1h donc :

∂

∂t
dµq =

gµνhµν
2

√
det(g) dµeucl.

Corollaire 1.1.19 (Variation de l’action d’Einstein-Hilbert).

∂

∂t

∫

M

Scal dµg =
∫

M

(
Ricµν − Scal

2
gµν

)
hµνdµg (1.1.25)
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1.1.4 Variétés d’Einstein
Dans tout ce paragraphe, (Mn, g) désigne une variété riemannienne de dimension n.

Définition 1.1.20 (Variété d’Einstein). On dit que (Mn, g) est une variété d’Einstein s’il existe
une constante Λ telle que :

Ricg = Λg. (1.1.26)

Par analogie avec la physique, nous appelerons Λ la constante cosmologique de M . On posera
λ = Λ

n−1 de sorte que si (M, g) est une variété à courbure constante sec = λ, Ric = Λg.

En dimension n ≥ 3, cette propriété est équivalente à

R̊icg = 0.

C’est une conséquence directe de l’équation (??) (divergence du tenseur d’Einstein). En effet, si R̊icg =
0, il existe une fonction f telle que Ricg = f g. On a donc Scal = nf et

0 = ∇i
(
Ricij − Scal

2
gij

)
(équation (??))

= ∇i ((2− n)f gij)
= (2− n)∇if,

ce qui prouve que, si n 6= 2, f est une fonction constante. La réciproque est triviale.

Pour une variété d’Einstein, l’expression du tenseur de Riemann (0.2.1) se simplifie donc en :

R =
Scal

2n(n− 1)
g ? g +W =

λ

2
g ? g +W. (1.1.27)

Remarquons que, dans la formule (??) du laplacien du tenseur de Riemann, les dérivées covariantes
du tenseur de Ricci disparaissent. Comme toute l’information sur la courbure est alors contenue dans
le tenseur de Weyl, on obtient alors la proposition suivante :

Proposition 1.1.21 (laplacien du tenseur de Weyl sur une variété d’Einstein). Si (Mn, g) est une
variété d’Einstein,

Ric = (n− 1)λg,

le laplacien du tenseur de Weyl est donné par :

∆Wαβγδ = 2(n− 1)λWαβγδ − 2
(
B̃αβγδ − B̃αβδγ + B̃αγβδ − B̃αδβγ

)
, (1.1.28)

où B̃ est donné par :
B̃αβγδ = Wµ ν

α βWµγνδ.

Démonstration. La preuve est un calcul direct. Calculons tout d’abord le tenseur B :

Bαβγδ = Ri ν
α βRµγνδ

=
[
λ

(
gµνgαβ − gµβg

ν
α

)
+Wµ ν

α β

]
Rµγνδ

= λ gαβRicγδ − λRβγαδ +Wµ ν
α βRµγνδ

= (n− 1)λ2gαβgγδ − λ2 (gαβgγδ − gαγgβδ)− λWβγαδ +Wµ ν
α β [λ (gµνgγδ − gµδgγν) +Wµγνδ]

= λ2gαγgβδ − 2λWβγαδ +Wµ ν
α βWµγνδ

= λ2gαγgβδ − 2λWβγαδ + B̃µγνδ.
On a alors :

∆Rαβγδ = RickαRkβγδ −RickβRkαγδ − 2 (Bαβγδ − Bαβδγ + Bαγβδ − Bαδβγ)
= 2(n− 1)λRαβγδ − 2λ2 (gαγgβδ − gαδgβγ + gαβgγδ − gαβgγδ)

−4λ (Wβγαδ −Wβδαγ +Wγβαδ −Wδβαγ)− 2
(
B̃αβγδ − B̃αβδγ + B̃αγβδ − B̃αδβγ

)

= 2(n− 1)λWαβγδ − 2
(
B̃αβγδ − B̃αβδγ + B̃αγβδ − B̃αδβγ

)
.
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D’où le résultat en remarquant que, par compatibilité de la métrique avec la connexion,

∆R = ∆
(
λ

2
g ? g +W

)
= ∆W.

Proposition 1.1.22 (laplacien de la partie sans trace de la hessienne d’une fonction sur une variété
d’Einstein). Soit f : M → R une fonction lisse. Si (Mn, g) est une variété d’Einstein,

Ric = (n− 1)λg,

le laplacien de la hessienne de f est donné par :

∆∇α,βf = ∇α,β∆f − 2(n+ 1)∇α,βf + 2Wµ ν
α β∇µ,νf + 2∆f gαβ , (1.1.29)

donc le laplacien de la partie sans trace de la hessienne est donné par :

∆∇̊α,βf = ∇̊α,β∆f − 2(n+ 1)∇α,βf + 2Wµ ν
α β∇µ,νf + 2∆f gαβ . (1.1.30)

Comme nous l’avons remarqué dans la section *****, le tenseur de Ricci s’interprète comme une
sorte de laplacien de la métrique en coordonnées harmoniques. En utilisant des techniques de régularité
elliptique, on obtient alors le théorème suivant [DK81] :

Théorème 1.1.23. Les variété Einstein sont analytiques dans les cartes harmoniques. (Voir formu-
lation précise)

Nous allons maintenant nous intéresser aux conséquences des équations d’Einstein sur la seconde
forme fondamentale d’une hypersurface. Reprenant les notations de la partie ??, on a :

Proposition 1.1.24 (Equations des hypersurfaces : le cas Einstein).
– Evolution de la courbure moyenne :

∂rH +
H2

n− 1
+

∣∣∣S̊
∣∣∣
2

g
= −(n− 1)λ, (1.1.31)

– Composantes normales du tenseur de Riemann :

R0i0j = (n− 1)λgij −RicΣ
ij +HSij − SikS

k
j (1.1.32)

– Evolution de l’opérateur de forme :

∂rS
i
j = −(n− 1)λδij −HSij +RicΣ i

j , (1.1.33)

– Contrainte Hamiltonienne :

ScalΣ + SijSij −H2 = (n− 2)(n− 1)λ, (1.1.34)

– Contrainte moment :
∇Σ
i S

i
j −∇Σ

j H = 0. (1.1.35)

Démonstration. L’équation (1.1.31) est obtenue en prenant la trace de l’équation (0.2.2). L’équation
(1.1.33) est obtenue en remplaçant dans l’équation de Riccati (0.2.2), Ri

0j0 par son expression (0.2.5).
En prenant la trace sur i et k de l’équation de Codazzi–Mainardi (0.2.4), on obtient la contrainte
moment (1.1.35). Finalement on a, en prenant la trace de l’équation d’évolution de l’opérateur de
forme (1.1.33) et l’équation d’évolution de la courbure moyenne (1.1.31) :




∂rH = −(n− 1)2λ−H2 + ScalΣ

∂rH = −(n− 1)−
∣∣∣S̊

∣∣∣
2

g
λ.

La contrainte Hamiltonienne est obtenue en prenant la différence de ces deux équations.
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Ces équations permettent d’obtenir des équations aux dérivées partielles elliptiques pour la seconde
forme fondamentale :

Proposition 1.1.25 (laplacien tangentiel de la seconde forme fondamentale).

∆ΣSkl −∇Σ
k,lH + 2RΣi j

k lSij = RicΣ p
kSpl +HRk0l0 − SikRi0l0 − SkiS

i
jS

j
l + SijSijSkl + gij∇iWjkl0

= RicΣ p
kSpl + SpkRicΣ

pl −HRicΣ
kl + SijSijSkl + gij∇iWjkl0

+H
(
(n− 1)λgkl +HSkl − 2SkiSil

)− (n− 1)λSkl.
(1.1.36)

Démonstration. Prenons la dérivée covariante de l’équation de Codazzi-Mainardi (0.2.4) :

∇Σ
i Rjkl0 = ∇Σ

i

(∇Σ
j Skl −∇Σ

k Sjl
)
,

puis contractons les deux premiers indices :

gij∇Σ
i Rjkl0 = ∆ΣSkl − gij∇Σ

i ∇Σ
k Sjl.

Commutons ensuite les deux dérivées qui apparaissent dans le second terme :

gij∇Σ
i Rjkl0 = ∆ΣSkl −∇Σ

k

(
gij∇Σ

i Sjl
)

+ gij
(
RΣp

jikSpl +RΣp

likSjp

)

= ∆ΣSkl −∇Σ
k,lH −RicΣ p

kSpl +RΣi j

k lSij .

Exprimons le membre de gauche en utilisant la connexion de Levi-Civita de (M, g) :

gij∇Σ
i Rjkl0 = gij

(
∂iRjkl0 − ΓpijRpkl0 − ΓpikRjpl0 − ΓpilRjkp0

)

= gij
(∇iRjkl0 + Γ0

ijR0kl0 + Γ0
ikRj0l0 + Γ0

ilRjk00 + Γµi0Rjklµ

)

= gij
(∇iRjkl0 − SijR0kl0 − SikRj0l0 + SpiRjklp

)

= gij∇iRjkl0 +HRk0l0 − SikRi0l0 −Ri j
k lSij

= gij∇iRjkl0 +HRk0l0 − SikRi0l0 −
(
RΣi j

k l − SijSkl + SilS
j
k

)
Sij

= gij∇iRjkl0 +HRk0l0 − SikRi0l0 −RΣi j

k lSij − SkiS
i
jS

j
l + SijSijSkl.

D’où :

∆ΣSkl −∇Σ
k,lH + 2RΣi j

k lSij = RicΣ p
kSpl +HRk0l0 − SikRi0l0 − SkiS

i
jS

j
l + SijSijSkl + gij∇iWjkl0

= RicΣ p
kSpl − SkiS

i
jS

j
l + SijSijSkl + gij∇iWjkl0

+H
(
(n− 1)λgkl −RicΣ

kl +HSkl − SkiS
i
l

)

−Sik
(
(n− 1)λgil −RicΣ

il +HSil − SijS
j
l

)

= RicΣ p
kSpl + SpkRicΣ

pl −HRicΣ
kl + SijSijSkl + gij∇iWjkl0

+H
(
(n− 1)λgkl +HSkl − 2SkiSil

)− (n− 1)λSkl.

Proposition 1.1.26 (Equation de Biquard).

∂2
rS

i
j +∂rHS

i
j +H∂rS

i
j = gik

(
∇Σ
k,jH −∆ΣSjk − 2RΣp q

j kSpq

)
+RicΣ i

kS
k
j−SikRicΣ k

j . (1.1.37)

Démonstration. Dérivons par rapport à r l’équation (1.1.33) :

∂2
rS

i
j = −∂rHSij −H∂rS

i
j + ∂rRicΣ i

j .

Comme Ricij = gikRickj et ∂rgij = 2Sij (formule (0.2.6)), on a :

∂2
rS

i
j + ∂rHS

i
j +H∂rS

i
j = −2gipgkqSpqRicΣ

kj + gik∂rRicΣ
kj

= −2SikRicΣ k
j + gik∂rRicΣ

kj .
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En appliquant la formule de variation au premier ordre du tenseur de Ricci (1.1.21) à la métrique
tangentielle, on obtient :

∂rRicΣ
kj = gpq

(∇Σ
q ∇Σ

k Spj +∇Σ
q ∇Σ

j Skp −∇Σ
q ∇Σ

p Skj −∇Σ
j ∇Σ

k Spq
)

= gpq
(
∇Σ
k∇Σ

q Spj +∇Σ
j ∇Σ

q Skp −∇Σ
q ∇Σ

p Skj −∇Σ
j ∇Σ

k Spq −RΣl

pqkSlj −RΣl

jqkSpl −RΣl

kqjSlp −RΣl

pqjSkl

)

= ∇Σ
k,jH −∆ΣSjk + SjlRicΣ l

k +RicΣ l
jSlk − 2RΣp q

j kSpq,

où pour passer de la deuxième ligne à la troisième, on a utilisé la contrainte moment (1.1.35). Finale-
ment,

∂2
rS

i
j + ∂rHS

i
j +H∂rS

i
j = gik

(
∇Σ
k,jH −∆ΣSjk − 2RΣp q

j kSpq

)
+RicΣ i

kS
k
j − SikRicΣ k

j .

1.2 Variétés asymptotiquement hyperboliques
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Chapitre 2

Compactification des variétés
asymptotiquement localement
hyperboliques

Ce chapitre, en anglais, correspond à l’article Conformal compactification of asymptotically locally
hyperbolic metrics ([BG08], soumis) coécrit avec Eric Bahuaud. Dans cet article, nous étudions dans
quelle mesure les variétés asymptotiquement hyperboliques peuvent être caractérisées intrinsèquement.
Prolongeant un travail antérieur d’E. Bahuaud [Bah08], nous montrons comment le comportement
asymptotique de la courbure et de ses dérivées covariantes influence la régularité de la métrique com-
pactifiée. Dans le cas Einstein, nous montrons que le comportement asymptotique de la courbure
contrôle celui de ses dérivées covariantes. Remarquons que, comme tout bon Anglais, ce chapitre (à
l’exception de l’appendice) roule à gauche : les conventions pour la courbure sont opposées à celles
adoptées dans cette thèse. Dans l’appendice (non publié, section 2.1) nous énonçons une conjecture
sur le comportement à l’infini de la courbure sectionnelle des variétés asymptotiquement localement
hyperboliques d’Einstein. Cette conjecture a motivé les résultats qui apparaissent dans l’article. Nous
avons également démontré d’autres résultats partiels en vue de prouver la conjecture. Nous les avons
collectés, avec quelques pistes de preuve de la conjecture et quelques remarques sur la définition d’une
partie essentielle (donnée en page ??), dans l’appendice de ce chapitre (section 2.1).

Sommaire
2.1 Appendice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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2.1 Appendice
Dans tout cet appendice, nous supposerons que la variété M est de dimension n+ 1.



Chapitre 3

Prescription de la courbure scalaire
sur une variété asymptotiquement
hyperbolique
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Chapitre 4

Equations de contrainte en relativité
générale

Dans ce chapitre, nous étudions quelques problèmes liés aux équations de contrainte en relativité
générale. Les sections 4.2.2 et 4.2.3 sont tiées de l’article De l’équation de prescription de courbure
scalaire aux équations de contrainte en relativité générale sur une variété asymptotiquement hyper-
bolique ([Gic08], soumis). La section 4.3 est la version française de l’article Linearization stability of
the Einstein constraint equations on an asymptotically hyperbolic manifold ([Gic], en préparation).

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.2 La méthode conforme de Choquet-Bruhat–Lichnerowicz–York . . . . . 21

4.2.1 Présentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.2.2 Etude du laplacien vectoriel et construction de TT-tenseurs . . . . . . . . . 22
4.2.3 Solutions CMC avec des horizons apparents . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.3 Stabilité par linéarisation des équations d’Einstein . . . . . . . . . . . . 22

4.1 Introduction

4.2 La méthode conforme de Choquet-Bruhat–Lichnerowicz–
York

Dans toute cette section, nous ne considèrerons que les équations de contrainte du vide :

ρ = 0, Ji = 0.

La méthode conforme a été la première méthode de construction de solutions des équations de
contrainte et reste, à l’heure actuelle, l’une des plus employées. Dans le cas où la courbure moyenne
trgK est constante, cette méthode ramène la construction de solutions à l’étude de deux équations aux
dérivées partielles elliptiques, liant une fonction ϕ > 0 et une 1-forme ψ, essentiellement non couplées
(l’une deux deux équations ne dépendant que de ψ). Elle a été en particulier utilisée pour construire
des solutions des équations de contrainte à courbure moyenne constante sur des variétés compactes
[CBY80] [Ise95], asymptotiquement euclidiennes [Can79] [CB81] et asymptotiquement hyperboliques
[AC96]. Elle a également été utilisée dans [Dai04, Dai05], [Max05] et [Gic08] (que nous reproduisons
ici) pour construire des solutions contenant des horizons apparents (pour la définition voir section
??). La construction de solutions à courbure moyenne non constante est plus difficile. Cette question
est cependant importante car il existe des espaces-temps ne contenant aucune surface de Cauchy à
courbure moyenne constante (voir en particulier [Bar88]). De nombreux travaux ont été réalisés dans
le cas d’une courbure moyenne quasi-constante pour une surface de Cauchy compacte [CBIM92] [IM96]
[ACI08] [HNT08], asymptotiquement euclidienne [CBIY00] et asymptotiquement hyperbolique [IP97].
Récemment, une méthode de point fixe a été mise au point dans [HNT08, HNT07] et [Max08] pour
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résoudre les équations de la méthode conforme dans le cas d’une courbure moyenne prescrite (non
constante).

4.2.1 Présentation

4.2.2 Etude du laplacien vectoriel et construction de TT-tenseurs

4.2.3 Solutions CMC avec des horizons apparents

4.3 Stabilité par linéarisation des équations d’Einstein



Chapitre 5

Projets à l’issue de la thèse
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Étude de quelques problèmes d’analyse et de géometrie sur les variétés
asymptotiquement hyperboliques

Résumé : Cette thèse est divisée en deux parties.
Dans une première partie, nous étudions la compactification des variétés asymptotiquement locale-

ment hyperboliques, c’est-à-dire des variétés riemanniennes non-compactes dont la courbure section-
nelle tend vers −1 à l’infini. Nous montrons comment le comportement asymptotique de la courbure
et de ses dérivées covariantes influence la régularité de la métrique compactifiée. Dans le cas Einstein,
nous montrons que le comportement asymptotique de la courbure contrôle celui de ses dérivées covari-
antes, nous énonçons une conjecture sur le comportement à l’infini de la courbure sectionnelle et nous
donnons quelques pistes de démonstration.

La seconde partie traite des équations de contrainte en relativité générale sur les variétés asymp-
totiquement hyperboliques. Tout d’abord, nous construisons des solutions de ces équations contenant
des horizons apparents à l’aide de la méthode conforme, puis nous étudions le problème de leur sta-
bilité par linéarisation. Nous démontrons en particulier que les données initiales correspondant aux
espaces-temps vides sont stables par linéarisation dans un certain intervalle de poids. Pour des poids
plus grands, nous montrons que ces équations deviennent instables.

Mots-Clés : Géométrie riemannienne, Variété conformément compacte, Variétés asymptotiquement
hyperboliques et asymptotiquement localement hyperboliques, Equations aux dérivées partielles ellip-
tiques, Courbure scalaire conforme, Equations de contrainte, Equation de Lichnerowicz, TT-tenseurs,
Horizons apparents, Stabilité par linéarisation.

Study of some geometric and analytic problems on an asymptotically
hyperbolic manifold

Summary : This thesis is divided in two parts.
In the first part, we study the compactification of asymptotically locally hyperbolic manifolds,

that is to say non-compact Riemannian manifolds whose sectional curvature tends to −1 at infinity.
We show how the asymptotic behavior of the curvature and of its covariant derivatives influences the
regularity of the compactified metric. In the Einstein case, we prove that the estimate on the sectional
curvature implies the control of all covariant derivatives of the Riemann tensor, we give a conjecture
on the behavior at infinity of the sectional curvature and give some demo tracks.

The second part deals with the constraint equations in general relativity on an asymptotically
hyperbolic manifold. First, we give a construction of solutions to these equations containing apparent
horizons using the conformal method. Then we study the problem of their linearization-stability. We
show in particular that initial data corresponding to empty space-times are linearization-stable in a
certain range of weight. For larger weights, we show that these equations become unstable.

Keywords : Riemannian geometry, Conformally compact metric, Asymptotically hyperbolic and
asymptotically locally hyperbolic metric, Elliptic partial differential equations, Conformal scalar cur-
vature, Constraint equations, Lichnerowicz equation, TT-tensors, Apparent horizons, Linearization
stability.
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