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TD Master 2 — Processus aléatoires

Série 3 — Vitesse de convergence, chaines de Markov a espace continu
Exercice 1

Pour z € N, on dénote par
|z] = max{y e N:y <z}

la partie entiere de x.
Soit p € [0,1]. On considere la chaine de Markov sur N = {0,1,2,...} de probabilités
de transition

P siy=x+1,
Py =4 1—p siy=|x/2],
0 sinon .

ax

Pour a € R, on pose V(z) =e

1. Pour quelles valeurs de « la fonction V' est-elle une fonction de Lyapounov 7 On dira
que ces valeurs de « sont admissibles.

2. Calculer (ZV)(x), ou .Z est le générateur de la chaine de Markov. On distinguera les
cas x pair et x impair.

3. Pour quels p la chalne est-elle & croissance sous-exponentielle 7

4. Déterminer une fonction f,(«) telle que

(ZLV)(x) < =fpla)V(x)

pour tout z € N* = {1,2,... }.

5. Etudier la fonction o — fp(c) pour les valeurs de v admissibles : comportement aux
bords du domaine, croissance/décroissance, convexité.

6. Pour quelles valeurs de p existe-t-il un o admissible tel que fp(a) >0 7

7. Pour quelles valeurs de p peut-on affirmer 'existence d’une unique mesure invariante
7 telle que la loi de X, converge exponentiellement vite vers 7w 7

Exercice 2

On considere la chaine de Markov sur R donnée par
Xpy1=aX, + Y,

avec a € [0, 00], les Y,, étant indépendantes, identiquement distribuées, de loi uniforme sur
[0, d] pour un 6 > 0.

Donner les probabilités de transition p(x,y) de la chaine.

Soit la fonction de Lyapounov V(z) = x2. Calculer (£V)(z).

Pour quelles valeurs de a la chaine est-elle & croissance sous-exponentielle 7

A Daide de la formule de Dynkin, calculer la variance de X,, lorsque a = 1.

Pour quelles valeurs de a la chaine satisfait-elle une condition de dérive géométrique 7
Quels en sont les parametres 7

6. Lorsque la condition de dérive géométrique est satisfaite, trouver a €]0, 1] et une
mesure v tels que la condition de minoration soit satisfaite. Que peut-on en déduire ?
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Exercice 3

On considere la chaine de Markov sur R donnée par
X1 =aX, + Yo

avec a € [0,00], les Y, étant indépendantes, identiquement distribuées, de loi de Cauchy
de parametre ¢ > 0.

Soit la fonction de Lyapounov V(z) = |z|?. Pour quelles valeurs de 8 > 0 la quantité
(ZLV)(x) est-elle finie ?

Exercice 4

On considere la chaine de Markov sur R 4 = [0, co] donnée par
Xn+1 = aXn + Yn+1

avec a € [0, 00], les Y;, étant indépendantes, identiquement distribuées, de loi exponentielle
de parametre A > 0.

1. Donner les probabilités de transition p(x,y) de la chaine.

2. Calculer
o
/ 2F e M dy
0
pour k € {0,1}.

3. Soit la fonction de Lyapounov V(z) = z. Calculer (£V)(x).

Pour quelles valeurs de a la chaine est-elle a croissance sous-exponentielle ?

5. A T'aide de la formule de Dynkin, calculer I'espérance de X, lorsque ¢ = 1. Que se
passe-t-il lorsque n — oo 7

6. Pour quelles valeurs de a la chaine satisfait-elle une condition de dérive géométrique 7
Quels en sont les parametres 7

7. Lorsque la condition de dérive géométrique est satisfaite, trouver v €]0,1[ et une
mesure v tels que la condition de minoration soit satisfaite. Que peut-on en déduire ?
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