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TD Master 2 — Processus aléatoires

Série 2 — Trou spectral, fonctions de Lyapounov
Exercice 1

On considere la marche aléatoire symétrique sur le cercle discret a N sites :

% sty=x+1,
Pzy = % sity=xz—-1,
0 sinon,

avec l'identification modulo N: N+1=1,0= N.

1. Quelle est la matrice de transition de cette chaine de Markov ?
2. Par un argument de symétrie, trouver la probabilité invariante de la chaine.
3. Soit w = *™1/N_ Montrer que pour tout k € {0,...,N — 1}, le vecteur vy de com-

posantes
vk,x:wk(xfl), ze{l,...,N}

est un vecteur propre de P. En déduire les valeurs propres de P.

4. Déterminer le trou spectral A\g de P (sa valeur propre différente de 1 de plus grand
module). Distinguer les cas N pair et N impair.

5. Par un développement limité, déterminer 1 — Ay & 'ordre dominant en N.

Exercice 2

Soit p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. On considere la marche aléatoire asymétrique sur le cercle
discret a NN sites :
p siy=x+1,
Doy =¢q siy=x—1,
0 sinon,

Par la méme méthode qu’a l’exercice précédent, déterminer, en fonction de p, le trou
spectral \g de P, ainsi que 1 — Ay a 'ordre dominant en N.

Exercice 3
On considere la marche aléatoire symétrique sur 7Z .

1. Calculer (LV)(z) pour la fonction de Lyapounov V(x) = z2. Interpréter le résultat.
2. Calculer (LV)(z) pour la fonction de Lyapounov V (z) = |z|. Que peut-on en déduire ?
3. Que se passe-t-il pour la marche aléatoire asymétrique 7

Exercice 4

Soit p €]0,1[ et ¢ = 1 — p. On considere la marche aléatoire sur N de probabilités de
transition
p siy=x+1,
Pey =9 siy=0,
0 sinon .

Calculer (LV')(x) pour la fonction de Lyapounov V(x) = |z|. Que peut-on en déduire ?



