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Chapitre 1

Probabilités discretes

La théorie des probabilités sert & modéliser des situations dont notre connaissance est
imparfaite. Le manque d’informations est alors remplacé par une composante aléatoire.

Par exemple, lors du jet d’un dé, les lois de Newton devraient en principe nous permet-
tre de calculer la trajectoire exacte du dé, connaissant sa position et sa vitesse initiales,
et d’en déduire sur quelle face il va tomber. En pratique, non seulement ce calcul est
extréemement difficile, mais le résultat dépend aussi de maniere tres sensible des conditions
initiales. Il est alors plus simple d’admettre que le dé peut tomber sur chacune de ses six
faces avec la méme probabilité de 1/6 (si le dé est parfaitement symétrique — sinon, il peut
étre préférable d’associer des probabilités différentes aux différentes faces).

En théorie des probabilités, on suppose donnés un ensemble de résultats possibles de
I’ “expérience” considérée, et leurs probabilités respectives. On cherche alors a en déduire les
probabilités d’événements plus compliqués, ou les résultats d’expériences plus complexes,
comme par exemple le lancer d’un grand nombre de dés.

1.1 Espace probabilisé discret

Un espace probabilisé discret est caractérisé par trois ingrédients:

1. Un univers €2: c’est 'ensemble des événements élémentaires de I'expérience, supposé
ici discret (fini ou dénombrable).

2. Un ensemble d’événements (ou événements composés) F: tout événement A € F est
un sous-ensemble de Q (A C ).

3. Une distribution de probabilité p : Q@ — [0, 1], satisfaisant

D pw)=1. (1.1.1)

we
Pour tout w € Q, p(w) est appelée la probabilité de I’événement élémentaire w.

Exemple 1.1.1.

1. Pour un jet de dé (non pipé), on pourra prendre l'univers Q = {1,2,3,4,5,6}, et
comme distribution p(w) = 1/6 pour tout w € Q (distribution uniforme). Un exemple
d’événement composé est A = {w: w est pair} = {2,4,6}.

2. Pour un jet de deux pieces de monnaie, pouvant indiquer Pile (P) ou Face (F), on
peut prendre 2 = {PP,PF,FP FF}, avec p(w) = 1/4 pour tout w € .
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3. Si 'on tire successivement trois boules d’un sac contenant exactement trois boules
numérotées de 1 & 3, on pourra prendre Q = {(1,2,3),(1,3,2),...,(3,2,1)}, de nou-
veau avec la distribution uniforme p(w) = 1/6 pour tout w € Q.

Remarque 1.1.2. Le choix de l'univers 2 n’est pas unique, en fait on peut choisir
n’importe quel ensemble contenant au moins autant d’éléments qu’il y a d’événements
considérés comme distinguables par ’expérience. Par exemple, dans le cas de deux pieces,
on aurait pu considérer qu’on ne sait pas distinguer les pieces I'une de ’autre, et choisir
Q = {PP,PF,FF}. Cette fois, PF désigne I’événement “les deux pieces ne sont pas tombées
du méme c6té”. On prendra alors p(PP) = p(FF) = 1/4, et p(PF) =1/2.

Définition 1.1.3 (Espace probabilisé discret). Un espace probabilisé discret (2, p)
est donné par un ensemble dénombrable Q2 et une application p : Q — [0, 1] telle que

> plw)=1. (1.1.2)
we

Remarque 1.1.4. Nous n’avons pas exclu la possibilité que I'univers € soit infini. Dans ce
cas, la somme (1.1.2) doit étre considéré comme la somme d’une série numérique. Comme
tous les termes de la série sont non-négatifs, la somme est indépendante de leur ordre (ce
qui n’est pas nécessairement le cas pour des séries a termes positifs et négatifs).

Exemple 1.1.5. On jette une piece jusqu’a obtention du premier pile. On peut alors
choisir 2 = N*, ou w € () désigne le numéro du jet lors duquel on obtient le premier pile,
avec p(w) = 27%. Il s’agit ici d’un exemple d’univers dénombrable mais infini. On a bien

ZP(W):Z% =1. (1.1.3)
we i=1

Définition 1.1.6 (Evénements). L’espace des événements (ou événements composés)
d’un espace probabilisé discret (2, p) est l'ensemble des parties de §2:

F=P)={A: AcQ}. (1.1.4)

La probabilité de I’événement A est
P(A) =) pw). (1.1.5)
w€eA

L’ensemble vide () est I’événement impossible et P(0) = 0 par définition.
L’univers entier Q) est [’événement certain.

Les opérations logiques élémentaires sur les événements correspondent a des opérations
de théorie des ensembles, selon le tableau suivant:

Opération logique Equivalent ensembliste

Aet B ANB
AouB AUB
non A Ac=Q\ A

A, B incompatibles | ANB =10
A implique B ACB
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Proposition 1.1.7.

1. Pour tout Ae F,0<P(A) < 1.
2. P(Q) =1 et P(0) =0.
3. Pour tout ensemble d’événements {A;}ien, on a
P(U Ai) <Y PA). (1.1.6)
ieN ieN
4. St les événements {A;}ien sont deux a deux incompatibles, c’est-a-dire A; N Aj; = 0
pour i # j, alors
IP’(U Ai> =Y P(A). (1.1.7)
ieN ieN
5. Si AC B, alors P(B) =P(A) +P(B\ A).
6. Si AC B, alors P(A) < P(B).
7. On a P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).
DEMONSTRATION. En exercice. dJ

Remarque 1.1.8.

1.

L’ensemble F = P(Q) a la propriété que le complémentaire de tout élément de F,

toute intersection et toute réunion d’éléments de F sont encore dans F. On dit que F

forme une tribu ou o-algebre.

(2, p) est un espace probabilisé discret si et seulement si I'application P : F — [0, 1]

définie par (1.1.5) satisfait les deux aziomes de Kolmogorov:

(K1) P(Q) = 1.

(K2) Si I est un ensemble dénombrable et {A;};cs est une famille d’événements deux
a deux incompatibles, alors

IP’(U Ai> =3 P4 (1.1.8)

iel iel

En effet, la Proposition 1.1.7 montre que P satisfait (K1) et (K2). Inversement, soit
P : F — [0,1] une application satisfaisant (K1) et (K2). Alors le fait que Q@ = QU0
implique P() = 0. Si l'on définit p par p(w) = P({w}), il est clair que (1.1.5) est
satisfaite, et en particulier 1 = P(Q2) = > .qp(w). (€2,p) est donc bien un espace
probabilisé discret.

On peut donc également définir un espace probabilisé par la donnée d’un triplet
(Q,F,P), ouP: F — |0, 1] satisfait les axiomes de Kolmogorov (K1) et (K2). Cette
définition a ’avantage d’étre généralisable a des (2 non dénombrables.

Exemple 1.1.9.

1.

Pour le lancer de deux dés équilibrés, on peut prendre 2 = {(1,1),(1,2),...,(6,6)},
dont le cardinal est |Q| = 36, et p(w) = 1/36 pour tout w € .

L’événement “la somme des points vaut 8” est A = {(2,6), (3,5), (4,4), (5,3),(6,2)},
et sa probabilité est P(A) = 5/36.

. On jette n fois une piece de monnaie. Prenons alors Q = {(w1,...,wy,): w; € {P,F}Vi},

qui est de cardinal 2".
L’événement A;, “on obtient k fois pile” est de cardinal

ok (M) n!
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et on a donc P(Ay) = (})27".

3. Une urne contient r boules rouges et n boules noires. On tire une boule au hasard.
On peut choisir Q = {1,...,r + n} avec la distribution équiprobable. La probabilité
de tirer une boule rouge est alors

B({L....r}) = = (1.1.10)

1.2 Probabilités conditionnelles, indépendance

La notion de probabilité conditionnelle est une notion fondamentale. En effet, on a souvent
acces & la probabilité qu'un certain événement A soit réalisé, sous la condition qu’un
événement B ait eu lieu, ce qui revient a restreindre I'univers 2 a B.

Définition 1.2.1 (Probabilité conditionnelle). Soit B C Q un événement tel que
P(B) > 0. Pour tout A C Q, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B la
quantité

P(AN B)

PAIB) = —5 5

(1.2.1)

Remarquons que si I'on définit ¢(w) = P({w}|B) pour tout w € B, alors (B, q) est un
espace probabilisé discret, puisque

Y aw) =Y ({];(}Br; B) Z P({w}) =1. (1.2.2)

weB weB weB

Proposition 1.2.2. Pour tous A, B C Q avec P(B) > 0,

1. P(A|B) =P(AN B|B).

2. A D B implique P(A|B) = 1.

3. AN B =0 implique P(A|B) = 0.

4. Si{A;}ien est une famille d’événements deux a deuz incompatibles, alors

IP’( =Y P(AB). (1.2.3)
ieN €N

5. On a P(A°|B) = 1 — P(A|B).

DEMONSTRATION. En exercice. O

Exemple 1.2.3.

1. On lance deux dés. La probabilité qu’au moins I'un des dés indique 2, sachant que la
somme des points vaut 6 est donnée par

P({(2,4), (4,2)}) 2 (120

P({(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}) 5

2. On considere une ligne transmettant des signaux binaires. Le systeme est modélisé par

Punivers

Q={(E,R): Ec{0,1},Re{0,1}}, (1.2.5)

ou FE désigne le signal émis, et R le signal regu. Dans une ligne parfaite, on aurait
toujours R = F, mais nous allons supposer que la ligne altere le signal transmis avec
une certaine probabilité.
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Considérons les événements
o E; ={(i,0),(i,1)}: le signal 7 est émis;
o R; ={(0,i),(1,7)}: le signal ¢ est regu;
o ['={(0,1),(1,0)}: faute de transmission.
Supposons que 'on connaisse la probabilité qu’une faute de transmission ait lieu, en
fonction du signal émis. C’est-a-dire que 'on connait
o fo=P(F|Ey) =P({0,1}|Eo) = P(R1|Ep),
o f1 =P(F|E1) =P({1,0}|Ey) = P(Ro|E1).
Alors, la probabilité qu’une faute de transmission ait lieu est donnée par

P(F) =P(FNEy) +P(FNE)
= folP(Eo) + fiP(E1) . (1.2.6)

Cette derniere relation est une application de la loi des probabilités totales, que nous
allons énoncer de maniere générale, ainsi que son corollaire, la formule de Bayes.

Théoreme 1.2.4 (Loi de la probabilité totale et formule de Bayes). Soient
By, ..., B, des événements incompatibles deuz a deuz, tels que P(B;) > 0 pour tout i.

1. Pour tout A C |J; By,

P(A) =) P(A|B;)P(B;) (1.2.7)
j=1
(loi de la probabilité totale).
2. Pour tout A C |J; By,
P(A|B;)P(B;)
> i1 P(A|B))P(B))

P(BilA) = (1.2.8)

(formule de Bayes).

DEMONSTRATION. La premiere relation se montre en écrivant

P(A) =P (U AmB) ZPAOB =3 " P(AIB)P(By) . (1.2.9)

La seconde s’obtient en notant que

P(BinA)  P(A|B)P(B:)
P(A) P(A) ’

P(B;|A) = (1.2.10)

puis en appliquant (1.2.7). O

Il est inutile d’apprendre la formule de Bayes par coeur, mieux vaut savoir la redériver!
Cette formule permet d’“inverser une probabilité conditionnelle”, un procédé qui est sou-
vent source de confusion dans les applications.

Exemple 1.2.5. Revenons au probléme de transmission de ’exemple précédent. Un
probleme important est de caractériser la fiabilité de la ligne. Par exemple, sachant que
I'on a recu le signal 1, quelle est la probabilité que ce soit effectivement le signal 1 qui a
été émis? L’expression (1.2.8) nous donne

P(R1|E)P(EY) (1 f1)P(Ey) (1.2.11)
> P(RE)P(E;) (1 — fi)P(EL) + foP(Eo) o

P(Er|R1) =
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Supposons par exemple que la ligne transmet les 0 avec une fiabilité de 95% et les 1 avec
une fiabilité de 99%. On transmet un signal contenant un quart de 1. Avec fy = 0.05,
f1 =0.01, P(Ep) = 0.75 et P(E;) = 0.25, on obtient P(E;|R;) ~ 0.87, donc il y a tout de
méme une probabilité d’erreur de 13% pour la transmission des 1!

La notion de probabilité conditionnelle est intimement liée a la notion d’indépendance.

Définition 1.2.6 (Indépendance).

1. Deux événements A et B sont indépendants si

P(ANB) =P(A)P(B) . (1.2.12)
Dans ce cas, on a donc P(A|B) =P(A) (pourvu que P(B) > 0).
2. n événements A1, ..., A, sont indépendants si

pour tout choix d’indices {i1,...,ix} C {1,...,n}.

Remarque 1.2.7. L’indépendance par paires n’implique pas I'indépendance. Un exemple
(artificiel) est de prendre, pour Q = {1,2,3,4} et la distribution uniforme p(w) = 1/4
pour tout w € €, les événements A = {1,2}, B = {2,3} et C = {1,3}. Alors on a
P(ANB) = 1/4 = P(A)P(B), donc A et B sont indépendants. De méme, B et C sont
indépendants, et A et C' également. Néanmoins, P(IANBNC) =0 # P(A)NP(B)NP(C),
et donc A, B et C' ne sont pas indépendants.

Un exemple important d’événements indépendants apparait lorsque I'on effectue plu-
sieurs expériences, différentes ou non, qui ne s’influencent pas mutuellement. On peut
alors construire un espace probabilisé unique pour ’ensemble des expériences, dont les
événements liés a des expériences différentes seront naturellement indépendants.

Définition 1.2.8 (Espace produit). Soient (21,p1),..., (2, pn) des espaces proba-
bilisés discrets (identiques ou non). On appelle espace produit de ces espaces l’espace
probabilisé discret (2,p), ot Q = Qp X --- x y, est le produit cartésien des €, et la
distribution p est définie par

pw= (wi,...,wn)) =pi1(w1)...pn(wn) . (1.2.14)
Proposition 1.2.9. Soit (Q,p) Uespace produit de (21,p1),...,(n,pn). Pour chaque
i€ {l,...,n} on choisit un événement A; C §;, et on définit
Ai={weweAtcQ. (1.2.15)
Alors les événements gl, ... A\n sont indépendants.

DEMONSTRATION. Commencons par le cas n = 2. Alors

P(AinA)= > pw= > > pi(w)pws)

WEA\l ﬂﬁz w1 E€A] waEAs
= Y piw) Y pwa) = Y pw) Y p(w)
w1€A; w2€A2 weA; WwEA,
= P(A))P(Ay) . (1.2.16)

On procede ensuite par récurrence sur n. O
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Exemple 1.2.10 (Expérience de Bernoulli). Considérons une expérience dont le
résultat est soit un succes S, ayant lieu avec probabilité ¢ € [0, 1], soit un échec E. Par exem-
ple, dans le cas d’un lancer de dé pour lequel seule 'obtention d’un 6 est considéré comme
succes, on aura ¢ = 1/6. L’espace probabilisé associé est donc (4, p1) avec Q1 = {S,E}
et p1(S) = q, p1(E) = 1 — q. Pour n répétitions indépendantes de ’expérience, on pourra
considérer 1’espace produit (€2, p) de n copies de (Q1,p1).

Soit By I'événement “la k-éme expérience est un succes”. Alors les By sont indépen-
dants, et pour tout choix de ki, ...,k € {1,...,n} distincts,

P(Bkl ﬁ-”ﬂBkm) :P(Bkl)P(Bkm):qm (1217)
Plus généralement, pour des indices ki,...kmy, 01, lm, € {1,...,n}, tous distincts,
I’événement “les expériences ki,...,kn,, sont des succes, et les expériences (1,...,0p,

sont des échecs” a la probabilité

P(By, NN By, NBf, ...B{ ) =P(By,)...P(By,)P(B)...P(B )

g’rnz

=¢™M(1—q)™ . (1.2.18)

Un autre événement important est 'événement Sy “k succes parmi n expériences”. Comme
ilya (Z) = C* manieres de choisir les k expériences couronnées de succes, sa probabilité

vaut

P(Sy) = <Z> (1 — )" F=0b(k;n,q) . (1.2.19)

1.3 Variables aléatoires

Définition 1.3.1 (Variable aléatoire). Soit (Q2,p) un espace probabilisé discret. Une
variable aléatoire (discrete) est une application X : Q@ — R.

Notation 1.3.2.
e Nous noterons X () ={X(w): w € Q} l'image de X.
e SiACR, X 1(A)={we Q: X(w) € A} dénote ’'événement “X appartient o A”,
que nous abrégerons aussi {X € A}. L’événement X ~1(z) sera dénoté {X = z}.
o P{X € A}) sera abrégé P{X € A} ou P(X € A), de méme nous utiliserons les
notations P{X = z}, P{X < z}, etc.
e P{X € A} n{Y € B}) sera abrégé P{X € A,Y € B}.

Exemple 1.3.3.

1. Soit X la somme des points obtenus en jetant deux dés. Nous prendrons comme univers
Q={1,...,6} x{1,...,6}, avec la distribution uniforme, et X (w) = w1 + wz. Nous
aurons X () = {2,...,12} et, par exemple

P{X = 4} - ]P)({(l,3), (272)7 (37 1)}) = % =
P{X <3} =P({(1,1),(1,2),(2,1)}) = 5 =

= Sl=

(1.3.1)

2. Soit X le nombre de succes dans une expérience de Bernoulli de longueur n, avec
probabilité de succes q. On peut écrire X sous la forme

X(w)=> ls(wi), (1.3.2)
=1
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ol
1 siw; =S

lg(wi) = {0 S E (1.3.3)

est la fonction indicatrice d’un succes lors de la i-éme expérience. On a par conséquent
X()={0,1,...,n}.

Définition 1.3.4 (Loi d’une variable aléatoire). L’application

f: X(Q — [O’ 1]
2 = f(2) =P{X =2} =P(X{2}) (1.3.4)
est la loi (ou la distribution) de X.

Remarque 1.3.5. Le fait que

o= |J x'»= | {(x=2} (1.3.5)

2€X(Q) 2€X(Q)

implique

Y flz)=1. (1.3.6)

Par conséquent, (X (2), f) est un espace probabilisé discret.

Exemple 1.3.6.

1. Pour le jet de deux dés, la loi de la somme des point obtenus est donnée par
f(2)=f(12) = 55, f3)=ran =2, f(4) = f(10) = 3,
fB)=109) =3, f(6) = f(8) = 35, fm =5, (1.3.7)

2. Loi binomiale: C’est la loi du nombre de succes dans I'expérience de Bernoulli d’ordre
n et parametre ¢:

P{X =k} = (Z) (1 — )" =b(k;n,q) | (1.3.8)

pour k € X(2) ={0,1,...,n}.

3. Loi géométrique: Soit X le nombre de fois que I'expérience de Bernoulli a été répétée
jusqu’au premier succes (nous admettons que I’expérience se poursuit jusqu’au premier
succes au moins). A strictement parler, nous n’avons pas défini jusqu’ici d’espace
produit d’ordre infini. Nous pouvons contourner cette difficulté en travaillant avec
Punivers 2 = N*, oli w est le numéro de la premiere expérience couronnée de succes.
Nous avons donc

pw) = (1—q)“ 'q, (1.3.9)
puisque les w — 1 premieres expériences sont des échecs, suivis d’un succes. On a bien

> pw) = qZ(l —q) = q% =1, (1.3.10)

weN 1- q)

donc (€2, p) est un espace probabilisé discret. La loi de X, donné par X(w) = w, est
P{X =n} =q(1 —q)" ! pour n € N* et s’appelle la loi géométrique.
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La loi géométrique a une propriété remarquable: La probabilité d’un succes au (n+ 1)-
eéme essai, sachant que les n premiers essais ont échoué, ne dépend pas de n. Autrement
dit, la probabilité de gagner dans une loterie au (n + 1)-éme essai, sachant que 1’on n’a
jamais gagné auparavant, est la méme que de gagner du premier coup. Plus généralement,
la probabilité de gagner au (n + k)-éme essai, sachant que 'on n’a pas gagné lors des n
premiers essais, est la méme que de gagner au k-éme essai.

Proposition 1.3.7. Pour une variable aléatoire X de loi géométrique, et tout k > 1,
P{X =n+k|X >n} =P{X =k} Vn . (1.3.11)

DEMONSTRATION. Par calcul direct. On a

P{X =n+k 1—q)ntt*
P{X =t k|X >n} = X =ntk _al=q) —, (1.3.12)
et le dénominateur est égal a (1 — ¢)". O
Définition 1.3.8 (Espérance). Soit X une variable aléatoire telle que
Y AP{X =2} <o0. (1.3.13)

2€X(Q)

Alors l’espérance de X est définie par

EX)= Y 2P{X=2}=) X(wpw). (1.3.14)

z€X(Q) weN

Remarquons que pour un univers infini, ’espérance existe si et seulement si la série de
terme général X (w)p(w) converge absolument, et alors 'espérance est égale & la somme de
cette série.

Proposition 1.3.9 (Linéarité de ’espérance). Soient X1,..., X, des variables aléa-
toires dont ’espérance existe, et soient aq,...,a, des nombres réels. Alors l’espérance de
la combinaison linéaire a1 X1 + - - + a, X, existe et vaut

E(a1X1 —+ e+ aan) = alE(Xl) —+ e+ anE(Xn) . (1315)
DEMONSTRATION. En exercice. O

Exemple 1.3.10.
1. Loi binomiale: L’espérance d’une variable aléatoire X de loi binomiale b(k;n,q) est

donnée par la somme

n

E(X) =Y kb(k;n,q) = Zkk!(n”—ik)!qku —q)" . (1.3.16)
k=0 k=0

Cette somme peut en principe se calculer a ’aide de la formule du binoéme. Il existe
toutefois une maniere bien plus simple de calculer I'espérance de X. Ecrivons, comme
dans l'exemple 1.3.3, X = X; + -+ X,,, ou X; = Ig(w;) est I'indicatrice d'un succes
lors de la i-eme expérience. Nous avons

E(X;)=0-P{X; =0} +1-P{X; =1} =g¢, (1.3.17)
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et donc, par la Proposition 1.3.9,

E(X)=> E(X;)=nq. (1.3.18)

. Lot géométrique: L’espérance d’une variable aléatoire X de loi géométrique est donnée

par la somme

o
E(X) =) kq(l—q)F". (1.3.19)
k=1
Pour calculer cette somme, introduisons la fonction
Py (e}
_ _ k
Gle)=1— = ;z . (1.3.20)

La série converge absolument pour |z| < 1, et dans ce cas, nous avons le droit de
d’intervertir somme et dérivée. Il suit

a _12)2 =G'(2) = i kPt (1.3.21)
k=1

L’espérance de X est donc donnée par

E(X)=g¢> k(1—q)* ' =qG'(1-q) = qQ—12 = 3 : (1.3.22)
k=1

Par exemple, 'espérance du nombre de jets de dé nécessaires jusqu’a ’obtention du
premier 6 est égale a 6.

Soit X une variable aléatoire telle que P{X = k} = 6/(km)? pour k € N* (le facteur
6/m% a été choisi & cause du fait que la somme des 1/k? vaut 72/6). Alors

o0 6 o
D IkP{X =k} = — >
k=1 k=1

et nous dirons que l’espérance de X est infinie (ici la somme ne dépend pas de l'ordre
des termes, car ceux-ci sont tous positifs).

=0, (1.3.23)

el

Définition 1.3.11 (Variance). Soit X une variable aléatoire dont l’espérance existe. On
appelle variance de X la somme

VX)=E(X -EX)]’) = ) [z-EX)PP{X =2z}, (1.3.24)
zeX(Q)

st la série converge. Si la série diverge, on dit que la variance de X est infinie. On appelle
écart-type de X la quantité o(X) = /V(X).

Proposition 1.3.12.

1.
2.
3.

/.

On a V(X) >0, et V(X)=0 si et seulement si P{X =E(X)} =1.
On a V(X) < 0o & E(X?) < .

Si V(X) < oo, alors V(X) = E(X?) — E(X)2.

Pour a,b € R, on a V(a+bX)=0bV(X).
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5. 81 V(X) <oo et V(Y) < o0, alors V(X +Y) < o0
DEMONSTRATION. En exercice. O

Exemple 1.3.13 (Loi géométrique). Soit X une variable aléatoire suivant une loi
géométrique. En dérivant la relation (1.3.21), on obtient, pour |z| < 1,

= 2
k=2 _ _
D k(k—-1)2"2 =G"(2) = T F (1.3.25)
k=1
Ceci permet d’écrire, successivement,
ad 2 1—¢q
E(X = k(k=1)q(1—q)* ' =q(1l —q) 5 =2——,
el q q
2 2—q
E(X7) = E(X(X - 1)) + E(X) Z
1—
V(X) = E(X?) —B(X)? = —2. (1.3.26)

La variance d’une variable aléatoire de loi géométrique est donc égale a (1 — q)/q>.

En général, la variance de la somme X + Y n’est pas égale a la somme des variances
de X et de Y. En fait, nous avons

V(X+Y)= ([X +Y -E(X+Y)] )
([X E(X)+Y - E(Y)]?)
=E([X - E(X)*) + E([Y - E(Y)]?) + 2E([X — E(X)][Y — E(Y)])
:V( )+ V(Y) +2E([X — E(X)][Y —E(Y)]) . (1.3.27)
Ce calcul motive la définition suivante.

Définition 1.3.14 (Covariance). On appelle covariance de deux variables aléatoires X
etY la quantité

cov(X,Y) = E([X —E(X)|[Y - E(Y)])

=E(XY — XE(Y) - YE(X) + E(X)E(Y))
=E(XY)-EX)E®Y). (1.3.28)
Par conséquent, on a
VIX+Y)=V(X)+ V() +2cov(X,Y) . (1.3.29)

On dit que X et'Y sont non corrélées si cov(X,Y) = 0. Dans ce cas, on a V(X +Y) =
V(X)+V(Y).
Proposition 1.3.15.
1. On acov(X,Y) = cov(Y, X).
2. La covariance est une forme bilinéaire: Pour a,b € R,
cov(aX,bY) =abcov(X,Y),
cov(Xi + X9,Y) = cov(X1,Y) + cov(Xa,Y) . (1.3.30)
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3. Pour des variables aléatoires X1,..., Xy, on a
n n
V(Z Xi) =3 VXD + Y cov(Xi, X)) - (1.3.31)
i=1 i=1 i#]
DEMONSTRATION. En exercice. O

La variante suivante de I'inégalité de Cauchy—Schwarz permet de borner la covariance
de deux variables aléatoires.

Proposition 1.3.16. Si V(X) et V(Y) ezistent, alors cov(X,Y) existe et
lcov(X,Y)| < o(X)o(Y) =/ V(X)V(Y). (1.3.32)

DEMONSTRATION. L’existence suit du fait que |E(XY)| < oo en vertu de l'inégalité
| X ()Y (w)] < $(X(w)? + Y (w)?). Considérons alors I'application

g: R2 — R,

(a,b) — g(a,b) =V(aX +bY). (1.3.33)

Les résultats précédents impliquent que

g(a,b) = a®> V(X) + 2abcov(X,Y) + b V(Y)
V(X) cov(X,Y)) (a
(a b) (COV(X Y) V() ) (b) . (1.3.34)

Comme g(a,b) > 0 pour tout choix de a, b, la matrice dans cette derniére expression est
semi-définie positive. Son déterminant est donc non-négatif, or celui-ci est précisément

égal & V(X) V(Y) — cov(X,Y)2 Ainsi, |[cov(X,Y)| < /V(X)V(Y). O

Remarque 1.3.17. En statistique, on introduit le coefficient de corrélation

cov(X,Y)
= ———= € |-11]. 1.3.35
PXY = o) [—1,1] ( )
La preuve de la proposition montre que |pxy| = 1 si et seulement s’il existe a,b tels

que V(aX 4 bY) = 0, donc si et seulement si P{aX + bY = ¢} = 1 pour un certain c.
C’est-a-dire que les variables X et Y sont en fait linéairement dépendantes.

Nous établissons maintenant un lien entre la non-corrélation et 'indépendance.

Définition 1.3.18 (Indépendance de variables aléatoires). Les variables aléatoires
X1,..., X, sont dites indépendantes st

P{Xl = Z1y.-- ,Xn = Zn} = P{Xl = Zl} N P{Xn = Zn} (1336)
pour tout choix de z1 € X1(02),..., 2, € Xpn(Q).

Cette définition est compatible avec la Définition 1.2.6 de I'indépendance d’événements.
En effet, on a le résultat suivant.

Proposition 1.3.19. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Xq,..., X, sont indépendantes.
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2. Pour tout choiz de Ay,..., A, CR,

]P){Xl S Al, Xy € An} = P{Xl € Al} .. ]P){Xn € An} . (1337)

3. Pour tout choix de Ay, ..., A, C R, les événements {X1 € A1}, ..., {X, € A,} sont
indépendants.

4. Pour tout choix de z1 € X1(Q), ..., zn € X, (Q), les événements {X1 = =1}, ...,

{X,, = z,} sont indépendants.
DEMONSTRATION. En exercice. O
Et voici le lien annoncé entre indépendance et absence de corrélation.

Proposition 1.3.20. Deux variables aléatoire indépendantes, dont l’espérance existe, sont
non corrélées.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que la covariance existe. Alors

EXY)= Y. Y ayP{X=zY=y}

2EX(Q) yeY (Q)

= Y D ayP{X =a}P{Y =y} =E(X)E(Y), (1.3.38)

TEX(Q) yeY (Q)

donc cov(X,Y) = 0. Un calcul similaire montre que E(|XY|) = E(]JX|)E(|Y]), ce qui
justifie I'existence de la covariance. O

Il suit de ce résultat que si Xq,..., X, sont indépendantes, alors la variance de leur
somme est égale a la somme de leurs variances.

Exemple 1.3.21.

1. Lot binomiale: On a vu qu’'une variable aléatoire X de loi binomiale pouvait s’écrire
X =X1+ -+ X,, ou X; = 1g(w;) prend la valeur 1 avec probabilité ¢, et 0 avec
probabilité 1 — q. Ainsi

V(X)) =0*-(1—q)+1*- ¢ —E(X;)* = q(1 - q) . (1.3.39)

Comme les X; sont indépendants, il suit V(X) = ng(1 — q).

2. Soit 2 = {—1,0,1} avec p(w) = 1/3 pour chaque w € Q. Considérons les variables
aléatoires X (w) = w et Y = |X|. Alors E(X) =0, E(Y) = 2/3 et E(XY) = 0. Par
conséquent, X et Y sont non corrélées. Cependant elles ne sont pas indépendantes:
Par exemple les événements {X = 1} et {Y = 0} ne sont pas indépendants.

1.4 Loi des grands nombres

Dans cette section, nous allons donner une interprétation de ’espérance d’une variable
aléatoire. Supposons que Xi,..., X, sont des variables aléatoires obtenues en répétant n
fois la méme expérience. Si E(X;) = u pour chaque i, nous savons par la Proposition 1.3.9
que 'espérance de la moyenne (X; + -+ + X,,)/n vaut également u. Mais pouvons-nous
affirmer plus, & savoir que la moyenne des X; a une grande probabilité d’étre proche de u?
C’est ce que fait la loi faible des grands nombres. Pour démontrer cette loi, nous devons
d’abord prouver l'inégalité de Bienaymé-Chebychev.
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Lemme 1.4.1. Soit X une variable aléatoire dont l’espérance existe. Pour tout a > 0,

E(X1)

P{|X|>a} < ——. 1.4.1
{IX] > a} . (1.4.1)
DEMONSTRATION. On a
P{X|>a}= >  PX=z}< ) ‘ﬂP{X:x}
2€X(Q), |z/>a veX (@), felza
1 1
<= > x| P{X =a} = —E(|X]). (1.4.2)
zeX ()

O

Corollaire 1.4.2 (Inégalité de Bienaymé—Chebychev). Soit X une variable aléatoire
dont l’espérance et la variance existent. Alors, pour tout a > 0,

1
P{|X —E(X)| > a} < - V(X). (1.4.3)
DEMONSTRATION. Soit Y = [X — E(X)]?. 1l suffit alors d’écrire
1 1
P{IX —E(X)|>a} =P{Y >a’} < 5E(Y) = 5 V(X) . (1.4.4)
a a

Nous remarquons que la probabilité P{|X — E(X)| > a} devient faible des que a?

est sensiblement plus grand que la variance de X, donc dés que a est sensiblement plus
grand que l’écart-type o(X). On dit que X est “concentrée dans un intervalle d’ordre de
grandeur o(X) autour de son espérance”.

Théoréme 1.4.3 (Loi faible des grands nombres). Pour tout entier positif n, on
se donne des variables aléatoires X1, ..., X,, non corrélées, pouvant dépendre de n. On
suppose que chaque X; a la méme espérance p et la méme variance o2. Soit

n
Sn=>_Xi. (1.4.5)
i=1
Alors, pour tout € > 0,
S
lim IP’{ == — u‘ > g} =0. (1.4.6)
n—oo n
DEMONSTRATION. Par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev, on a
Sn 1 Sn 1 1, o2
P{ - u‘ > 5} <3 V( - > 3,2 V(Sp) 2,20 = (1.4.7)
qui tend vers 0 lorsque n — oo. O

Remarque 1.4.4. Il existe également une loi forte des grands nombres. Celle-ci affirme
que sous certaines conditions, on a

P{ lim 20 — ,,L} =1. (1.4.8)

n—oo N

A ce stade, cependant, nous ne pouvons pas donner de sens mathématique précis a cette
équation, car nous n’avons pas défini d’espace probabilisé commun a tous les .5,.
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Exemple 1.4.5. Soit S, = >, 1g(w;) le nombre de succes dans une expérience de
Bernoulli de longueur n, et probabilité de succes g. La loi faible des grands nombres
affirme que

n n— oo
k: |k—ng|>ne

lim ]P’{ Sn _ q‘ > 5} = lim Z b(k;n,q) =0 (1.4.9)
n—oo
pour tout € > 0. Cela signifie que S, € [ng — ne,ng + ne] avec grande probabilité pour n
suffisamment grand (mais pas que S,, = nq avec grande probabilité).

Dans le cas d’une piece de monnaie équilibrée, S,, désigne le nombre de Pile parmi
n jets, et 'on prendra ¢ = 1/2. Alors S, /n sera proche de 1/2 pour n grand. En fait,
I'inégalité de Bienaymé—Chebychev nous donne

[p){ 5111‘25}<12V(5"> _ (1.4.10)
g

n 2 n
Par exemple, si on jette 1000 fois la piece, et € = 0.1,

S1000 1 1
pl(2100 25 L_p 400, <= =0.025. 1.4.11
{‘ o 2’ s} {S1000 ¢ [400,600]} < = = 0.025 (1.4.11)

Digression 1.4.6 (Grandes déviations). En fait, la majoration (1.4.10) est trop pes-
simiste, et la probabilité en question est beaucoup plus faible. On peut améliorer I'inégalité
de Bienaymé—Chebychev de la maniére suivante. Pour tout A > 0, on a

1

n —-n n n—"n
P{Sn -5 > ne} = IP’{e’\(S" Dz e 5} < e E(5 ) (1.4.12)
Posons X; = 1g(w;) et Z; = AMXi=1/2) ' On a donc
E(Z;) = e M2 P{Z; = 0} + M2 P{Z; = 1} = cosh()\/2) . (1.4.13)

Comme S, = 1" | X;, on a A3 =/2) = 17| Z;, et I'indépendance des Z; implique

E(eA(Snfn/2)) _ E(ﬁ ZZ-> = ﬁE(Zl) = [cosh()\/Q)]n . (1.4.14)
=1 =1

Nous pouvons écrire cette derniére expression comme exp[nlogcosh(A/2)]. L’inégalité
(1.4.12) devient donc

P{Sn - g > ns} < exp{—n[)\s —log cosh(A/Q)}} . (1.4.15)

Considérons la fonction f(A) = Ae — logcosh(A/2). Un calcul montre qu’elle prend sa
valeur minimale lorsque tanh(\/2) = 2e, donc pour A = log[(1 + 2¢)/(1 — 2¢)]. Posons
alors

1+ 2e

1) = 1 (105 1)

iii “log[ /(T 251 1 29)]

_ (% + <) log(1+2¢) + (% — ) log(1 - 2¢). (1.4.16)

= elog
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En utilisant (1.4.15) pour cette valeur de A, et la méme estimation pour P{S, —§ < —ne},
nous obtenons

> g} <2e M) (1.4.17)

Ce résultat s’appelle une estimation de grande déviation, et I () s’appelle la fonction tauz.
Comme I(0.1) ~ 0.02, nous avons

]P’{Sloog ¢ [400,600]} < 2e7100070.1) o 36,1079 (1.4.18)

1.5 Théoréme de la limite centrale

Dans cette section, nous allons donner une interprétation plus précise de la variance
d’une variable aléatoire. Examinons & nouveau la somme S, = X; +---+ X, de n
variables aléatoires de méme espérance p et méme variance o2. Nous supposerons les
X, indépendants. Nous avons vu dans la section précédente que la moyenne S, /n a une
grande probabilité d’étre proche de u, mais comment se comporte I’écart S,,/n — u? Dans
la preuve du Théoreme 1.4.3, nous avons vu que

p{s

n o?
Le membre de droite tend vers zéro lorsque n — 0o, non seulement pour € constant, mais
également si ¢ = (n) satisfait lim,, .o ne(n)? = co. Par contre, il reste constant si e(n) =
o/+y/n. On dit que la moyenne S, /n “se concentre” dans un intervalle [u—o/\/n, p+o/y/n].
Pour étudier plus précisément la déviation entre la moyenne et ’espérance, on introduit
la variable rééchelonnée

= Sp—np
Sp=—F——. 1.5.2
hm et (152)
Remarquons que E(S,) = 0 et V(S,) = 1.
Le théoréme de la limite centrale affirme que pour tout intervalle [a,b] C R,
R b 6712/2
lim P{a <S5, < b} - do . 1.5.3
Jim {a <5, = (153
Commencons par vérifier que le membre de droite définit bien une probabilité.
Lemme 1.5.1.
00 e—:1:2/2
dz=1. (1.5.4)

oo V2T

DEMONSTRATION. L’astuce consiste & calculer le carré de I'intégrale, qui vaut

oo —22/2 oo —y2/2 1 0o oo
€ (] 2 2
——— dz ———dy ) = = e~ @HYI/2 4z dy . 1.5.5
( —co V2T > < —co V2T y> 27 /—oo /—oo Y ( )

En passant en coordonnées polaires (r,¢), et tenant compte du Jacobien de la transfor-
mation dz dy = r dr dy, cette expression devient

S Qw/ooerz/Qr dr dp = [—e*ﬁ/ﬂoo:l (1.5.6)
2T 0 0 0 ' e

O



1.5. THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE 17

On a donc bien

lim IP’{—oo <S5, < oo} =1. (1.5.7)

n—oo
Pour démontrer le théoréeme de la limite centrale dans le cas particulier de la loi binomiale
b(k;n,q), il est utile de connaitre la formule de Stirling:

Lemme 1.5.2 (Formule de Stirling).

n!
Iim —m——=1. 1.5.8
n—oo e~ /271N ( )

DEMONSTRATION. Considérons la fonction Gamma d’Euler
o0
I'(n) = / t"let dt . (1.5.9)
0
Il est clair que I'(1) = 1, et une intégration par parties montre que
o0 00 o0
T(n+1) = / et dt = [—t" e*t]o + n/ Lot dt = nl'(n) , (1.5.10)
0 0
douI'(n+1) =nl Ecrivons alors, & aide du changement de variables ¢ = n + Vns,
oo
nl=T(n+1)= / t"et dt
0

= [ e s

o —n\r/ ( )"e—ﬁSds

=n"e™™ QFRE/OO eihn(s) dS, (1511)

Oll nous avons posé

\/ﬁs—nlog<1+ i) pour s > —/n ,

hn(s) = vn (1.5.12)
+00 autrement .
Un développement limité en 1/+/n montre que
52 3
hn(s) = 5+ (’)<%> pour s > —/n , (1.5.13)

et donc h,(s) converge simplement vers —s?/2. D’autre part on vérifie la minoration
2
ha(s) 2 g(s) =3 5
2

pour s < 1,
(1.5.14)

pour s > 1,

valable pour tout n > 1. On vérifie facilement que la fonction e™9() est intégrable. Par
conséquent, le théoreme de la convergence dominée montre que I'on peut échanger limite
n — oo et intégrale, pour obtenir
n! 0 1 oo
lim lim e () ds = — e /2 ds (1.5.15)
—00

n=co pM g— n\/ﬁ \/ﬁ/_oon—wo 2w

et cette derniere intégrale vaut 1 par le lemme précédent. O
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Nous pouvons maintenant prouver le théoreme de la limite centrale pour la loi bino-
miale par un calcul relativement direct. Rappelons que cette loi a espérance nq et variance

nq(l —q).

Théoréme 1.5.3 (Moivre—Laplace). Si S, suit la loi binomiale de paramétre q, alors

S, = (Sn —nq)//nq(1 — q) satisfait
—x2/2

b
-~ e
lim IP’{a <3S, < b} — / dz 1.5.16
n—oo a \/ 2T ( )

pour tout intervalle [a,b] C R.

DEMONSTRATION. Nous allons considérer le cas ¢ = 1/2 afin de simplifier les notations,
mais le cas d’'un ¢ quelconque se montre de maniere totalement analogue. Il s’agit de
calculer

vn NZD b}

-~ n n
P{< <}:JP>— VR <8, < Ly vV
a<S,<b {2+2a Sh 2+2

=) b(kin,1/2). (1.5.17)

keA

ou A ={0,...,n}N[n/2+ /na/2,n/2 + \/nb/2]. Dans la suite, nous dirons que deux
fonctions x(k,n) et y(k,n) sont équivalentes, et nous noterons z(k,n) ~ y(k,n), si

- 1' =0. (1.5.18)

En particulier, nous avons k ~ n/2 et (n — k) ~ n/2. La formule de Stirling nous donne
alors

n!

El(n — k)!

9-n n"e " +/2mn
kke=k\/2nk(n — k)n—ke~(n=k) | /2m(n — k)

b(k;n,1/2) =27

2" n n"
Ver\ k(n — k) kEk(n — k)nk
1 1 277

(1.5.19)

~ V2rn /(kn) (@ — kjn) (k/n)F(1— k/n)nF

Ecrivons k sous la forme k = n/2 4 z/n/2, avec z € [a,b]. On aura donc

%:%(14-%), 1—%:%(1—%), (1.5.20)

1 2 "
V2mn \/1 —z2/n

et par conséquent

b(k;n,1/2) ~ (x,n), (1.5.21)

ou nous avons introduit

1—

NG (1.5.22)

P(w,n) = (1 + i)(”x/\/ﬁ)n/z(

- . >(1x/ﬁ)n/2 |
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Observons que le logarithme de ¥ (x,n) s’écrit

log (z,n) = —g [<1 + %) log<1 + %) + <1 - %) log<1 - %)] o (1.5.23)

et qu’un développement limité en 1/y/n donne

log (z, ) = —%2 + (’)<3—;> . (1.5.24)

11 suit donc de (1.5.21) que

b(k;n,1/2) ~

2 2 xX 2 2
2 e 21y of 2= )| ~ —a*/2 1.5.25
Nor “ (ﬁ)] Vamn (1.5.25)

puisque z € [a,b]. En remplagant dans (1.5.17), il vient

IP’{a <8, < b} ~ \/L_ > 2 (1.5.26)
2T clat]: (ntme)/2€{0, .}

La somme s’effectue sur des z régulierement espacés de 2/y/n. C’est donc une somme de
. . b g2
Riemann, qui converge vers fa e %7/2 dg. ]

Nous donnons maintenant, sans démonstration, 1’énoncé général du théoreme de la
limite centrale.

Théoréme 1.5.4 (Théoréme de la limite centrale). Soit X, Xs,... une suite de
variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées (abrégé i.i.d.), d’espérance
w et de variance o®. Alors la variable aléatoire S, = Yo X satisfait

Sy — b o—2/2
lim P{a < T o b} T (1.5.27)
n—00 no? a V27
Définition 1.5.5 (Loi normale). La fonction

T e—y2/2

- oo V2T

s’appelle la fonction de répartition de la loi normale. Ses valeurs sont tabulées. La fonction

O(x)

dy (1.5.28)

e—T?/2
o(z) = o (1.5.29)
est appelée la densité de la loi normale.
Le Théoreme 1.5.4 montre que pour n grand, on a approximativement
P{M € [a, b]} ~ &(b) — B(a) , (1.5.30)
Vno?

ou encore

P{Sne[a,é]}:q><3”5> —c1><&”;‘>. (1.5.31)
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Exemple 1.5.6. Une chaine de montage produit des pieces défectueuses avec une prob-
abilité de 10%. Quelle est la probabilité d’obtenir plus de 50 pieces défectueuses parmi
4007

Nous modélisons la situation par une expérience de Bernoulli de parametre ¢ = 0.1.
Avec n = 400, nu = ng = 40 et no? = nqg(1 — q) = 36, on obtient

P{S, > 50} =P{S, € [50,00[} ~ ®(c0) — @(50\/%10) =1—®(1.66...) ~0.0485 .
(1.5.32)

Il y a donc un peu moins de 5% de chances d’obtenir plus de 50 pieces défectueuses.

1.6 Loi de Poisson et “loi des petits nombres”

La loi normale donne une bonne approximation de la loi binomiale pour g fixé et n tendant
vers l'infini. La loi de Poisson, quant a elle, décrit bien la loi binomiale pour n tendant
vers 'infini et ¢ tendant vers zéro, avec le produit ng tendant vers une constante. Elle
modélise donc les expériences de Bernoulli avec une tres faible probabilité de succes, mais
avec un grand nombre d’essais, du méme ordre de grandeur que l'inverse de la probabilité
de succes.

Définition 1.6.1 (Loi de Poisson). La loi de Poisson de paramétre X\ > 0 est définie
par
By

PX =k} = m(k)i=e 7

VkeN . (1.6.1)

Remarquons que 7y définit bien une loi de probabilité, puisque e > \F /E! pour tout
k et donc my(k) € [0, 1], et

Zm —AZ =1. (1.6.2)

Proposition 1.6.2.

1. L’espérance et la variance de la loiv de Poisson sont égales a .
2. 5i X et'Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de paramétres respectifs
A et i, alors X +Y suit une loi de Poisson de parametre A + .

DEMONSTRATION.

1. Si X suit une loi de Poisson de parametre A, alors

> )\k-1
k =eA) =\, 1.6.
Z ma(k) =e ;(k:—l)! (1.6.3)

De maniere similaire,

E(X ik E—Dm(k) =e 2 A2)
k=0

k=2

(k—2)!

dou E(X?) =2+ Xet V(X) =\
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2. On a X +Y = n si et seulement §'il existe un k € {0,...,n} tels que X = k et
Y = n — k. Par conséquent

]P’{X+Y:n}:iP{X:k,Y:n—k}:iIP’{K:k}IP{Y:n—k}

k=0 k=0
- n! Ak o= Ot
—Ze wA nk ._n'zk' (A1)
(Atp)m
= mxatpu(n) . (1.6.5)

O

La proposition suivante établit la convergence (simple, c’est-a-dire a k fixé) de la loi
binomiale vers la loi de Poisson.

Proposition 1.6.3. Soit {g,}n>0 une suite telle que lim, oo ng, = X > 0. Alors, pour
tout k € N,
lim b(k;n,q,) = ma(k) . (1.6.6)

n—oo

DEMONSTRATION. Soit \,, = ng,. Alors

An
b(k,na Qn) - b<kana ;)
B n(n—l)...(n—kz-kl))\_ﬁ(l_ﬁ)nk

k! nk n
Ak 1 1 k—1 A\
=" (1-=).. . (1—-=—)(1 =) . 1.6.
) () (%) 167
Lorsque n — oo, on a A, — A\, A\p,/n — 0 et j/n— 0pour j=0,...,k—1, donc
AP A\ N )
nlLH;O b(k;n,qn) = T 7}13;0 (1 — ;) k:' , (1.6.8)

la derniere égalité pouvant se montrer par un développement limité de log[(1—\,,/n)"]. O

Exemple 1.6.4. La probabilité de gagner au tiercé est de 1/1000. Quelle est la probabilité
de gagner k fois en jouant 2000 fois?
Nous modélisons la situation par une expérience de Bernoulli de longueur n = 2000 et
parametre ¢ = 1/1000. La probabilité de gagner k fois sera donnée par
p 28

b(k;2000,1/1000) ~ ma(k) = e~ I (1.6.9)

Le tableau suivant compare quelques valeurs des deux lois.

\ k 0 1 9 3 4 5

b(k;2000,1/1000) || 0.13520 | 0.27067 | 0.27081 | 0.18053 | 0.09022 | 0.03605
ma(k) 0.13534 | 0.27067 | 0.27067 | 0.18045 | 0.09022 | 0.03609
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L’avantage de la loi de Poisson est qu’elle est bien plus rapide a calculer, puisqu’elle
ne fait pas intervenir de coefficients binomiaux.

On peut en fait faire beaucoup mieux que de montrer la convergence simple de la loi
binomiale vers la loi de Poisson, et borner la “distance ¢1” entre les deux lois.

Théoreme 1.6.5. On a
Z’b(k;n, q) — qu(k)’ <ng? . (1.6.10)
k=0

DEMONSTRATION. La démonstration que nous allons donner est une petite merveille de la
théorie des probabilités. Elle n’utilise pratiquement pas d’analyse, mais un grand nombre
de concepts de probabilités discretes vus jusqu’ici.

Nous commencons par introduire des espaces probabilisés (€2;,p;), pour ¢ = 1,...,n,
donnés par ; = {-1,0,1,2,...} et

el—(1—gq) sik=-1,

pi(k)=¢1—4q sik=0, (1.6.11)
k
4 :
qu sik>1.

On vérifiera que les p; définissent bien une distribution de probabilité. Sur chaque §2;, nous
introduisons les deux variables aléatoires

0 3 =0 , . 3 . 2 1 ,
Xi(wi) = { . Yi(w;) = {wl o (1.6.12)

1 sinon, 0 sinon.

De cette maniere, on a P{X; = 0} = 1 — ¢, P{X; = 1} = ¢, et P{Y; = k} = my(k) pour
tout £ > 0. De plus,

P{X; =Y} =P{X;=0,Y; =0} + P{X; = 1,Y; = 1}
=pi(0) +pi(1) =1 —qg+qe™?, (1.6.13)
donc
P{X; # YV} =q(l—e9) <¢*. (1.6.14)

Soit (€2, p) 'espace produit des (€2;,p;). Alors

o X =X+ -+ X, suit la loi binomiale P{X = k} = b(k;n,q);
o YV =Y, +---4Y, suit la loi de Poisson P{Y = k} = m,,(k), en vertu de la Proposi-
tion 1.6.2.

Comme X # Y implique que X; # Y; pour un i au moins, il suit de (1.6.14) que
P{X #Y} <> P{X; #Yi} <ng”. (1.6.15)
i=1

Il reste donc & montrer que la le membre de gauche de (1.6.10) est majoré par 2P{X # Y'}.
Un tel procédé s’appelle un argument de couplage. Nous posons, pour abréger 1’écriture,
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f(k)=P{X =k}, g(k) =P{Y =k} et A={k: f(k) > g(k)}. Alors

D Jbksn, q) = mag(k)| =D | f(k) -
k=0 =0
= > (f(k) = g(k)) =D (f(k) — g(k))

keA k¢ A
=2 (ftk) —g(k)) = >_(f(k) = g(k)) . (1.6.16)
keA keN

Or nous pouvons écrire

D (f(k) —g(k)) =P{X € A} —=P{Y € A}

keA
=P{XecAYcAl+P{XecAY #X} -P{Y € A}
SP{X €AY cA}+P{X#Y}-P{Y € A}
<P{X #Y}, (1.6.17)
ce qui conclut la démonstration. O

Le corollaire suivant montre I'utilité de la relation (1.6.10).

Corollaire 1.6.6. Soit f : N — R wune fonction telle que |f(k)| < M pour tout k. Soit
X une variable aléatoire de loi binomiale b(k;n,q) et Y une variable aléatoire de loi de
Poisson mpq(k). Alors

[E(f(X)) — E(f(Y))] < Mng? . (L6.18)

De plus, pour tout ACN, on a
IP{X € A} —P{Y € A}| <ng”. (1.6.19)

DEMONSTRATION.
IE(f(X)) — ny )| [b(k; 1, q) — Tng (k)| < Mng® . (1.6.20)

La relation (1.6.19) est un cas particulier de (1.6.18), avec f(X) = 14(X) égale a la
fonction indicatrice de X € A. En effet, on a E(14(X)) = >4 P{X =k} = P{X € A}
et [14(k)| < 1 pour tout k € A. O

Exemple 1.6.7. Revenons a l'exemple 1.6.4. Avec n = 2000 et ¢ = 1/1000, la rela-
tion (1.6.19) devient

IP{X € A} — P{Y € A}| <0.002. (1.6.21)

En particulier, la différence entre b(k;2000, 1/1000) et w2 (k) est au plus de 0.002. En fait,
elle beaucoup plus petite, puisque c’est la somme de ces différences qui est inférieure a
0.002.
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1.7 Fonction génératrice

Nous terminons cette premiere partie en introduisant la notion de fonction génératrice,
qui est un outil permettant de simplifier le calcul d’espérances.

Définition 1.7.1 (Fonction génératrice). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans
N. On appelle fonction génératrice de X la fonction Gx : C — C donnée par la série
entiére

Gx(z) =) P{X =k}. (1.7.1)

k>0

On remarque que

Gx(1)=> P{X=k}=1, (1.7.2)

k>0

donc le rayon de convergence R de la série entiére est supérieur ou égal a 1. Si R > 1, on
peut échanger somme et dérivée, ce qui donne

G (2) = k" 'P{X =k} = Gyx(1) =) kP{X =k} =E(X),
k>0 k>0
Gi(z) =) kk—1)FP{X =k} = Gx%(1)=> k(k—1)P{X =k}
k>0 k>0
=E(X(X -1)). (1.7.3)

Nous avons donc le résultat suivant.

Proposition 1.7.2. Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans N dont la fonction
génératrice Gx(z) admet un rayon de convergence strictement supérieur a 1. Alors on a

E(X) =G%(1),
V(X) = G%(1) + G (1) — Gx(1)*. (1.7.4)
Exemple 1.7.3.
1. Loi géométrique: P{X =k} = q(1 —q)*~! pour k > 1. La fonction génératrice est une
série géométrique:

Gx(z) = szq(l —qF = 1%(] Z[z(l — q)]k SR C— (1.7.5)

E>1 E>1 1-(1-q)2

Le rayon de convergence est R =1/(1 — q).
2. Loi binomiale: P{X =k} = (})¢*(1—¢)" % pour k = 0,...,n. La fonction génératrice
se calcule a l'aide de la formule du binome:

n

Gx() =% ()@ - 0 = (= +1-0)". (1.7.6)

k=0

C’est un polynéme de degré n, donc le rayon de convergence est bien sur infini.
3. Loi de Poisson: P{X = k} = e"* \¥/k! pour k > 0. La fonction génératrice est une
exponentielle:
G o ) e
x(z)=e Z e . (1.7.7)
k>0

Le rayon de convergence est infini.
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On vérifiera que les relations (1.7.4) donnent bien les espérances et les variances cal-
culées précédemment. Nous les résumons dans le tableau suivant.

Lo P{X =k} Gx(z)  |EX)| vX)
]?71(2021356 <Z> ¢F1—q)" " | (¢z+1-9)" | ng | ng(l—q)
Géométrique q(1 —q)F1 ﬁ é 1 q_2 4
PT?EZC;H . 2"“ A1) \ \

Finalement, le résultat suivant permet, en particulier, de retrouver des résultats que
nous avons déja dérivés pour ’espérance de la somme de certaines variables aléatoires.

Proposition 1.7.4. Si X et Y sont indépendantes, a valeurs dans N, avec fonctions
génératrices Gx et Gy, alors Gx1y = GxGy .

DEMONSTRATION. On a

Gxiy(z) =) !P{X+Y =k}
k>0

k

=> Y SPX=0Y=k-1}
k>0 ¢=0
k

=> Y SPX=0P{Y =k —(}

>0 (=0

>N PX = OP{Y =n}
>0

>0
2)Gy (2) - (1.7.8)

ko
o

3

Gx

—~

O

On remarquera en particulier que la somme de deux variables aléatoires de loi binomiale
suit encore une loi binomiale, et que la somme de deux variables aléatoires de loi de Poisson
suit encore une loi de Poisson, comme nous ’avons montré précédemment.
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Chapitre 2

Probabilités continues

Dans ce chapitre, nous abordons I’étude d’espaces probabilisés non dénombrables, en par-
ticulier le cas de variables aléatoires continues. Dans un premier temps, nous allons con-
sidérer la situation de variables aléatoires admettant une densité, qui est plus simple a
traiter que le cas général. Dans tout ce chapitre, les intégrales sont définies au sens de
Lebesgue, mais dans le cas de variables aléatoires a densité, 'intégrale de Lebesgue sera
synonyme de l'intégrale de Riemann. Nous introduirons 'intégrale de Lebesgue dans la
Section 2.3.

2.1 Variables aléatoires réelles a densité

Exemple 2.1.1. On laisse tomber une aiguille a tricoter. La probabilité qu’elle pointe ex-
actement vers le nord est nulle. Par contre, la probabilité qu’elle pointe dans une direction
a, comprise entre le nord et 'est, est de 1/4. Plus généralement, si p1 < p2 < 1 + 27, on
aura

Y2 — P1 21
Plo, <a< ot =22 7L _ —do. 2.1.1
{o1 <a<pa} 5 /¢ 5 de (2.1.1)

1
On dit que « suit la loi uniforme sur [0, 27].
D’une maniere générale, si la probabilité qu’une variable aléatoire X appartienne a un

intervalle peut s’écrire comme l'intégrale d’une fonction f sur cet intervalle, on dira que
cette variable aléatoire admet la densité f.

Définition 2.1.2 (Densité). Une fonction f : R — [0,00[, intégrable selon Lebesgue,
s’appelle une densité si

/_OO flx)de=1. (2.1.2)

Exemple 2.1.3.

1. Densité de la loi uniforme sur [a, b]:

fzy={b—a oelnl, (2.1.3)

0 sinon .

27
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2. Densité de la loi normale standard (ou loi de Gauss, Figure 2.1a):

e—2?/2
o(x) = Nor (2.1.4)
Le Lemme 1.5.1 montre que ¢(z) est effectivement une densité de probabilité.
3. Densité de la loi normale de moyenne u, variance o>:
) e~ (@—n)?/20°
p(@; p,07) = NV (2.1.5)
Le changement de variable y = (z — u)/o donne
/OO o(z; p,0%) dz = = e dy=1. (2.1.6)
oo —oo V2T
4. Densité de la loi exponentielle de paramétre X\ > 0 (Figure 2.1b):
flz) = {Ae_m Szl (2.1.7)
0 siz<O0.
5. Densité de la loi de Cauchy de paramétre ¢ > 0 (Figure 2.1c¢):
f(z) = %ﬁ . (2.1.8)

Définition 2.1.4 (Fonction de répartition). Une fonction F' : R — [0,1] est une
fonction de répartition si

o [ est croissante: v <y = F(z) < F(y).

o F est continue a droite: limy_., F(y) = F(x) Vz.

o lim, ., o F(x)=0 etlim; 4o F(z) =1.

Une fonction de répartition F' est dite absolument continue de densité f si

F(z) = /_x fy) dy . (2.1.9)

On a les propriétés suivantes:

1. Si f est une densité, la fonction F' définie par (2.1.9) est une fonction de répartition,
qui de plus est continue.

2. Si F' est une fonction de répartition continue, elle n’admet pas nécessairement une
densité (on peut construire des contre-exemples, faisant intervenir, par exemple, des
objets fractals).

Le lien entre la notion de fonction de répartition et les variables aléatoires vient du
fait que pour toute variable aléatoire réelle, P{X < t} est une fonction de répartition. En
effet,

e sis <t alors {X < s} C{X <t}, et donc P{X < s} <P{X <t};
o lim, ., P{X < s} —P{X <t} =lims_y P{t < X < s} =0;

Ceci motive la définition suivante.
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FIGURE 2.1. Densités et fonctions de répartition correspondantes: (a) loi normale standard
N(0,1), (b) loi exponentielle &xp(1), (c) loi de Cauchy de parametre 1.
Définition 2.1.5 (Variable aléatoire a densité). Si X est une variable aléatoire,
Fx(t) =P{X <t} (2.1.10)

est appelée fonction de répartition de X. Si F'x est absolument continue de densité f, on
dit que X admet la densité f et on a les relations

P{th}:/t F(s) ds

(2.1.11)

Pla < X <b} = P{X gb}—P{Xga}z/bf(s) ds | (2.1.12)

Dans ce cas, on peut remplacer < par < et inversement.



30 CHAPITRE 2. PROBABILITES CONTINUES

Exemple 2.1.6.

1. Soit (€2,p) un espace probabilisé discret. La fonction de répartition d’une variable
aléatoire X : Q — X () C R est

Fx()= >, PX=zt= Y  p) =) lixwel®pw). (2.1.13)

2€X () : 2Kt we: X(w)<t weN

Fx(t) est donc constante partout sauf aux points z € X (), ou elle effectue un saut
de P{X = z}. La variable aléatoire X n’admet pas de densité.

2. Dans la Section 1.5, nous avons vu que pour des X; i.i.d., d’espérance pu et variance
o, la variable aléatoire

~ 1 n
— _ — E X 1.14
satisfait .
lim Fy (1) :/_Oo ols) ds | (2.1.15)

ol p(s) = e**/2 /\/27 est la densité de la loi normale standard. Bien que nous n’ayons
pas encore défini d’espace probabilisé commun a tous les :S'\m on est tenté de dire que
§OO =lim, §n est une variable aléatoire admettant la densité ¢. On dira aussi que
cette variable aléatoire suit la loi normale standard, et on notera Sao ~ N(0,1).

3. Supposons que X soit une variable aléatoire satisfaisant

1 sit<0
P{X >t} = ’ 2.1.16
{ } {e_)‘t sit>=0. ( )
Alors la fonction de répartition de X est donnée par
0 sit<0
Fx(t) =1-P{X >t} = ’ 2.1.17
x(®) { } {l—e)‘t sit>0. ( )
On s’apercoit que
0 sit<0
Fi(t) = ’ 2.1.18
x(®) {)\e_’\t sit>0 ( )

est la densité de la loi exponentielle (sauf en ¢t = 0, ou la fonction Fx n’est pas
dérivable). La discontinuité en 0 de cette densité n’ayant pas d’influence sur I'intégrale,
X est absolument continue de densité exponentielle, donnée par (2.1.7). On dira que
X suit la loi exponentielle, et on notera X ~ &xp(N).

Remarquons que sit > s >0, on a

P{X >t}

S T oA I >t s) . 2.1.1
P{X > s} e {X >t—s} ( 9)

P{X > t|X > s} =
La loi exponentielle est donc un analogue continu de la loi géométrique, cf. la Propo-
sition 1.3.7.

Pour des variables aléatoires admettant une densité, I'espérance et la variance se
définissent de maniere analogue au cas discret, en remplacant les sommes par des intégrales.
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Définition 2.1.7 (Espérance et variance). Soit X une variable aléatoire admettant la
densité f.

1. Stz — |z|f(x) est intégrable selon Lebesgue, on appelle espérance de X la grandeur

E(X) = /00 xf(z) do . (2.1.20)

—00

2. Si de plus x — (v — E(X))%f(x) est intégrable selon Lebesgue, on appelle variance de
X la grandeur

V(X) = /OO (x —E(X))*f(x) dz . (2.1.21)

—00
Exemple 2.1.8.

1. Loi normale standard: On a

t L ga/2 2 L2
lim |z|(z) dz = hm 2/ :ce dr = lim —— [_ e_x2/2} -
L—oo J_, L—o00 0 2 L—oo /27

donc |z] — xp(x) est intégrable. Par conséquent, si X ~ N(0,1), alors E(X) existe.
En fait, E(X) = 0 puisque = — z¢(x) est impaire.
Quant a la variance, elle vaut

00 —x2/2 —x2/2700 0o —x2/2
V(X):/ 22 dz = [—xe—] + ‘ dz =1. (2.1.23)

—o V2 var o V2T

Ce résultat explique la notation X ~ N(0,1): les arguments 0 et 1 se réferent a
I’'espérance et la variance de X.

2. Loi normale de moyenne p et variance o: Nous noterons X ~ N(u,0?) si elle admet
la densité ¢(z; i, 02) introduite en (2.1.5). Le changement de variable y = (z — p)/o
donne

E(X 0o o—(z—n)?/20° Yy
— + =u,
(X) . = dr = o / (oy+p)e Y=

(3] —(z—p)2 /202
Vo= [T e e [T ot e

3. Loi exponentielle de paramétre A:

) 00 00 1
E(X) = zhe ™M dp = |—ze M| + e Mdr =<,
0 0 0 A

V(X):/Ooo<x—§>2)\e_’\x de = [—(x—§>2e_’\x]?+/ooo2<x—§> e dx

1 2 2 [ 1
TP ¢ T A = 2.1.25
4. Loi de Cauchy de parameétre c: Comme
L L
) c 1 2c T L
Jm J el g de= T lim g des - dim [log(a? + )] = o0,

(2.1.26)
Pespérance de la loi de Cauchy n’existe pas (bien que sa densité soit paire, et qu’on
pourrait étre tenté de considérer son espérance comme nulle).
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Définition 2.1.9 (Fonction génératrice). Soit X une variable aléatoire admettant la
densité f. On appelle fonction génératrice de X la fonction

Gx(z) = /oo e f(x) do = E(eizx) . (2.1.27)
On a Gx(0) =1, et pour z réel,
Gx@)l < [ eI do =1, (2.1.25)
—00
donc 'intégrale existe sur I’axe réel. Si Gx est analytique au voisinage de z = 0, on aura
G (z) = i/oo z e f(z) dx (2.1.29)

et par conséquent
G\ (0) =iE(X),  G%(0)=—E(X?). (2.1.30)

La fonction génératrice permet donc de calculer I'espérance et la variance de X (et plus
généralement 1’espérance de n’importe quel polynéme en X).

Exemple 2.1.10.
1. Loi exponentielle de paramétre X: Si X ~ Exp(N), alors

_ izx—Azx — (iz=A)z = . 2.1.31
Gx(2) )\/O e dz [iz—)\e L P (2.1.31)

On remarque que pour |z| < A, I'on peut développer Gx(z) en série entiere

1 > /iz\"
=—— = — 2.1.32
Gx() = 157 Z(Q : (2.1.32)
k=0
et comme par ailleurs
oo . k;
Gx(z) = E(e"*¥) Z ' E(X (2.1.33)
k=0
on obtient par identification
k!
k
E(X"*) = T (2.1.34)

2. Loi normale standard: Comme 2% — 2izx = (z — i2)? + 22, le théoréme de Cauchy
permet d’écrire

GX Z / elzT— x2/2 / (z—iz)2/2 dre —22/2 :e—z2/2 ]
(2.1.35)

En développant ’exponentielle, on obtient

624

=5 : : (2.1.36)
l
pars 5.
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ce qui donne

0 si k est impair ,
kY _
E(X") = (20)! (2.1.37)
ST si k = 2/ est pair .

En séparant les termes pairs et impairs de (2¢)!, la derniére expression peut étre récrite
sous la forme

(20)!  20(20-2)...4-2

2 200!
=(20—-1)(2¢-3)...5-3-1, (2.1.38)

(20-1)(20—3)...5-3-1

cette derniére quantité étant souvent dénotée (2¢ — 1)!1.

2.2 Vecteurs aléatoires a densité

Définition 2.2.1 (Vecteur aléatoire). On appelle vecteur aléatoire de dimension n un
n-uplet X = (X1,...,Xy) ot chaque X; est une variable aléatoire réelle.

Nous aimerions associer, quand c’est possible, une densité f(z1,...,z,) & un tel vecteur
aléatoire. C’est-a-dire que la probabilité que X appartienne a un sous-ensemble B C R"
devrait pouvoir s’écrire comme une intégrale multiple de f sur B.

Considérons d’abord le cas n = 2. Supposons que pour une fonction f : R? — R,
I'intégrale

fi(z) = /_OO f(z1,22) dao (2.2.1)

existe pour chaque z; € R. Supposons de plus que la fonction f; est intégrable. Le
théoreme de Fubini affirme que 'intégrale de f est égale a celle de

fo(@2) = /Oo f(x1,22) day . (2.2.2)
On note alors
/]1%2 f(x1,x9) day dag = /_Z fi(xzy) dzy = /_C: fa(x2) das . (2.2.3)

Si B C R™, on introduit de plus

/ f(l'l,l‘Q) dlL‘l dZL'Q = /2 1B($1,l'2)f($1,l'2) dl’l d{L‘Q s (2.2.4)
B R
pour autant que cette derniere intégrale existe, ou

1 si (xl,xg) e B,

13(1‘1,{[}2) = { (2.2.5)

0 sinon

désigne la fonction indicatrice de x € B. Ces notations se généralisent a des fonctions
f:R" —>R.
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FIGURE 2.2. Expérience de l'aiguille de Buffon. Le domaine B correspond aux valeurs de
@ et y pour lesquelles il y a une intersection entre 1'aiguille et une ligne horizontale.

Définition 2.2.2 (Densité d’un vecteur aléatoire). Une fonction intégrable f : R™ —
[0, 00][ est une densité si elle satisfait

f(l’l, .. .,(En) dx1 .. .da:n =1. (2.2.6)
R™

On dit qu’un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) admet la densité f si
P{Xlgal,...,Xnéan}:/ flz1, ... xy) dzy ... dxy, (2.2.7)
|—00,a1]x - X]—00,an]

pour tout choix de aq,...,a, € R. On dit aussi que f est la densité conjointe des variables
aléatoires X1, ..., X,.

Le théoreme suivant, sur lequel nous reviendrons dans la section suivante, permet
d’étendre la relation (2.2.7) & des événements plus généraux. Pour I'instant il suffira de
savoir que les Boréliens sont une classe de sous-ensembles de R™, comprenant en particulier
les ouverts et les fermés de R™, ainsi que toutes leurs réunions et intersections.

Théoréme 2.2.3. Soit X un vecteur aléatoire admettant la densité f. Alors pour tout
Borélien B CR"™, on a

P{X € B} :/ flxy,...,o,) dzy ... dzy, . (2.2.8)
B

Exemple 2.2.4.

1. L’aiguille de Buffon: On laisse tomber une aiguille de longueur a < 1 sur une feuille
recouverte de lignes paralleles, distantes de 1 (Figure 2.2). Avec quelle probabilité
Paiguille coupe-t-elle une des lignes?

On peut admettre que la position y € [0, 1| du milieu de I'aiguille, mesurée par rapport
a la ligne située immédiatement en-dessous de ce milieu, et l'angle ¢ € [0,27] que
Iaiguille fait avec les lignes, sont distribués uniformément:

1
f(ya QO) = gl[O,I[X[O,ZW[(yv SO) : (229)

On remarque alors que 'aiguille coupe une ligne si et seulement si (y, ¢) appartient a
I’ensemble

B= {(y, ) € [0,1[x[0, 27[: y — gysimp\ <0ouy+ g\sin¢| > 1} . (2.2.10)
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A 2o (b) A 2o

z T

FIGURE 2.3. (a) Domaine d’intégration déterminant la densité marginale d’une densité
conjointe. (b) Domaine d’intégration déterminant la densité de la somme X; + X5.

La probabilité d’une intersection est donc donnée par

1
IP’{(Z/v‘P)EB}:/f(y,cp) dydgp:4/ 2—dydgp
B {(y,p): 0<e<m,0<y< L sinp} 4T

4 T r2sing 9
:—/ /2 dydgoz—/ gs.incpd@:—a. (2.2.11)
™ Jo 0 ™ Jo 2 T

Cette expérience permet donc d’estimer la valeur de 7 (en langant I’aiguille un grand
nombre de fois, et en invoquant la loi des grands nombres).

. Densités marginales: Dans le cas n = 2, appliquons le Théoreme 2.2.3 pour I’ensemble

B =] —00,a] xR (Figure 2.3a). On a (z1,x2) € B si et seulement si x; < a, et donc

]P’{Xl < a} = IP{X € B} = /a /OO f(z1,x2) dag duy . (2.2.12)

v~

fi(z1)

Ainsi, fi(z1) est la densité de la variable aléatoire X;. On I'appelle premiére densité
marginale de f. On définit de maniere analogue la seconde densité marginale fo(x2).
Plus généralement, pour une densité de dimension n > 2, la k-éme densité marginale
est obtenue par intégration sur tous les x; avec i # k.

Densité d’une somme: Soient X7 et Xy deux variables aléatoires. Alors le changement
de variable z1 = z — x2 nous permet d’écrire (c.f. Figure 2.3b)

P{Xl + X9 < a} f(:L‘l,JTQ) dxy dxg

{(z1,x2): z1<a—x2}

/ / f(z1,x2) day dag
:/_oo/_oof(z—:vg,xg) dz dao
:/;[/Zf(z—mg,xg) dzs | dz | (2.2.13)

=:9(z)

La densité de la somme Z = X| 4+ X5 est donc donnée par

= /00 f(z — z9,x2) daxa . (2.2.14)
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Proposition 2.2.5. Si X1, Xy admettent la densité conjointe f, et si leurs espérances
existent, alors l’espérance de X1 + Xo existe et vaut

E(X1+ Xz) =E(X1) + E(Xy) . (2.2.15)

DEMONSTRATION. En utilisant (2.2.15) et le changement de variable z = 21 + x2, on a

IE(X1 +X2) :/ zg(z) dz —/ / f(z — x9,x9) dag dz

:/ / (1 + x2) f(z1, z2) dxy dae
/ 961/ f(x1,22) daa dx1+/ 962/ f(x1,22) doy dag

fi(=z1) f2(w2)

=E(X)) +E(Xy) . (2.2.16)
m
Définition 2.2.6 (Indépendance). Les variables aléatoires réelles X1, ..., X, sont dites
indépendantes si
P{Xl <ai,..., X, an} ]P’{Xl al} IF’{X an} (2.2.17)
pour tout choix de ai,...,a, € R.
Théoreme 2.2.7. Soient X1,..., X, des variables aléatoires telles que X; admette une

densité f; pour chaque i. Alors elles sont indépendantes si et seulement si

flxr,. .. xn) = fi(z1) ... fu(zy) (2.2.18)
est la densité conjointe de Xq,..., X,.

DEMONSTRATION.
< Si f est la densité de X, alors

IP’{Xl at,. .., Xn < an} = /a1 /an fi(xy) ... folzy) doy ... dx
= " fi(zq) dxl.../an fn(xy) day,

=P{X1<a1}...P{X, <an}. (2.2.19)

= Si Xi,...,X, sont indépendantes, alors

P{X) <a1,....Xp<an} =P{X1 <a1}...P{Xp < an}

= /_OO fi(z1) dxl.../_oo fn(zy) doy,

al an
:/ / f(z1,...,2n) doy ... dxy, (2.2.20)

donc f(x1,...,zy) est la densité conjointe de (Xi,..., X,). O
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Remarquons que les f;(z;) sont évidemment les densités marginales de f(z1,...,x,).
La relation (2.2.13) implique immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 2.2.8. Si X1 et X5 sont des variables aléatoires indépendantes, de densités
respectives f1 et fo, alors X1 + Xo admet la densité

9(z) = /_00 fi(z = 22) fo(2) daa . (2.2.21)

Ceci motive la définition suivante.

Définition 2.2.9 (Convolution). Si fi et fo sont deux densités, la fonction

f1 *fQ(Z) = /oo fl(z — xg)fg(xg) dl‘g (2.2.22)

s’appelle la convolution de fi et fo.

Nous appliquons maintenant ces résultats au cas particulier important de variables
aléatoires gaussiennes, c’est-a-dire suivant des lois normales.

Théoreme 2.2.10. Soient X1, ..., X,, desvariables aléatoires indépendantes, suivant cha-
cune une loi normale, de moyenne u; et de variance 01-2. Alors la somme X1+ -+ X,
suit une loi normale de moyenne py + - - + pp et de variance o3 + -+ + 2.

DEMONSTRATION. Nous allons considérer le cas n = 2, le cas général s’en déduit par
récurrence. Il est plus commode de travailler avec Y7 = X1 — pp et Yo = Xo — o, qui
suivent des lois normales centrées (c’est-a-dire de moyenne nulle). Soit

2 2
v o1+ o5 o9
u=u(y2) = Y2 — Z. 2.2.23
( ) 0102 01\/0%4—0% ( )

Nous allons utiliser le fait que

2 N2 2
Wt s = (2 ;ﬂ) +2 (2.2.24)
o] + 05 o1 o3

qui se vérifie par un calcul élémentaire. La densité g de Y7 + Y5 est alors donnée par la
convolution

1 2 2 1 2 2
_ —(2—y2)?/207 —y3 /203 d
zZ) = (§ e
9(2) / oo o o Y2

1 o 1/ (z—y2)? 2
= expy —= (2 + 2 )t a
2mo102 /_OO Xp{ 2< o? o3 b2
_ ! / R ) B L
2m0102 ) oo \oi+ o3
1

2 2 2
= o F/ANH) = 5(2:0,07 + 07) , 2.2.25
277(0% n a%) 80( 1 2) ( )

ou nous avons utilisé le changement de variable ys — u(y2). Ceci montre que Y; + Y3 suit
la loi N'(0,0% + 03), et par conséquent X; + Xy suit la loi N(u1 + po, 02 + 03). O
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La densité conjointe des n variables gaussiennes indépendantes est donnée par

Flan .. an) = L nexp{—ﬂererMH, (2.2.26)

(2m)"/20y ... 0 o1 o2

on 'appelle une densité gaussienne a n dimensions. Considérons le cas ou les X; suivent
la loi normale standard, c’est-a-dire

f(@) = f(on,. .. an) = (%1)”/2 ol (2.2.27)

Par 'indépendance, nous aurons cov(X;, X;) = 0 pour ¢ # j, alors que V(X;) = 1, et
par conséquent E(X;X;) vaut 1 si i = j, 0 sinon. Soit alors S une matrice non singuliere,
c’est-a-dire telle que det S # 0, et T = S~!. Considérons la variable aléatoire

Y =TX +u, (2.2.28)

dont l'espérance vaut p. Quelle est sa densité? Nous avons, en vertu de la formule de
changement de variable,

P{Y € B} =P{X € S(B—p)} :/S(B )f(x) dzy ...dwz,
—H

= /Bf(S(y —p))|det S| dyy ... dyn, - (2.2.29)
Par conséquent, la densité de Y est donnée par
det S| _jgy_u2
oly) = _(’%)n/\z ISPz (2.2.30)

Remarquons que ’on peut récrire
1Sy — )l = (S(y — w)|S(y — ) = (y — ulAly — )
n
= aij(yi — i) (w5 — 1) 5 (2.2.31)
ij=1
ol A est la matrice symétrique définie positive A = ST'S, d’éléments a;j, qui satisfait
det A = (det S)2. Nous avons donc
Vdet A { 1 — }

g(yl') e 7yn) = WGXP —5”221@1‘]‘(%‘ - Mz‘)(yj - Mj)

(2.2.32)

qui est la forme générale d’une densité gaussienne. Nous avons déja vu que son espérance
vaut p. Quant a sa covariance, elle se calcule en observant que

E(YY;) = E( [g Ty X + uz} LEZ: Tieket ’”D

n
= Z T TieE (XK Xe) + pit;
k=1

n
=D TaTy + pipg = (TTV)ij + pipsy (22.33)
k=1
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d’on, comme TTT = A1,

cov(Y;,Y;) = (A7h),; . (2.2.34)

La matrice C = A~! s’appelle la matrice de covariance de la densité gaussienne (2.2.32).
Nous voyons en particulier que les variables Y7, ...,Y, sont non corrélées si et seulement
si A est diagonale, ce qui est le cas si et seulement si les variables sont indépendantes.

Définition 2.2.11 (Densité gaussienne). Soit C' une matrice n X n symétrique, définie
positive, et p € R™. La densité

1 1
o(z;pu, C) = W exp{—§<m - M‘C_l(m - ,u)>} (2.2.35)

s’appelle densité gaussienne de moyenne p et matrice de covariance C.
Voici pour terminer une autre propriété remarquable des densités gaussiennes.

Proposition 2.2.12. Les marginales d’une densité gaussienne sont des densités gaussi-
enmnes.

DEMONSTRATION. Il suffit & nouveau de considérer le cas n = 2, u = 0, les cas de dimen-
sion plus élevée pouvant étre traités par récurrence. Or I'identité

a2 \2 apaz —a
allx% + 2a12x122 + a22x§ = ail (:Cl + a—xg) + THI% (2.2.36)
11 11

permet d’effectuer l'intégrale de la densité sur xq, a 'aide du changement de variable
< . . < _ 2 2

u = x1 + (a12/a11)xe. La densité marginale est donc proportionnelle a e x2/202, avec o9

donné par o3 = a1/ det A. O

2.3 Mesures de probabilité et espaces probabilisés

Nous donnons dans cette section une introduction a la théorie générale des espaces prob-
abilisés, telle que fondée par Kolmogorov. Cette théorie permet de traiter de maniere
unifiée les espaces probabilisés discrets, les variables aléatoires a densité, et bien d’autres
situations. La construction comporte trois étapes principales:

1. espace probabilisé est défini & ’aide des notions de tribu et de mesure de probabilité;

2. les variables aléatoires sont définies comme des fonctions mesurables;

3. les espérances sont définies comme des intégrales par rapport a la mesure de proba-
bilité.

Définition 2.3.1 (Tribu). Soit Q un ensemble. Une famille non vide F de sous-ensembles
de Q s’appelle une tribu (ou o-algebre) si

e Qe F;
e pour tout A € F, on a A® € F;
e pour toute famille {Ay}nen d’éléments de F, on a | Jrr | An € F.
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Définition 2.3.2 (Mesure de probabilité). Une mesure sur une tribu F est une ap-
plication p : F — [0, 00] telle que

e u(0) =0;

o o-additivité: pour toute famille {Ap}nen d’éléments de F, disjoints deuz o deux,

M(G A,) = i H(Ay) . (2.3.1)
n=1 n=1

Si de plus u(2) =1, p est une mesure de probabilité, et on la notera P.

Définition 2.3.3 (Espace probabilisé). Si F est une tribu sur 2, (2, F) est appelé
un espace mesurable, et les éléments de F sont dits mesurables. Si u est une mesure,
(Q,F, 1) est appelé un espace mesuré. Si P est une mesure de probabilité, (2, F,P) est un
espace probabilisé.

Exemple 2.3.4.

1. F={Q,0} est une o-algebre, appelée la o-algebre triviale. La seule mesure de prob-
abilité sur F est donnée par P(2) = 1, P() = 0.

2. Soit © un ensemble fini ou dénombrable, et F = P(Q) = {A: A C Q} Pensemble de
toutes les parties de Q. Alors F est une tribu, et (£2, F) est un espace mesurable. Si
p: Q — [0,1] satisfait ) o p(w) = 1, alors I'application P : 7 — [0, 1] définie par

P(A) = p(w) (2.3.2)

w€eA

est une mesure de probabilité. On la note

P=> pwi,, (2.3.3)

we

ou d,(A) vaut 1 siw € A, 0 sinon. L’espace (€2, F,P) est un espace probabilisé discret.
3. Si 2 =R, la tribu des Boréliens B est par définition la plus petite tribu contenant
tous les intervalles de la forme Ja,b] C R. On dit que c’est la tribu engendrée par ces
intervalles.
L’application A définie par
Aa,b]) =b—a, (2.3.4)

et étendue a B par g-additivité, est une mesure, et s’appelle la mesure de Lebesgue.
Le mesure de Lebesgue d’un intervalle est donc simplement sa longueur. Cette mesure
n’est pas une mesure de probabilité car A(R) = oo.
Si F: R — [0,1] est une fonction de répartition, I’application P : B — [0, 1] définie
par

P(Ja,b]) = F(b) — F(a) , (2.3.5)

et étendue a B par o-additivité, est une mesure de probabilité. Ainsi (R, B,P) est un
espace probabilisé.

4. Si Q = R™, on définit de maniére analogue la tribu des Boréliens B, comme celle
engendrée par les hypercubes |aj,bi] x -+ X]ay, by]. La mesure de Lebesgue sur R"
est définie par

)\(]al, bl] Xoeee x]an, bn]) = (bl — (Il) e (bn — an) R (2.3.6)

et étendue a B, par g-additivité.



2.3. MESURES DE PROBABILITE ET ESPACES PROBABILISES 41

5. Soient (€, F;), i € I, des espaces mesurables. Pour A € Fy, notons

AWK = {w € HQl wi, € A} . (2.3.7)

L’ensemble de tous les A®) engendre une tribu sur L €%, appelée tribu produit des
Fi, et notée ®;F;. L’espace mesurable ([[, i, ®;F;) est l’espace produit des (§;, F;).
Par exemple, dans une expérience de Pile ou Face, prenons Q; = {P,F} pour chaque
jet, avec la tribu

Fi = {0,{P}, {F},{PF}} . (2.3.8)
Une mesure de probabilité sur ’espace produit est définie par
A
P({w € Q: (wi,...,wm) € AC {F,P}™}) = ’2—m (2.3.9)

pour tout m.

Définition 2.3.5 (Application mesurable).
e 5i(QF) et (U, F') sont des espaces mesurables, une application f : Q — Q' est dite
F-F'-mesurable si elle satisfait

fTUF)Y={fY(A): AeF}cCF, (2.3.10)

c’est-a-dire si la préimage de tout élément de F' est un élément de F.
e Une application f : Q — R est dite F-mesurable, ou simplement mesurable, si elle est
F-B-mesurable. En particulier, toute fonction continue f : R — R est B-mesurable.

Définition 2.3.6 (Variable aléatoire).

o Si (2, F,P) est un espace probabilisé et X : Q — R est F-mesurable, on dit que c’est
une variable aléatoire. On vérifie que

PX-1: B — [0,1]

A — PX LA =P(X1(A) =P{X c A} (2.3.11)
est une mesure de probabilité sur (R, B), appelée la loi de X.
e L’application
R (2.3.12)

t = Fx(t)=PX (] —o00,t]) =P{X <t}
est appelée la fonction de répartition de X.

Les fonctions mesurables d’un espace probabilisé sont donc simplement celles pour
lesquelles on peut définir P{X € A} pour tout Borélien A € B. La situation est symbolisée
dans le diagramme suivant (notons que X, étant mesurable, peut étre identifiée & une
application de F dans B):

P
(Q,F) — [0, 1]

X\ / PX!
(R,B)

(2.3.13)

Finalement, il nous faut définir la notion d’intégrale sur un espace mesuré ou proba-
bilisé. Nous nous bornerons ici a donner les définitions et le résultat principal.
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Définition 2.3.7 (Intégrale d’une fonction simple).
Soit (0, F, 1) un espace mesuré.

e On appelle fonction simple toute fonction e : @ — R de la forme

k
e(w) = a;law), (2.3.14)
=1

ot les a; sont dans R, les A; sont dans F, et 14,(w) est la fonction indicatrice de
w € A;.
e L’intégrale d’une telle fonction simple est définie par

k
/ edy = Z%M(Ai) . (2.3.15)
Q i=1

Théoréme 2.3.8. Toute fonction mesurable f : Q@ — [0, 00| peut s’écrire comme

f= lim e,, (2.3.16)

n—oo

pour une suite croissante de fonctions simples ey, (c’est-a-dire telle que ep(w) < ept1(w)
pour tout w € Q). De plus

lim [ e,du € [0,00] (2.3.17)

n—oo [¢)

eriste et ne dépend pas de la suite de e, convergeant vers f.
Ce résultat justifie la définition suivante.

Définition 2.3.9 (Intégrale d’une fonction mesurable).

e Soit f:Q — [0,00] une fonction mesurable. Alors son intégrale est définie par

/ fdu= lim [ e,du, (2.3.18)
Q n—ee Jq

ot e, est une suite croissante de fonctions simples convergeant vers f.
e Soit f:Q — [—o0,00] une fonction mesurable. Alors son intégrale est définie par

/Qfdu=/gf+du—/ﬂf_du, (2.3.19)

ot fy(w) =max{f(w),0} et f_(w) =max{—f(w),0} désignent la partie positive et la
partie négative de f.
e Pour tout A € F, on pose

/Afduz/QlAfdu, (2.3.20)

e On note L1(Q, F, p) lespace des fonctions mesurables X : Q — R telles que l’intégrale
de | X| soit finie, et L,(Q, F,p) Uespace des fonctions mesurables X : @ — R telles
que lintégrale de | X|P soit finie.

Dans le cas particulier (Q,F,u) = (R, B, \), 'intégrale introduite ci-dessus s’appelle
Uintégrale de Lebesque. Par définition, l'intégrale de Lebesgue d’une fonction simple est
égale a la surface comprise sous le graphe de cette fonction, donc a son intégrale de
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Riemann. Par conséquent, si une fonction est intégrable selon Riemann, son intégrale de
Lebesgue est égale a son intégrale de Riemann, et on écrit

/Rfd)\:/Rf(a:) dmz/if(m) dz (2.3.21)

Revenons maintenant au cas particulier d’'un espace probabilisé.

Définition 2.3.10 (Espérance). Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(Q, F,P) telle qu’on ait soit X (w) = 0 pour tout w, soit X € L1(Q, F,P). Alors on appelle
espérance de X ['intégrale

E(X) :/QX P . (2.3.22)

Plus généralement, si ¢ : R — R est B-mesurable, on pose

E(p(X)) = /Q o(X) dP . (2.3.23)

On notera que les notations suivantes sont toutes équivalentes:

P{X <t ——/ dIP’——/l dP =E(1
{ } <t (X<t} ( {th})
¢

:PX—l(]—oo,t]):/Rq_ooﬂ d(IP’X_l):/ d(PX1) . (2.3.24)

—0o0

Exemple 2.3.11.

e Dans le cas d’'un espace probabilisé discret, c’est-a-dire
P=> pwi,, (2.3.25)
wel

toute variable aléatoire X : 2 — R est une fonction simple, car elle peut s’écrire

X=> Xwlgy. (2.3.26)
we
Par conséquent, son espérance est donnée par
E(X) = /Q XdP=> X(w)P({w}) =Y X(w)pw). (2.3.27)
weN we

e Si X est une variable aléatoire dont la fonction de répartition admet une densité f,
on a

P{X € A} — / (@) do . (2.3.28)
A
Comme par ailleurs
P{X € A} =PX1(A) = / d(Px—1), (2.3.29)
A

on s’apercoit que la loi de X est donnée par d(PX 1) = f(z) dz. On retrouve donc

IE(X):/QX dP:/Rxd(]le)Z/ zf(r) dz . (2.3.30)

R
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Chapitre 3

Introduction aux processus
stochastiques

Jusqu’ici, nous avons essentiellement considéré des suites de variables aléatoires indépen-
dantes. Les processus stochastiques sont des objets plus généraux, comprenant des suites
de variables aléatoires qui ne sont pas indépendantes. En général, on interprete l'indice
numérotant ces variables comme le temps. Un cas important est celui des processus
markoviens, pour lesquels chaque variable aléatoire de la suite ne dépend que de la
précédente. La marche aléatoire et les chaines de Markov sont des exemples de proces-
sus stochastiques markoviens, que nous allons étudier plus en détail.

3.1 La marche aléatoire unidimensionnelle symétrique

Considérons une expérience de Pile ou Face. Pour N jets successifs, on peut prendre
comme univers le produit Qy = {P,F}?. Considérons alors la variable aléatoire Sy égale
a la différence entre le nombre de Pile et de Face obtenus lors des k premiers jets. On peut
écrire

1 le j-¢ t d Pil
Sk=YX; ouX;= oL o reme e conne e (3.1.1)
= —1 sile j-eme jet donne Face .

La marche aléatoire unidimensionnelle symétrique est la suite des Sy obtenue dans le cas
1

P{X; =1} =P{X; = -1} = 3 (3.1.2)

les X; étant supposés indépendants. Les réalisations du processus sont des suites {Si(w)}

d’entiers telles que Sp(w) = 0 et Sk41(w) — Sk(w) = £1 (Figure 3.1). La probabilité de

chaque suite de longueur k est 27%.

Sk(w)
k

\/\\/ ]

FIGURE 3.1. Une réalisation d’une marche aléatoire Si(w).

45
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Commencons par établir quelques propriétés élémentaires de la variable aléatoire Sj.

Proposition 3.1.1.

1. L’image de Sy est Sp(Qn) ={—k,—k+2,...,k—2,k}.
2. La loi de Sy, est binomiale, donnée par

k 1
P{S =n} =b( k1) (3.1.3)
2 2
3. On a E(Sk) =0 et V(Sg) = k.
DEMONSTRATION.
1. Suit du fait que Sop =0 et Sky1 — Sk € {—1,1}.
2. On a
nombre de réalisations avec HT” Pile et k_T” Face
P{S; =n} = ——
nombre de réalisations de longueur k
1 < k > 1 k! (k +n 1)
k+n n —n ) vy
k) T E Gy e
3. Comme E(X;) =0et V(X;) =1, on a E(S;) =0et V(Si) = k. O

La Proposition 3.1.1 implique que Sk est nul en moyenne, mais que ses fluctuations
sont d’ordre vk. En particulier, la probabilité que le processus se trouve en 0 au k-éme
pas est donnée par

0 si k est impair ,
P{S); =0} = (20! . . (3.1.5)
b(¢;2¢, %) = W si k = 2¢ est pair .
Remarquons que la formule de Stirling implique que pour £ grand,
1 Varle 2¢(20)% 1
P{Syy = 0} ~ — VAL 207 (3.1.6)

9220 Qppe—2L P20 - [l :
Cependant, la loi de chaque S; ne détermine pas le processus, les Sy n’étant pas
indépendants. Voici d’abord quelques propriétés simples du processus considéré dans son

ensemble:

Proposition 3.1.2.
1. Propriété de Markov: Pour tout k > £ >0, on a

P{Sk = n|Sg = mg,Sg,1 = My_1,.. .,51 = ml} = P{Sk = n‘Sg = mg} . (3.1.7)

2. Incréments indépendants: Pour tout k > £ > 0, S — .Sy est indépendant de S1,...,Sy.
3. Incréments stationnaires: Pour tout k > £ > 0,

P{Sk =n|Se =m} =P{Sx_r =n—m}. (3.1.8)
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Sk (w)

FIGURE 3.2. Une réalisation d’'une marche aléatoire pour laquelle 7 = 12.

DEMONSTRATION. Nous pouvons décomposer

k
Sk=8+Y, Y=> X;. (3.1.9)
j=t+1
L’indépendance des X; implique que Y = Sy — Sy est indépendante de X3,..., Xy, donc
aussi de S1,...,.5p. Il suit que
P{Y:n—mg,Sg:mE,...,Sl :ml}
P{Sg = mg,...,sl :ml}

=P{Y =n—my}. (3.1.10)

P{Sy = n|Spg =my,..., 51 =my} =

Par le méme raisonnement, nous avons également

P{Sy = n|Sp =my} =P{Y =n —my} . (3.1.11)
Finalement,
k k—j
P{Y:n—m}:P{ Z Xj:n—m} :IP’{ZXj:n—m} =P{Sx_r=n—m},
Jj=t+1 J=1
(3.1.12)
du fait que les X; sont identiquement distribués. ]

La propriété de Markov signifie que ’évolution du processus ne dépend que de son état
présent, indépendamment de son passé. Elle permet d’écrire des relations du genre

P{Sy = n, Sk—1 =m, (S1,...,Sk—2) € A}
=P{Sk = n|Sk—1 = m}P{Sk_1 =m,(S1,...,5k—2) € A} . (3.1.13)
Voyons maintenant comment déduire de ces propriétés des informations non triviales

sur les réalisations du processus. Une premiere quantité intéressante est le temps 7 du
premier retour du processus en 0 (Figure 3.2):

7 =inf{k > 1: S, =0} . (3.1.14)

Par exemple, dans 'expérience de jet de piece de monnaie, 7 est le nombre de fois que
Ion jette la piece jusqu’a obtenir pour la premiere fois autant de Pile que de Face. Quelle
est la loi de 77 Il est clair que 7 ne peut prendre que des valeurs paires. De plus, si 7 = k
alors S = 0, donc P{7 = k} < P{S; = 0}. En fait, il nous faut déterminer

P{r =k} =P{S; #0,S #0,...,S_1#0,S; =0} . (3.1.15)
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FiGUuRE 3.3. Pour chaque réalisation d’une marche aléatoire avec 7 = ¢ < k telle que
S1 = 1, il existe une autre réalisation telle que 7 = ¢ et S; = —1, obtenue par réflexion
par rapport a ’axe des abscisses.

Théoreme 3.1.3. La loi de 7 est donnée par

0 pour k impair ,

P{r =k} = (3.1.16)

1
EP{Sk_Q =0} pourk pair.

DEMONSTRATION. Supposons que 7 = k. Comme le processus ne peut pas changer de
signe sans passer par 0, on a

P{r =k} =P{S; > 0,5 >0,...,S.1>0,S, =0}
+P{S1 <0,52<0,...,5-1<0,S =0}
=2P{S; > 0,5 >0,...,S5¢1 > 0,5, =0}
=2P{S1 =1,8 >0,...,5_2>0,5_, =1,5 =0}
=2P{S; =0|Sk_1 =1}P{S1=1,5 >0,...,5,92>0,5.1 =1}, (3.1.17)

oul nous avons utilisé la propriété de Markov dans la derniere ligne. La propriété des
incréments stationnaires implique

1
P{Sk = 0[Sp-1 =1} = P{S) = ~1} = 7 . (3.1.18)
11 suit que
P{r =k} =P{S1=1,5 >0,...,5,2>0,5_1 =1} (3.1.19)
=P{S1 =S, 1=1}—-P{S1=Sr1=1,He€{2,....k—2}: S, =0}.
Nous utilisons maintenant un argument important, appelé le principe de réflexion: A tout
chemin allant de (1,1) a (k — 1,1) passant par 0, on peut faire correspondre un unique

chemin de (—1,1) a (k — 1,1), obtenu en réfléchissant par rapport a I’axe des abscisses la
partie du chemin antérieure au premier passage en 0. On a donc

P{Sl =S,1=1,He {2, N 2} 1S = 0} = P{Sl =-1,5._1 = 1} . (3.1.20)

Finalement, en appliquant de nouveau la propriété des incréments stationnaires, on voit
que

1
P{S1 = 1,81 = 1} = P{Sk_1 = 1|S1 = JP{S1 = 1} = P{Sp_o = 0} - 5.,

1
P{S1 = ~1, 841 = 1} = P{Sp1 = 1|81 = ~1}P{S) = 1} = P{Sp2 =2} - 5 . (3.1.21)
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En remplagant dans (3.1.19), il vient
1
P{r =k} = 5 [P{Sk_2 =0} — P{Sk_o =2}] . (3.1.22)
Le reste de la preuve est un calcul direct. Comme
k—2
Plsio=20 _ (i) _(B-Di5-1r §-1 . 2 513
— k=2 k k - k - ’ o

PLSk2=0}  (.2) (95 -2)! 3 &
on obtient ) ) )
ce qui conclut la démonstration. O

Le tableau suivant donne les premieres valeurs de la loi de 7:

k 2 1 6 8 10 12 14
_ 1 1 1 5 7 21 33
Plr=k}| 3 g 6 % 756 Tood 3018
=0.5=0.125 | =20.063 | =0.039 | =0.027 | =£0.021 | =0.016

Il est donc assez probable de revenir rapidement en 0, puis la loi prend des valeurs plutot
faibles, tout en décroissant lentement. Il suit de (3.1.6) que pour des grands k, P{T = k}

décroit comme 1/ k3/2. Ce fait a une conséquence surprenante:
Corollaire 3.1.4. E(7) = +o0.

DEMONSTRATION. On a

ZkIP’{T—k}—ZQE P{Sy_y = o}wz\/_ +00 .

k>1 21 0>1

(3.1.25)

O

En d’autres termes, la marche aléatoire finit toujours par revenir en 0, mais la loi de
7 décroit trop lentement pour que son espérance soit finie. Cela est lié au fait que si la
marche aléatoire s’éloigne beaucoup de 0, il lui faut longtemps pour y revenir.

Considérons une autre application du principe de réflexion. Supposons qu’une machine
a sous fonctionne avec une mise d’un euro, et que la machine rende soit deux euros, soit
rien, avec la méme probabilité. Combien de fois peut-on jouer, si I’on posséde initialement
10 euros? La somme que l'on possede apres avoir joué k fois est égale a 10 — Si, on peut
donc jouer jusqu’a ce que Si = 10. Il nous faut donc déterminer la loi de

L = inf{k = 0: Sk = L} (3.1.26)
pour L = 10 dans notre exemple.
Théoréeme 3.1.5. La loi de 11, est donnée par
|L| P{S. = L} pourk € {|L},|L|+2,...},
P{r, =k} = (3.1.27)

0 sinon .
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Sk(w)

FIGURE 3.4. Pour chaque réalisation d’une marche aléatoire avec 7, < k, et telle que
Sp—1 = L — 1, il existe une autre réalisation telle que Sy_1 = L + 1, obtenue par réflexion
par rapport a la droite d’ordonnée L.

DEMONSTRATION. Considérons le cas L > 0. On a

P{TL:]{Z}:]P){Sl<L,SQ<L,...,Sk_1:L—1,Sk:L}
:P{Sk:L‘SkflzL—l}]P){Sl<L,S2<L,...,Sk,1:L—1}

1
= 5]?{51 <L,So<0L,...,S 1 :L—l} (3.1.28)
1 .
= §[P{Sk_1 =L-1}-P{Sy1=L-1,3j€{l,....k—2}: S; =L}].
Invoquons alors a nouveau le principe de réflexion (Figure 3.4). A chaque réalisation telle

que Sx_1 = L—1, qui a déja atteint le niveau L auparavant, on peut associer une réalisation
telle que Sx_1 = L + 1. Nous avons donc

Pl — k} — %[P{Sk_l L1}~ P{Sy_ = L+1}]

= () - (i)
N A

:(k—l)!{ 1 1
( >

[
1 K 1[k+L k-L
CEEDIEERL 2 2

L
=P{S; = L}E . (3.1.29)
Le cas L < 0 suit par symétrie. O

Pour des raisons similaires a celles du cas du retour en 0, la loi de 77, décroit en 1/ k3/2,
et son espérance est donc infinie. On est donc str de perdre tot ou tard, tout en pouvant
espérer jouer infiniment longtemps. Le tableau suivant donne les premieres valeurs de la
loi dans le cas L = 2, donc si on ne possede que deux euros au début. On constate que si
I’on ne perd pas lors des 6 premiers coups, la probabilité de perdre en k coups change tres
peu d’'un k au suivant.

k 2 A 6 8 10 12 14
1 1 5 7 21 33 429
P{r = k} i g 7} 28 D) Tooa 16381
—0.25| =0125 | 20.078 | 2~ 0.054 | = 0.041 | = 0.032 | 220.026
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3.2 Le processus ponctuel de Poisson

Le processus ponctuel de Poisson est un processus stochastique d’un type un peu différent,
qui associe une distribution de probabilité aux configurations de points sur R ;. Ces points
modélisent, par exemple, les temps de passage d’un bus a un arrét, les instants d’arrivée
d’appels téléphoniques dans une centrale, et ainsi de suite.

XO =0 Xl(w) Xg(w)X3(w) X4(w) X5(w)
O O O—O O O —

FIGURE 3.5. Une réalisation d’un processus de Poisson.

Le processus peut étre caractérisé de plusieurs manieres différentes. Une réalisation
peut étre spécifiée par une suite croissante de nombres réels positifs

Xo=0< X1(w) < Xa(w) < X3(w) < ..., (3.2.1)

désignant les positions des points dans R ;. Alternativement, on peut décrire une réalisa-
tion en donnant le nombre de points Nj(w) contenus dans chaque intervalle I de la forme
I =]t,t + s]. Si nous abrégeons Ny, par Ni, nous aurons Ny ;1o = Neys — Ni, et les Ny
sont donnés en fonction des X,, par

Ni(w) =sup{n > 0: X, (w) <t}. (3.2.2)
Inversement, les X,, se déduisent des IV; par la relation
Xn(w) =1inf{t > 0: Ny(w) = n}. (3.2.3)

Nous allons voir deux constructions équivalentes du processus de Poisson. La premiere
construction part de la distribution des V.

Définition 3.2.1 (Processus de Poisson). Le processus ponctuel de Poisson satisfait
les conditions suivantes:

1. Ny ne dépend que de la longueur de I, i.e. Nz ;1 g a la méme loi que Ns.
2. 81 I,..., I}, sont deur a deux disjoints, Ny, ..., Ny, sont indépendants.
3. E(Ny) existe pour tout I (de longueur finie).

4. 1l existe un intervalle I tel que P{N; > 0} > 0.

5. Absence de points doubles: lim._,q %]P’{N6 >2}=0.

Supposant qu’un tel processus existe bel et bien, nous pouvons dériver quelques-unes
de ses propriétés.

Proposition 3.2.2.

1. Soit a(t) =E(N:). Alors il existe A > 0 tel que a(t) = At.
2. Pour tout intervalle I C Ry, on a P{N; > 1} < E(Ny).

DEMONSTRATION.
1. Comme Ny = 0, on a «(0) = 0. De plus, comme Niis = N + Njy1q OD &
a(t +s) = a(t) + E(Njg44) = alt) +a(s) , (3.2.4)

en vertu de la condition 1. Par un résultat d’analyse, ceci implique nécessairement que
a(t) = At pour un A > 0, et la propriété 4. implique A > 0.



52 CHAPITRE 3. INTRODUCTION AUX PROCESSUS STOCHASTIQUES

2. C’est une conséquence directe du Lemme 1.4.1 et du fait que Ny > 0. O

La propriété remarquable du processus de Poisson est alors que les variables aléatoires
Njt t 44 suivent nécessairement une loi de Poisson de parametre As.

Théoreme 3.2.3. Si le processus satisfait les 5 conditions de la Définition 3.2.1, alors
les variables aléatoires Ny 1y 4 suivent des lois de Poisson de parametre As:

—As (As)k
]P){]V}t,t-&-s] = k} = 7T)\S<k) =€ %l . (325)
DEMONSTRATION. Par la propriété 1., il suffit de montrer le résultat pour ¢t = 0, c’est-a-
dire pour N;. Partageons |0, s] en k intervalles de longueur égale, de la forme

S
1sj—1, 85] ol s; = % pour 0 < j < k. (3.2.6)
L’idée de la preuve est que pour k suffisamment grand, il est peu probable d’avoir plus
d’un point par intervalle, donc la loi de Yj(k) = Njs;_,,s,] €st & peu pres une loi de Bernoulli.
La loi de Ny est donc proche d’une loi binomiale, que ’on peut approximer par la loi de
Poisson pour k£ grand.

Il suit des conditions 1. et 2. que les Yj(k) sont i.i.d., de méme loi que N5, = Ny, et
on a
k
No=>"v". (3.2.7)
j=1
Introduisons alors des variables aléatoires
_ 0 sivy® =0
v® — i ’ 3.2.8
J {1 siv, " >1 (3.2.8)

k
NP =3y (3.2.9)

satisfaisant Ngk) < Ny pour tout k, on a
P{N" > m} <P{N, > m} (3.2.10)

pour tout k et tout m. De plus, N, S(k) suit une loi binomiale de parametre

—(k k
pe=P{Y" =1} =P{y/" > 1} = P{N, ) > 1} . (3.2.11)

)

Estimons maintenant la différence entre les lois de N, §’“ et N,. Nous avons

P{N® £ N} =P{3j € {1,....k}: Y > 2)

k
<Py 2
j=1

= kP{Y") > 2} = kP{N, ), > 2} . (3.2.12)
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La condition 5. avec € = s/k implique alors
Jim P{N®) £ N} =0. (3.2.13)
Comme on a d’une part la minoration
P{N, = m} > P{N, = N® =m} > P{N® = m} —P{N® £ N,} , (3.2.14)
et d’autre part la majoration

P{N, = m} = P{N® = N, = m} + P{N¥) # N, = m}
P{N® =m} + P{N, # NM}, (3.2.15)

il suit que

Jlim P{N®) =m} = P{N, =m} . (3.2.16)

Il reste a montrer que kpy tend vers As pour k — c0. Si c’est le cas, alors la Proposition 1.6.3
montre que Ny suit une loi de Poisson de parametre As. Or nous avons

00 oo J
kpe = E(NP) = > jPN® =3} =3 > PN =j}
j=1 j=11¢=1
= Z ZP{Mk =jl= ZP{NUf >0}, (3.2.17)
(=1 j=¢
Un calcul analogue montre que
o0
As =E(N,) => P{N,>(}. (3.2.18)
/=1

11 suit de (3.2.10) que kpr < As pour tout k. Par un théoreme d’analyse, on peut alors
intervertir limite et somme, et écrire

o0

lim Y P{N® > = Z lim ]P’{N > () = iP{NS >0} = \s, (3.2.19)
(=1

k—oo

(=1

en vertu de (3.2.16). Ceci montre que kpy converge bien vers As, et par conséquent que la
loi de N, étant la limite d’une loi binomiale de parametre kpy, est une loi de Poisson de
parametre As. O

La seconde construction du processus ponctuel de Poisson se base sur la distribution

des différences de position Z, = X, — X,,_1. Celles-ci caractérisent également de maniere
univoque le processus, via la relation

W)=Y Zjw). (3.2.20)
j=1
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Théoréeme 3.2.4. Pour tout n, les variables aléatoires Z1, ..., Z, sont indépendantes, et
suivent la méme loi exponentielle Exp(N).

DEMONSTRATION. Fixons des instants
tr=0<s1 <t1 <82 <tg < -+ <8y <tp. (3.2.21)
Nous pouvons alors calculer

P{X1 E]Sl,tl],Xg E]Sg,tg], e, Xn E]Sn,tn]}
= P{MO,Sl] = 07 ]\f]sl,tl} = 17 ]Vjtl,sﬂ = 07 s 7]\f]tn_1,sn] = 07 J\ﬁsn,tn] 2 1}

n n—1
H IP){N]tkquk] = 0} H P{Msk:tk] = 1}P{N]Sn:tn} > 1}
k=1 k=1

3

n—1
= e~ AMsE—tr_1) H Atk — si) e~ Atk—sk) [1 _ e_>\(tn—5n)j|
1 k=1

B
Il

n—1
= \n! H(tk — Sk) [e*)“g" — e*)‘t"]
k=1

t1 ;2 tn
= / / .. / ANe ™M dp, dag_q ... dogday . (3.2.22)
s1 Jso Sn

La loi conjointe de (X7i,...,X,) admet donc la densité

Ne ™M §i0<m << Ty,

Flat, ... an) = { (3.2.23)

0 sinon .
Nous pouvons alors calculer la fonction de répartion des Zj:

]P{Zl gzl,...,anzn} :P{Xl gzl,Xg—Xl g,ZQ,...,Xn—Xn_l <Zn}
:P{Xl <ZlaX2 <Z2+X17-'-7Xn <Zn+Xn_1}

21 z2+x1 Znt+Tn—1
:/ / / f(z1,...,xn)dey .. .day . (3.2.24)
0 T Tn—1

La densité conjointe de (Z1, ..., Z,) s’obtient alors en calculant la dérivée

an
mP{Z]_<21,...,Zngzn}:f(Zl,Zl+22,...,Zl+"'+2n)

= A\t ME ) (3.2.25)
Or cette densité est bien la densité conjointe de n variables exponentielles indépendantes
de parametre \. O

Ce résultat fournit une méthode permettant de construire le processus de Poisson:
chaque X, est obtenu a partir de X,,_; en lui ajoutant une variable aléatoire de loi
exponentielle, indépendante des variables précédentes. Ceci présuppose 'existence d’un
espace probabilisé pouvant contenir une infinité de variables aléatoires exponentielles
indépendantes: C’est I’espace produit que nous avons évoqué (sans prouver son existence)
dans 'Exemple 2.3.4.
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3.3 Les chaines de Markov

Dans cette section et les suivantes, nous allons étudier des chaines de Markov sur un
ensemble fini. En fait, tout processus stochastique sur un ensemble fini, a temps discret,
et jouissant de la propriété de Markov, est une chaine de Markov. Nous commencons par
étudier quelques exemples, avant de donner une définition et des propriétés générales.

Exemple 3.3.1. Dans des temps tres reculés, il n’y avait en France que deux chaines
de télévision. Admettons qu’un téléspectateur choisisse entre ces chalnes de la maniere
suivante:

e il commence par regarder la premiere chaine;

e au bout de 10 minutes, il change de chaine avec probabilité p;

e 10 minutes plus tard, il change de chaine avec probabilité p s’il regarde la premiere
chaine, et avec probabilité ¢ s’il regarde la seconde chaine;

e le processus se répéte indéfiniment.

On peut associer le graphe suivant au processus:

" p X

- ®

>~ 1
FIGURE 3.6. Une chaine de Markov a deux états.

Au bout d’un temps tres long, avec quelle probabilité le téléspectateur regarde-t-il la
premiere chaine? Quelle proportion du temps a-t-il passée a regarder chaque chaine?

Soit X, la chaine regardée pendant le (n+1)-éme intervalle de temps. On peut calculer
la loi des X,, par récurrence. Si (zp,yn) = (P{X,, = 1},P{X,, = 2}), on peut écrire sous
forme matricielle

(z0 o) = (1 0),
@ o= 0" ") =01,
(z2 y2)=(1—-p p) <1;p 1fq>=((1—p)2+pq p2—-p—1q) , (3.3.1)

et ainsi de suite. Apres n itérations, on aura donc
(n yn) = (zo yo) P", (3.3.2)

ou P est la matrice

P = <1;P ﬂq) . (3.3.3)

P est appelée la matrice de transition de la chaine. Une méthode de calculer P™ est basée
sur la diagonalisation de P. On constate que P admet les vecteurs propres

G) et (_pq> , (3.3.4)
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avec valeurs propres respectives 1 et 1 —p —¢. On a donc P = SDS™!, avec

S:<1-i> et D:(él_g_q). (3.3.5)

Par conséquent,

fm::QSDS—U"::SD"S—lz-—l—-(q p>-+££:f5131-<p _p>. (3.3.6)
p+qg\q9 P p+q —-q (g

Si0<p+q<2, alors lim, (1 —p—q)" =0, et donc

1
hm_P"::———-<q p). (3.3.7)
n—00 p+q\q P
11 suit que
. q p
nh—{go (zn wn) = (p+q p+q) ' (3.3.8)

Au bout d’'un temps tres long, le téléspectateur regarde donc la premiere chaine avec
probabilité ¢/(p + ¢). Nous verrons que ¢/(p + q) est également la proportion du temps
passée a regarder la premiere chaine.

Exemple 3.3.2. Un ivrogne titube le long d’une rue. A chacun des angles de la rue,
numérotés 2,3, 4, il change de direction avec probabilité 1/2. Aux extrémités de la rue se
trouvent le bar (en 1) et sa maison (en 5). S'il arrive soit au bar, soit a la maison, il y
passe le reste de la nuit. Partant d’un angle de rue donné, avec quelle probabilité finit-il
dans le bar ou dans son lit?

Le graphe du processus est le suivant:

1/2 1/2 1/2
(o, o e @ e )
1 1
1/2 1/2 1/2
FI1GURE 3.7. La chaine de Markov associée a la marche de I'ivrogne.

Sa matrice de transition est donnée par

1 0 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
P=|o0 1/2 0 1/2 0 |. (3.3.9)
0 0 1/2 0 1/2
o0 0 0 0 1

Calculer P™ par la méthode donnée dans ’exemple précédent est laborieux. Nous intro-
duirons une méthode plus efficace permettant de déterminer les probabilités cherchées,
ainsi que d’autres quantités intéressantes.

Le point commun des deux exemples précédents est que la position au temps k& + 1
est choisie avec une distribution de probabilité ne dépendant que de I’endroit ou 'on se
trouve au temps k, indépendamment de ce qui s’est passé aux temps précédents: C’est la
propriété de Markov.
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Définition 3.3.3 (Chaine de Markov). Soit X = {1,...,m} un ensemble fini. Une
chaine de Markov sur X est une suite de variables aléatoires (Xo, X1, Xa2,...), prenant
leurs valeurs dans X, telles que

P{X,=7X1=1d1,..., Xp—1 = g—1} = P{X} = j| Xp—1 = ig—1} , (3.3.10)

cette derniere probabilité ne dépendant que de j et i1, mais pas du temps k. La matrice
de transition de la chaine est la matrice P de taille m x m dont les éléments sont donnés
par

Dans la suite, il sera utile de noter, pour tout événement A,

PRi{A} :=P{A|X}, =i},
P{A} =P {A} = P{A| X, =i} . (3.3.12)

En particulier, on aura P {X, ., = j} = P{X, = j} = pi;j pour tout temps k.

Proposition 3.3.4. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov. Alors

1. Poyr chaque ligne de P, on a Z?;lpij =1.

2. PP { X0 = j} est donnée par élément de matrice ij de P%. Plus généralement,

PR Xy 0 = j} est donnée par I’élément de matrice ij de P*.

DEMONSTRATION.

1. On a
m m

1=PF{Xpy € X} =) PP {Xp =5} = pij. (3.3.13)

j=1 J=1

2. Comme Xj1 € X, on peut décomposer

m
Pk,z{Xk+2 = ]} — Pk’Z{U{Xk—ﬂ =J, Xpy1 = E}}
=1

=Y PP { Xy =4, Xpy1 =1}

P{Xpyo = j, Xpy1 =4, Xp =i}

Il
M= I

2 P{X, =i}
i . (P(Xe1 =6 X = i
- ZP{XkJrZ = J1 Xkt =4, Xy = i} { k];%X = Zf :
(=1 b
m .
=S PR Xy = YPE Xy = 0}
=1
=S pusic (3.3.14)

~
Il
—

Par définition du produit matriciel, c’est exactement ’élément ij de la matrice P2. Le
cas ¢ > 2 suit par récurrence. [
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Une matrice P dont tous les éléments sont non-négatifs, et telle que la somme des
éléments de chaque ligne vaut 1 est appelée une matrice stochastique. La relation (3.3.14)
s’appelle équation de Chapman—Kolmogorov. Elle signifie que les éléments de matrice de
P? donnent les probabilités de passer d’un état a Pautre en deux pas, celles de PY donnent
les probabilités de passer d’un état a ’autre en £ pas.

Définition 3.3.5 (Etat atteignable). L’état j est dit atteignable depuis i s’il existe un
k> 1 tel que I’élément de matrice ij de P* soit strictement positif.

Exemple 3.3.6. Revenons a 'exemple 3.3.2 de la marche de I'ivrogne. On trouve

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1/2 1/4 0 1/4 0 5/8 0 1/4 0 1/8
PP=1|1/4 0 1/2 0 1/4|, P*=|1/4 1/4 0 1/4 1/4| . (3.3.15)
0 1/4 0 1/4 1/2 1/8 0 1/4 0 5/8
O 0 0 0 1 0o 0 0 0 1

Par exemple, partant du point 2, I'ivrogne se retrouve apres deux pas au bar avec prob-
abilité 1/2, et en 2 ou 4 avec probabilité 1/4. Apres trois pas, il se retrouve au bar avec
probabilité 5/8, en 3 avec probabilité 1/4, et a la maison avec probabilité 1/8. Le bar est
atteignable depuis 2 (en un pas), la maison également (en 3 pas). Par contre, la maison
n’est pas atteignable depuis le bar, puisque I'ivrogne reste au bar des qu’il s’y trouve.

Dans la suite, nous allons étudier plus en détail deux types de chaines de Markov:

e les chalnes de Markov absorbantes, dans lesquelles il est impossible de sortir de certains
états, comme dans l'exemple de I'ivrogne;

e les chaines de Markov ergodiques, dans lesquelles on tend vers une distribution sta-
tionnaire, comme c’est le cas dans 'exemple du téléspectateur.

3.4 Chaines de Markov absorbantes

Définition 3.4.1 (Chaine de Markov absorbante).

e Un état i € X d’une chaine de Markov est dit absorbant si p;; =1 (et donc nécessai-
rement p;j = 0 pour j # 1i).

e Une chaine de Markov est absorbante s’il existe, pour tout état, un état absorbant
atteignable depuis cet état.

e Une chaine non absorbante est dite transiente.

Il est commode de renuméroter les états d’une chaine absorbante, en placant d’abord
les états non absorbants, ensuite les états absorbants. Dans ce cas, on dira que la matrice
de transition est écrite sous forme canonique

P (%2 ?) . (3.4.1)

S’il y a r états absorbants, @ est une matrice de taille (m —r) x (m —r), R est une matrice
de taille (m —r) x r et I est la matrice identité de taille r.
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Exemple 3.4.2. Dans 'Exemple 3.3.2 de I'ivrogne, les états 1 et 5 sont absorbants, les
états 2, 3 et 4 ne le sont pas. La matrice s’écrira donc, sous forme canonique

2 3 4 1
0o 12 0o | 1/2 0 2
pP= o 12 0o | 0 1/2 4
0 0 0 | 1 0 1
0 0 0o | 0 1 5
Les matrices Q et R sont données par
0 1/2 0 1/2 0
Q=112 0 1/2], R=10 0 . (3.4.3)
0 1/2 0 0 1/2

Pour la matrice sous forme canonique (3.4.1), on vérifie facilement par récurrence que

P = (%n [I+Q+"I'+Qn1]R> . (3.4.4)

Pour comprendre le comportement a grand temps de la chaine, il faut étudier I’évolution
de cette matrice pour n — oo.

Proposition 3.4.3. Pour une chaine de Markov absorbante,

lim Q" =0. (3.4.5)
n—oo
DEMONSTRATION. Soit ¢ un état non absorbant (i < m —r). L’élément de matrice (Q™);;
de Q" est la probabilité de se trouver dans I’état non absorbant j, apres n pas, partant
de i. Par conséquent, (Q");; est inférieur ou égal & la probabilité de ne par avoir atteint
d’état absorbant en n pas. Soit

m; = min{k > 1: 3¢ > m —r, (P*); > 0} (3.4.6)
le nombre minimal de pas nécessaire a atteindre un état absorbant ¢ depuis 4. Soit
pi=P{Xp, <m-r}<1 (3.4.7)
la probabilité de ne pas atteindre d’état absorbant en m; pas, partant de 7. Soit enfin

M= max m;, p= max p;. (3.4.8)
i=1,...m—r i=1,....m—r
Alors la probabilité de ne pas atteindre d’état absorbant en M pas, partant de n’importe
quel état non absorbant, est bornée par p. Il suit que la probabilité de ne pas atteindre
d’état absorbant en Mk pas est bornée par p*. Cette probabilité tend vers 0 lorsque k
tend vers l'infini. La probabilité de ne pas étre absorbé apres un nombre arbitraire £ de
pas étant une fonction décroissante de ¢, elle tend nécessairement vers 0. Par conséquent,
(Q™)i; tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, pour tout j € {1,...,7}. O

Montrons maintenant que la matrice ) permet de déterminer le nombre moyen de
passages dans chaque état non absorbant, avant de finir par atteindre un état absorbant.
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Théoréme 3.4.4. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov absorbante,
écrite sous forme canonique. Alors

1. La matrice I — () est inversible, et
N=I-Q) '=T+Q+Q*+.... (3.4.9)

2. L’¢lément de matrice n;; de N est l’espérance du nombre de passages dans l’état j, en
partant de ’état i:

niy =B (Y Lixmgy) =B(Y Ly | Xo =) - (3.4.10)
k>0 k>0

DEMONSTRATION.

1. Supposons que z soit un vecteur tel que Qz = z, c’est-a~dire (I — Q)x = 0. Alors

r=Qr=Q%¢=---=Q"x=..., (3.4.11)
donc
z= lim Q"z=0. (3.4.12)

Par conséquent, (I — @) n’admet pas 0 comme valeur propre, donc est inversible.

Comme
T-QU+Q+Q*+ - +Q")=1-Q", (3.4.13)
on a
I+Q+Q*+--+Q"=NI-Q"™), (3.4.14)
et donc .
lim » Q' =N. (3.4.15)
2. Fixons deux états non absorbants i, j < m — r. Soit Y = I{Xk:j}. On a
PH{Y;, = 1} = (Q");; et P{Y}, =0} =1—(Q");; (3.4.16)
donc '
E* (Vi) = (@) - (3.4.17)

Par conséquent,
EZ(Z Yk) = (@")ij = (N)ij =ny; . (3.4.18)
k>0 k>0
O

Définition 3.4.5 (Matrice fondamentale). N est appelée la matrice fondamentale de
la chaine de matrice de transition P.

En utilisant les relations (3.4.5) et (3.4.9) dans l'expression (3.4.4) de P™, on obtient

lim P" = (8 NIR> . (3.4.19)

La matrice N R devrait donc décrire les probabilités de transition d’un état non absorbant
vers un état absorbant, en un nombre arbitraire de pas. Il nous reste également a car-
actériser le temps s’écoulant jusqu’a ce que le processus ait atteint un état absorbant. Son
espérance peut aussi étre déduite de la matrice N.
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Théoréme 3.4.6. Soit N la matrice fondamentale d’une chaine de Markov absorbante.

1. Soit
r=inf{k>1: Xy >m—r} (3.4.20)

le temps s’écoulant jusqu’a ce qu’un état absorbant soit atteint, et soit t; = E¥(T)
Uespérance de ce temps, si l’on part de I’état i. Alors

m—r
Nij (3.4.21)
j=1
ou encore, sous forme matricielle,
t 1
: = Nc ot c=1:1". (3.4.22)
tm—r 1

2. Soit by = PH{X, = q} la probabilité d’atteindre I’état absorbant q si l’on part de i.
Alors biq est Iélément iq de la matrice

B=NR. (3.4.23)

DEMONSTRATION.
1. On a

Z Mij = mz:rE (Z Lix, J}) Z(% 1{Xk<mfr}>

j=1 k>1
=> P{r>k}=> Y P{r=4¢
k>1 k>10>k+1
l
=> Y P{r=0=> (P{r =1} =FE(r). (3.4.24)
21 k=1 =1

2. Si le processus atteint ’état absorbant ¢, il existe un temps k tel que Xy < m —r et
Xk+1 =¢q. On a donc

big =P{X; =q} =) PY{Xp <m—r Xpp1 =g}

k>0
=Y ) P = PP X1 = g}
k>0 (=1
Z Qk z@
k>0
=> Q"“R )ig = (NR)ig , (3.4.25)
k>0

ce qui montre qu’on a bien B = NR. O
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Exemple 3.4.7. Rappelons que pour I’exemple de la marche de I'ivrogne, on a

0 1/2 0 1/2 0
Q=112 0o 1/2], R=|0 0 ]. (3.4.26)
0 1/2 0 0 1/2

Un calcul direct donne alors

1

1 —1/2 0\~ 3/2 1 1/2
N=|-1/2 1 -1/2| =1 2 1]. (3.4.27)
0o -1/2 1 1/2 1 3/2

Par conséquent, si nous gardons la numérotation originale des états,

ta 3/4 1/4
ts| =Nc=(3 4 3) e¢ B=NR=|[1/2 1/2] . (3.4.28)
ty4 1/4 3/4

On peut donc dire qu’en partant du point 2, par exemple,

e le temps moyen jusqu’a absorption est de 3 pas;

e l'ivrogne a une probabilité de 3/4 de finir la soirée au bar, et de 1/4 de la terminer
dans son lit;

e il passe en moyenne 3/2 fois en 2, 1 fois en 3 et 1/2 fois en 4.

Supposons maintenant que l'ivrogne parte avec probabilité 1/3 aux points 2, 3 et 4 re-

spectivement. Alors
il N=11 4 1 (3.4.29)
3 3 3 3

donne les temps moyens passés, respectivement, en 2, 3 et 4.

11 1 10
- - Z ta | = = 3.4.30
<3 3 3) i 3 ( )

donne le temps moyen jusqu’a absorption. Et enfin,

<% % é)B:(% %) (3.4.31)

donne les probabilités respectives de finir au bar ou a la maison.

3.5 Chaines de Markov ergodiques

Définition 3.5.1 (Chaine de Markov ergodique). Une chaine de Markov est dite
ergodique ou irréductible si tout état est atteignable depuis tout autre état. Elle est dite
régulicre s’il existe une puissance P* de sa matrice de transition P dont tous les éléments
sont strictement positifs. Une chaine réguliére est donc ergodique.

La particularité des chaines régulieres est que I’on peut aller de n’importe quel état vers
n’importe quel autre état en un nombre fixé k£ de pas, ou k est indépendant de I'état de
départ. Pour les chaines ergodiques, on demande simplement que tout état soit atteignable
depuis tout autre, mais le nombre de pas n’est pas nécessairement fixé.
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Exemple 3.5.2 (Modéle d’Ehrenfest). Quatre boules sont réparties sur deux urnes. A
chaque étape du processus, une boule parmi les quatre est choisie au hasard, de maniere
équiprobable, et changée d’urne. Soit X} le nombre de boules dans la premiere urne apres
k tirages. Alors la suite des X} forme une chaine de Markov, dont le graphe est le suivant:

FIGURE 3.8. La chaine de Markov associée au modele d’Ehrenfest.

Sa matrice de transition est donnée par

0 1 0 0 0
1/4 0 3/4 0 0

p=|o0 1/2 0 1/2 0 |. (3.5.1)
0 0 3/4 0 1/4
0 0 0 1 0

Depuis tout état, on peut trouver un chemin dans le graphe vers tout autre état. La chaine
est donc ergodique. Cependant, partant, par exemple, de ’état 0, la chaine se trouvera
dans 1'un des états 0, 2 ou 4 aprés un nombre pair de tirages, et en 1 ou 3 apres un
nombre impair de tirages. La chaine n’est donc pas réguliere, puisque I’élément (P");; est
nul chaque fois que ¢ + j + n est impair.

Nous allons d’abord étudier de plus pres les chaines régulieres, dont le comportement
asymptotique est plus simple. En particulier, la suite des puissances P de leur matrice
de transition converge toujours vers une matrice particuliere, dont toutes les lignes sont
égales.

Théoréme 3.5.3. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov réguliére. Alors

wp wy ... Wy
. w w2 ... Wy
lim P"P=W=| . . ) , (3.5.2)
n—oo : : :
w; w2 W,

ot tous les w; sont strictement positifs.

DEMONSTRATION. Si la chaine n’a qu’un état, le résultat est immédiat, donc nous pouvons
admettre que m > 2. Nous pouvons supposer que tous les éléments de P* sont positifs
pour k = 1, sinon il suffit de considérer la chaine dont la matrice de transition est P* au
lieu de P. Soit d > 0 le plus petit élément de P. Alors d < 1/2, puisque md < 1. Soit y
un vecteur colonne tel que

0<mo<yi <My Vie{l,...,m}. (3.5.3)

Soit z = Py. La plus grande valeur possible d’'une composante z; de z est obtenue si
y! = (mg, My, ..., M) et pr; = d. Dans ce cas, la somme des m — 1 derniers éléments
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de la ligne j de P vaut 1 — d, et par conséquent z; = dmg + (1 — d)My. On a donc
nécessairement

zj < dmg + (1 —d)Mo=: M; Vie{l,....,m}. (3.5.4)
Un raisonnement similaire montre que
zj = dMy+ (1 — d)mg=my Vie{l,...,m}. (3.5.5)
Par conséquent, nous avons my < z; < My, avec
My —mq = (1 —2d)(My —my) . (3.5.6)

De plus, on voit facilement que m1 > mg et M7 < My. Apres n itérations, les composantes
de P™y seront comprises entre des nombres m,, et M, satisfaisant

Mn — My = (1 — 2d)n(M0 — mo) (3.5.7)

et
my < mpy < Mn < MO . (358)

Les suites {my, },>1 et {M,, },>1 sont donc adjacentes, et convergent vers une méme limite
u. On a donc

U
lim P'y=1|:]|, (3.5.9)
n—oo
U
ou u dépend de y. Appliquons cette relation sur les vecteurs de base eq, ..., e,,. Il existe
des nombres w; tels que
w;
lim P"e¢;=| : (3.5.10)
n—od
W;

pour chaque i. Or P"e; est la i-eme colonne de P™, nous avons donc prouvé la rela-
tion (3.5.2). Par ailleurs, comme dans le cas y = e; on a my = 0 et My = 1, la rela-
tion (3.5.5) donne m; > d, donc w; > d. Par conséquent, tous les w; sont strictement

positifs. O
L’interprétation des grandeurs wi, ..., w,, est la suivante: On a
lim P{X, =j} = lim (P");; = w; . (3.5.11)
n—oo n—oo

La probabilité que la chaine de Markov se trouve dans 1’état j tend donc vers w; lorsque
le temps tend vers 'infini, indépendamment de 1’état de départ.

Pour déterminer les wj, il n’est pas nécessaire de calculer P™ explicitement. En effet,
le résultat suivant montre que w est un vecteur propre (a gauche) de P. On peut donc le
calculer en résolvant un systeme linéaire.

Théoreme 3.5.4. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov réguliére, et
w = (Wi,...,Wn) le vecteur ligne tel que (W);; = w; pour tout i. Alors

1. wP = w, et tout vecteur propre a gauche de P de valeur propre 1 est colinéaire a w.
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2. Soit
1
c=1:1. (3.5.12)
1
Alors Pc = ¢, et tout vecteur propre a droite de P de valeur propre 1 est colinéaire
ac.
3. Siv=(vi,...,vn) est un vecteur ligne tel que
m
vi20  Vie{l,...m} et Y v=1, (3.5.13)
i=1
alors
lim vP" =w. (3.5.14)
n—oo
DEMONSTRATION.

1. Comme P" — W et P — WP pour n — 00, on a nécessairement WP = W, et
donc wP = w. De plus, si v est un vecteur ligne tel que vP = v, alors vP"™ = v pour
tout n et donc vW = v. Soit alors r la somme des composantes v; de v. On a

m m
(vW); = Zvj(W)ji = Zvjwi =Twj , (3.5.15)
Jj=1 Jj=1
ce qui implique vW = rw, donc v = rw.
2. Si x est un vecteur colonne tel que x = Px, alors x = Wx. Par conséquent, x; = wx
est indépendant de 7, donc = est un multiple de c. Par ailleurs, nous avons déja montré

que

(Pc)l = Zpij =1 5 (3516)
Jj=1

donc Pc = c.
3. Si v satisfait (3.5.13), alors on a

w

m
lim oP" = oW = (v1 ... vp) | |[=D vw=w. (3.5.17)
=1

n—00
w

O

L’équation wP = w a une interprétation importante. Supposons qu’a un instant &, on
ait P{X} =i} = w; pour tout i. A 'instant k£ + 1 on aura

P{Xk+1 = ]} = ZwiPZ‘j = (wP)j =wj, (3.5.18)
i=1

ce qui signifie que Xj4+1 et Xj ont la méme loi.

Définition 3.5.5 (Distribution stationnaire). Le vecteur w = (wi,...,wy,) tel que
(W)ij = wj pour tout i est appelé distribution stationnaire de la chaine de Markov. C’est
donc Uunique solution de ’équation aux valeurs propres wP = w telle que Y ;~ w; = 1.
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Exemple 3.5.6. Dans 'Exemple 3.3.1 du téléspectateur, la matrice de transition est

donnée par
l-p p )
P = . 3.5.19
(.77, (35.19)

Si p et ¢ sont différents de 0 et 1, la chaine est réguliere. Sa distribution stationnaire est

donnée par le vecteur
w = <L,L> , (3.5.20)
p+q p+gq

dont les composantes donnent la probabilité asymptotique que le téléspectateur regarde
la premiere ou la seconde chaine. On vérifie que ’on a bien wP = w et wy + wo = 1.

Si la chaine de Markov est ergodique mais non réguliere, la suite des P™ ne tend en
général pas vers une matrice constante. Par exemple, les P" peuvent osciller entre plusieurs
valeurs. Cependant, certaines propriétés du Théoreme 3.5.4 restent vraies pour les chaines
ergodiques générales.

Proposition 3.5.7. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov ergodique.

1. Il existe un vecteur ligne w, a composantes positives et de somme 1, tel que wP = w.
2. Tout vecteur propre a gauche de P de valeur propre 1 est colinéaire d w.
3. Tout vecteur propre a droite de P de valeur propre 1 est colinéaire a c.

DEMONSTRATION. Considérons la matrice
1

=—|I+ P|. 3.5.21

Q-Lirer 3521

On vérifie facilement que c’est une matrice stochastique. Soit k le nombre maximal de pas
nécessaires pour joindre deux états quelconques de la chaine. Considérons la matrice

Q’“:I+<T>P+<§)P2+-~+(kfl>P’“1+Pk. (3.5.22)

Pour tout (4, 7), il existe au moins une puissance £ de P telle que (P%);; soit strictement
positif. Comme tous les autres éléments sont positifs ou nuls, la matrice Q* n’a que des
éléments strictement positifs, et par conséquent () est la matrice de transition d’une chaine
réguliere. On peut donc appliquer le Théoréeme 3.5.4, pour obtenir I'existence d’un vecteur
w tel que w@) = w. Mais ceci implique

1
3 [w+wP] =w, (3.5.23)
donc wP = w. Les autres points se démontrent de la méme maniere. ]

Nous appellerons encore dans le cas général distribution stationnaire I'unique vecteur
w tel que wP =w et >_"; w; = 1. Ce vecteur satisfait toujours la relation (3.5.18).

Exemple 3.5.8. Revenons au modele d’Ehrenfest du I’Exemple 3.5.2. Pour trouver la
distribution stationnaire w, on peut commencer par chercher un vecteur propre a gauche
v, de valeur propre 1. Comme tous les multiples de w sont de tels vecteurs propres, il suffit
d’en trouver un tel que vy = 1. Par symétrie, on peut chercher le vecteur v de la forme
v = (1,v1,v2,v1,1). L’équation vP = v devient alors

1

1 3
Zvl =1, 1+ 51)2 =1, 51)1 = vy, (3.5.24)
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dont la solution est

v=(1,4,6,4,1) . (3.5.25)
Comme la somme des v; vaut 16, la distribution stationnaire w est donné par
1
w = E(1’4’ 6,4,1) . (3.5.26)

On remarque que c’est une loi binomiale. Ceci n’est pas un hasard, et on peut le généraliser
a des modeles d’Ehrenfest avec un nombre arbitraire de boules.

On sait déterminer d’autres propriétés d’une chaine de Markov que son comportement
asymptotique. Une quantité importante est la fréquence moyenne de passage dans les
différents états de la chaine.

Définition 3.5.9 (Temps de premier passage et de récurrence). Soit une chaine
de Markov ergodique partant de Xg = i.

e La variable aléatoire
7;; = inf{k > 0: X}, = j} (3.5.27)
est appelée temps de premier passage de i a j. Son espérance

mi; = Ei(ﬂ'j) (3.5.28)

s’appelle le temps de premier passage moyen de i & j. Par convention, on pose m;; = 0.
La matrice M de composantes m;; est la matrice de premier passage moyen.
e La variable aléatoire
Tii = inf{k > 0: X, =i} (3.5.29)

est appelée temps de premier retour en i. Son espérance
ri = E'(7ii) (3.5.30)

s’appelle le temps de récurrence moyen en i. La matrice diagonale D d’éléments di; = r;
est la matrice de récurrence moyenne.

Une premiere méthode de calculer m;; est la suivante. On modifie la matrice de tran-
sition P en rendant I'état j absorbant, c’est-a-dire que ’on remplace P;; par 1, et tous les
autres éléments de la ligne j par 0. La chaine ainsi modifiée est alors absorbante. Le temps
de premier passage moyen m;; est alors égal au temps d’absorption ¢; du Théoreme 3.4.6.
Cette méthode est néanmoins assez fastidieuse a mettre en oeuvre, et nous allons introduire
une méthode plus efficace pour calculer M.

Théoréme 3.5.10. Soit P la matrice de transition d’une chaine ergodique.

1. Soit C' la matrice de taille m x m dont tous les éléments valent 1. Alors

(I-PM=C-D. (3.5.31)
2. Les composantes w; de la distribution stationnaire sont toutes strictement positives.
3. Le temps de récurrence moyen est donné par

1
;= — 3.5.32
i w; ) ( )

ot w; est la i-eme composante de la distribution stationnaire.
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DEMONSTRATION.
1. Pour i # j, on a P'{r;; = 1} = p;;, donc

mij =B (ry;) = P{m; =1} + ZkPi{sz =k}

>2
) 1,0
=pij + k PZ{Xlzf}P’{ng:k—l}

Pie

=pi; + Zpig Z (k, + I)Pé{ng = k/}

;i k>l
=Ppij + Zpiz(mzj +1)=1+ Zpi@m@j . (3.5.33)
l#j t#j

De maniere similaire on obtient, en utilisant m;; = 0,

ri=pii+ > pie(me +1) =1+ pimy; . (3.5.34)
e£] U£j
Sous forme matricielle, ces deux identités peuvent se résumer par

M+D=C+PM, (3.5.35)

qui est équivalente a (3.5.31).
2. Comme wP = P, on a w(I — P) =0, donc

0=w({l —-P)M =wC —wD . (3.5.36)
Or comme on a wC = (1,...,1) et wD = (w1r1, ..., WyTy), il suit w;r; = 1 pour tout
i=1,...,m. Ceci montre a la fois la positivité des w; et la relation (3.5.32). O

Exemple 3.5.11. Les temps de récurrence moyens du modele d’Ehrenfest sont donnés
par

8
rg =714 =16, r=rg=4, r2=g- (3.5.37)

Il se passe donc en moyenne 16 itérations entre deux visites au site 0, contre seulement
8/3 entre deux visites au site 2.

L’équation (3.5.31) ne permet pas encore de calculer M, car I — P n’est pas inversible
puisque P admet la valeur propre 1. Il s’avere cependant que I — P + W est inversible, et
que son inverse permet de calculer les éléments de matrice de M.

Théoréme 3.5.12. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov ergodique,
w sa distribution stationnaire, et W la matrice dont toutes les lignes sont égales a w.
Alors
1. La matrice I — P+ W est inversible.
2. Soit Z = (I —P+W)~, et c le vecteur colonne dont tout les éléments sont égauz a 1.
Alors Zc=c, wZ =w et

Z(I-P)=1-W. (3.5.38)

3. Les temps de premier passage moyens sont donnés par

mij = Z”w;zﬂ . (3.5.39)
J
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DEMONSTRATION.
1. Soit x un vecteur colonne tel que (I — P+ W)z = 0. Alors

O=w(I—-—P+W)r=w(l—-P)z+wWz=wWz. (3.5.40)
=0

Comme la somme des w; vaut 1, on voit facilement que wWW = w. On a donc obtenu
wzx = 0. Il suit que Wa = 0, puisque chaque composante de Wx est égale a wzx. Nous
voyons donc que

(I-P)x=0, (3.5.41)
ou encore Px = z. Nous savons que ceci implique que x est colinéaire au vecteur
constant ¢, mais comme wx = 0, ceci n’est possible que si x = 0. La matrice I — P+ W
est donc inversible.

2. Nous savons que Pc = ¢, et on voit immédiatement que We = ¢, a cause du fait que
la somme des w; vaut 1. Il suit que
(I—-P+W)=c, (3.5.42)
et donc ¢ = Zc. De maniere similaire, on voit que
w(I—-P+W)=w, (3.5.43)
et donc w = wZ. Enfin, on a

I-P+WYI-W)=I-P+WP-W?=1-P, (3.5.44)

puisque WP =W et W2 = W. Ceci prouve la relation (3.5.38).
3. D’une part, on a ’égalité

Z(I-—PM=Z(C-D)=C-ZD. (3.5.45)
Comme d’autre part, on a
Z(I-PM=M-WM, (3.5.46)

nous voyons que
M=C—-ZD+WM . (3.5.47)

En composantes, cette équation donne
mij = 1-— ZijT; + (WM)U . (3.5.48)

En particulier, pour ¢ = j on obtient 0 = 1 — z;;7; + (WM);;. Or (WM);; = (wM);
ne dépend pas de i, donc en remplagant (WM );; par (W M);; dans (3.5.48), on trouve

mij =1 — zijrj + 2515 — 1= (255 — 2i)r5 (3.5.49)

ce qui prouve (3.5.39) puisque r; = 1/wj. O
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Remarque 3.5.13. La relation (3.5.38) a l'interprétation suivante en termes d’algebre
linéaire. Soit v un vecteur ligne tel que > ", v; = 1, décrivant par exemple la loi de Xj,
en un certain temps k. On peut décomposer

v=w+y avec Zyi =0. (3.5.50)
i=1

Nous savons que w(I — W) = 0 et un calcul élémentaire montre que yW = 0. Il suit que
vZ(I—-P)=y, (3.5.51)

donc Z(I — P) décrit la projection sur le sous-espace supplémentaire & w, décrivant la
déviation entre la loi de X, et la distribution stationnaire. La restriction de la matrice
I — P a ce sous-espace est inversible, et comme

yZ(I—-P)=y, (3.5.52)

I'inverse de cette restriction est précisément la restriction de Z au méme sous-espace.
Comme par ailleurs wZ = w, Z agit trivialement dans le sous-espace engendré par w.

Exemple 3.5.14. Dans le cas de la chaine a deux états de I'Exemple 3.3.1, les temps de
récurrence moyens sont donnés par

rm=—=14=, ro=—=14
w1 w2

1 1
P (3.5.53)
q

IR

Le téléspectateur revient donc d’autant plus rapidement a la premiere chaine que p/q est
petit. Par ailleurs, le calcul donne

PR <P+Q(P+Q) P(l—P—Q)>. (3.5.50)

T p+92\—a(l-p—q) q+plp+q)

On en déduit les temps moyens de premier passage

z0 — 291 1

mpp = ——— = —
w2 p

z11 — 212 1

m21 = = —
w1 q

(3.5.55)

Ce résultat est naturel: 1/p est 'espérance de la loi géométrique, qui décrit le premier
“succes” du passage de I'état 1 a ’état 2.

Finalement, on peut également caractériser la fréquence des passages en un état donné.
Le nombre de passages en j parmi n itérations est donné par la variable aléatoire

n—1
Sh=> lix—j - (3.5.56)
k=0

La variable %Sfl donne donc la proportion du temps passée dans 1’état j.
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Théoréme 3.5.15. On a

1.
lim —E*(S)) = w; , (3.5.57)
n—oo N
I
nlinolo - VA(S)) = 2w;zj; — wj — w? . (3.5.58)

De plus, S% obéit a un théoréeme de la limite centrale,

S) — nw;

) 1 b 2
lim I[N{a < AL < b} = —/ e /2 da . (3.5.59)
nV*(S3) vam Ja

n—oo

DEMONSTRATION. Nous allons nous borner & prouver la relation (3.5.57). Un calcul direct
montre que PW = W et on a donc

(I+P+P+... 4 P YI-P+W)=1I-P"+W+PW+ ...+ P W
=I—P'+nlW. (3.5.60)

En multipliant a droite par Z, il vient

I+P+P+.. 4+ P =T - P"+aW)Z

= —-P"YZ+nW. (3.5.61)
Or lespérance de S? est donnée par
‘ A n—1 ) n—1 . n—1
E(S) =Y El(lpxeyy) = O P{Xp = j} =D (P")y;
k=0 k=0 k=0

n—1
= <2Pk> = ((I—P”)Z—l—nW)ij:zij—(P"Z)ij—i-nwj .
k=0 i

On a donc ) )
~EY(Sh) = w; + — [z = (P"Z)s5] - (3.5.62)

Comme les éléments de P™ sont compris entre 0 et 1, cette expression converge vers w;
lorsque n tend vers I'infini. O

Exemple 3.5.16. Considérons un modele d’Ehrenfest a deux boules, dont le graphe est

le suivant:
1 1/2

P R

© ® ®

>~ 7 .

1/2 1
FIGURE 3.9. La chalne de Markov associée au modele d’Ehrenfest a deux boules.

Sa matrice de transition est donnée par

P=[1/2 0 172 . (3.5.63)
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En résolvant ’équation wP = w, on obtient la distribution stationnaire

w——<1 2 1) . (3.5.64)

4747 4

Les temps de récurrence moyens sont donc donnés par rg = ro = 4 et r;1 = 2. Un calcul
fournit la matrice Z,

(T 2
Z=g(1 6 1], (3.5.65)
12 7

de laquelle nous déduisons les temps moyens de premier passage

211 — <01
mol:T:1:m217
1
222 — 202
mozzT:4:m207
2
222 — 212
mio = T =3= mio . (3.5.66)
3

Finalement, les variances des temps relatifs de séjour sont asymptotiquement

1 1
lim — V(S?L) = 2w0200 — Wo — w% = =,
n—oo n 4
1
lim — V(S)) = 2wy 21y —w; —w? =0. (3.5.67)
n—oo n

Nous voyons donc que le temps relatif de séjour en 1 est égal & 1/2 presque stirement. Ceci
s’explique par le fait que P™ = P si n est impair, alors que

1/2 0 1/2
Pr=(0 1 o0 (3.5.68)
1/2 0 1/2

si P est pair. La chaine partant de 1 se retrouve donc toujours en 1 aux temps pairs, ce
qui est évident lorsqu’on regarde le graphe du processus.
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