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Chapitre 1

Probabilités discretes

La théorie des probabilités sert & modéliser des situations dont notre connaissance est
imparfaite. Le manque d’informations est alors remplacé par une composante aléatoire.

Par exemple, lors du jet d’un dé, les lois de Newton devraient en principe nous permet-
tre de calculer la trajectoire exacte du dé, connaissant sa position et sa vitesse initiales,
et d’en déduire sur quelle face il va tomber. En pratique, non seulement ce calcul est
extréemement difficile, mais le résultat dépend aussi de maniere tres sensible des conditions
initiales. Il est alors plus simple d’admettre que le dé peut tomber sur chacune de ses six
faces avec la méme probabilité de 1/6 (si le dé est parfaitement symétrique — sinon, il peut
étre préférable d’associer des probabilités différentes aux différentes faces).

En théorie des probabilités, on suppose donnés un ensemble de résultats possibles de
I’ “expérience” considérée, et leurs probabilités respectives. On cherche alors a en déduire les
probabilités d’événements plus compliqués, ou les résultats d’expériences plus complexes,
comme par exemple le lancer d’un grand nombre de dés.

1.1 Espace probabilisé discret

Un espace probabilisé discret est caractérisé par trois ingrédients:

1. Un univers €2: c’est 'ensemble des événements élémentaires de I'expérience, supposé
ici discret (fini ou dénombrable).

2. Un ensemble d’événements (ou événements composés) F: tout événement A € F est
un sous-ensemble de Q (A C ).

3. Une distribution de probabilité p : 2 — [0, 1], satisfaisant

D pw)=1. (1.1.1)

wef
Pour tout w € , p(w) est appelée la probabilité de I’événement élémentaire w.

Exemple 1.1.1.

1. Pour un jet de dé (non pipé), on pourra prendre l'univers Q = {1,2,3,4,5,6}, et
comme distribution p(w) = 1/6 pour tout w €  (distribution uniforme). Un exemple
d’événement composé est A = {w: w est pair} = {2,4,6}.

2. Pour un jet de deux pieces de monnaie, pouvant indiquer Pile (P) ou Face (F), on
peut prendre 2 = {PP,PF,FP FF}, avec p(w) = 1/4 pour tout w € Q.



2 CHAPITRE 1. PROBABILITES DISCRETES

3. Si 'on tire successivement trois boules d’un sac contenant exactement trois boules
numérotées de 1 & 3, on pourra prendre Q = {(1,2,3),(1,3,2),...,(3,2,1)}, de nou-
veau avec la distribution uniforme p(w) = 1/6 pour tout w € Q.

Remarque 1.1.2. Le choix de l'univers {2 n’est pas unique, en fait on peut choisir
n’importe quel ensemble contenant au moins autant d’éléments qu’il y a d’événements
considérés comme distinguables par I’expérience. Par exemple, dans le cas de deux pieces,
on aurait pu considérer qu’on ne sait pas distinguer les pieces I'une de ’autre, et choisir
Q = {PP,PF,FF}. Cette fois, PF désigne ’événement “les deux pieces ne sont pas tombées
du méme c6té”. On prendra alors p(PP) = p(FF) = 1/4, et p(PF) =1/2.

Définition 1.1.3 (Espace probabilisé discret). Un espace probabilisé discret (€2,p) est
donné par un ensemble dénombrable 2 et une application p : Q — [0,1] telle que

> plw)=1. (1.1.2)
weN

Remarque 1.1.4. Nous n’avons pas exclu la possibilité que I'univers € soit infini. Dans ce
cas, la somme (1.1.2) doit étre considérée comme la somme d’une série numérique. Comme
tous les termes de la série sont non-négatifs, la somme est indépendante de leur ordre (ce
qui n’est pas nécessairement le cas pour des séries a termes positifs et négatifs).

Exemple 1.1.5. On jette une piece jusqu’a obtention du premier pile. On peut alors
choisir 2 = N*, ou w € ) désigne le numéro du jet lors duquel on obtient le premier pile,
avec p(w) = 27%. 1l s’agit ici d’un exemple d’univers dénombrable mais infini. On a bien

Zp(@zZ% =1. (1.1.3)
we i=1

Définition 1.1.6 (Evénements). L'espace des événements (ou événements composés)
d’un espace probabilisé discret (2, p) est ’ensemble des parties de Q2:

F=PQ)={A: ACQ}. (1.1.4)
La probabilité de [’événement A est

P(A) =) pw). (1.1.5)

wEA

L’ensemble vide () est I’événement impossible et P(0) = 0 par définition.
L’univers entier ) est [’événement certain.

Les opérations logiques élémentaires sur les événements correspondent a des opérations
de théorie des ensembles, selon le tableau suivant:

Opération logique Equivalent ensembliste

Aet B ANB
AouB AUB
non A Ac=Q\ A

A, B incompatibles | ANB =10
A implique B ACB
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Proposition 1.1.7.

1. Pour tout Ae F,0<P(A) < 1.
2. P(Q) =1 et P(0) =0.
3. Pour tout ensemble d’événements {A;}ien, on a
P(U Ai) <Y PA). (1.1.6)
i€EN i€N
4. St les événements {A;}ien sont deuz a deux incompatibles, c’est-a-dire A; N Aj; = ()
pour i # j, alors
IP’(U Ai> =Y P(A). (1.1.7)
iEN ‘€N
5. Si AC B, alors P(B) =P(A) +P(B\ A).
6. Si AC B, alors P(A) < P(B).
7. On a P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).
DEMONSTRATION. En exercice. O

Remarque 1.1.8.

1.

L’ensemble F = P(Q) a la propriété que le complémentaire de tout élément de F,

toute intersection et toute réunion d’éléments de F sont encore dans F. On dit que F

forme une tribu ou o-algebre.

(2, p) est un espace probabilisé discret si et seulement si I'application P : F — [0, 1]

définie par (1.1.5) satisfait les deux aziomes de Kolmogorov:

(K1) P(Q) = 1.

(K2) Si I est un ensemble dénombrable et {A;};cs est une famille d’événements deux
a deux incompatibles, alors

IP’(U Ai> =3 PA). (1.1.8)

iel iel

En effet, la Proposition 1.1.7 montre que P satisfait (K1) et (K2). Inversement, soit
P : F — [0,1] une application satisfaisant (K1) et (K2). Alors le fait que Q = QU
implique P() = 0. Si l'on définit p par p(w) = P({w}), il est clair que (1.1.5) est
satisfaite, et en particulier 1 = P(Q) = Y .qp(w). (€2,p) est donc bien un espace
probabilisé discret.

On peut donc également définir un espace probabilisé par la donnée d’un triplet
(Q,F,P), ouP: F — |0, 1] satisfait les axiomes de Kolmogorov (K1) et (K2). Cette
définition a ’avantage d’étre généralisable a des (2 non dénombrables.

Exemple 1.1.9.

1.

Pour le lancer de deux dés équilibrés, on peut prendre 2 = {(1,1),(1,2),...,(6,6)},
dont le cardinal est |Q2] = 36, et p(w) = 1/36 pour tout w € .

L’événement “la somme des points vaut 8” est A = {(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2)},
et sa probabilité est P(A) = 5/36.

. On jette n fois une piece de monnaie. Prenons alors Q = {(w1,...,wy,): w; € {P,F}Vi},

qui est de cardinal 2".
L’événement A;, “on obtient k fois pile” est de cardinal

P AN n!
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et on a donc P(Ay) = (})27".

3. Une urne contient r boules rouges et n boules noires. On tire une boule au hasard.
On peut choisir Q = {1,...,r + n} avec la distribution équiprobable. La probabilité
de tirer une boule rouge est alors

P({1,...,r}) = . (1.1.10)

1.1.1 Probabilités conditionnelles

La notion de probabilité conditionnelle est une notion fondamentale. En effet, on a souvent
acces a la probabilité qu’'un certain événement A soit réalisé, sous la condition qu’un
événement B ait eu lieu, ce qui revient a restreindre I'univers ) a B.

Définition 1.1.10 (Probabilité conditionnelle). Soit B C Q un événement tel que P(B) >
0. Pour tout A C Q, on appelle probabilité conditionnelle de A sachant B la quantité

P(AN B)

PAIB) = —5 5

(1.1.11)

Remarquons que si 'on définit g(w) = P({w}|B) pour tout w € B, alors (B, ¢) est un
espace probabilisé discret, puisque

OEDD P({;(}Br; B) _ P&?) S Pl =1. (1.1.12)

weB weB weB

Proposition 1.1.11. Pour tous A, B C Q avec P(B) > 0,

1. P(A|B) =P(An B|B).

2. A D B implique P(A|B) = 1.

3. AN B =0 implique P(A|B) = 0.

4. Si{A;}ien est une famille d’événements deux a deuz incompatibles, alors

IP’(U A B) =Y P(AB). (1.1.13)

1€EN ieN

5. On a P(A°|B) =1—P(A|B).
DEMONSTRATION. En exercice. O

Exemple 1.1.12.

1. On lance deux dés. La probabilité qu’au moins I'un des dés indique 2, sachant que la
somme des points vaut 6 est donnée par
2

P({(2,4),(4,2)}) 2
P({(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}) 5 (1.1.14)

2. On considere une ligne transmettant des signaux binaires. Le systéme est modélisé par
I'univers

Q={(E,R): E€{0,1},R € {0,1}}, (1.1.15)

ou FE désigne le signal émis, et R le signal regu. Dans une ligne parfaite, on aurait
toujours R = F, mais nous allons supposer que la ligne altere le signal transmis avec
une certaine probabilité.
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Considérons les événements
o E; ={(i,0),(i,1)}: le signal 7 est émis;
o R; ={(0,i),(1,7)}: le signal ¢ est regu;
o ['={(0,1),(1,0)}: faute de transmission.
Supposons que 'on connaisse la probabilité qu’une faute de transmission ait lieu, en
fonction du signal émis. C’est-a-dire que 'on connait
o fo=P(F|Ey) =P({0,1}|Eo) = P(R1|Ep),
o f1 =P(F|E1) =P({1,0}|Ey) = P(Ro|E1).
Alors, la probabilité qu’une faute de transmission ait lieu est donnée par

P(F) =P(FnNEy) +P(FNE)
= foP(Eo) + fiP(Er) . (1.1.16)

Cette derniere relation est une application de la loi des probabilités totales, que nous
allons énoncer de maniere générale, ainsi que son corollaire, la formule de Bayes.

Théoréme 1.1.13 (Loi de la probabilité totale et formule de Bayes). Soient By, ..., B,
des événements incompatibles deux a deuz, tels que P(B;) > 0 pour tout i.

1. Pour tout A C |J; By,

P(A) =) P(A|B;)P(B;) (1.1.17)
j=1
(loi de la probabilité totale).
2. Pour tout A C |J; By,
P(A|B;)P(B;)
> i1 P(A|B))P(B))

P(B;|A) = (1.1.18)

(formule de Bayes).

DEMONSTRATION. La premiere relation se montre en écrivant

P(A) =P (U AmB) ZIPAHB =S P(AIB)P(B)) . (1.1.19)

La seconde s’obtient en notant que

P(BinA)  P(A|B)P(B:)
P(A) P(A) ’

P(B;|A) = (1.1.20)

puis en appliquant (1.1.17). O

Il est inutile d’apprendre la formule de Bayes par coeur, mieux vaut savoir la redériver!
Cette formule permet d’“inverser une probabilité conditionnelle”, un procédé qui est sou-
vent source de confusion dans les applications.

Exemple 1.1.14. Revenons au probleme de transmission de I’exemple précédent. Un
probleme important est de caractériser la fiabilité de la ligne. Par exemple, sachant que
I'on a recu le signal 1, quelle est la probabilité que ce soit effectivement le signal 1 qui a
été émis? L’expression (1.1.18) nous donne

P(R1|E)P(EY) (1 f1)P(Ey) (1.1.21)
> P(RE)P(E;) (1 — fi)P(EY) + foP(Eo) o

P(Er|R1) =
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Supposons par exemple que la ligne transmet les 0 avec une fiabilité de 95% et les 1 avec
une fiabilité de 99%. On transmet un signal contenant un quart de 1. Avec fy = 0.05,
f1=0.01, P(Ep) = 0.75 et P(E;) = 0.25, on obtient P(E;|R;) ~ 0.87, donc il y a tout de
méme une probabilité d’erreur de 13% pour la transmission des 1!

1.1.2 Indépendance

La notion de probabilité conditionnelle est intimement liée a la notion d’indépendance.

Définition 1.1.15 (Indépendance).

1. Deux événements A et B sont indépendants si

P(ANB) =P(A)P(B) . (1.1.22)
Dans ce cas, on a donc P(A|B) =P(A) (pourvu que P(B) >0).
2. n événements Aq,..., A, sont indépendants si
P(A;, n---NA;,) =P(A4;)...P(4;,) (1.1.23)
pour tout choix d’indices {i1,...,ix} C {1,...,n}.

Remarque 1.1.16. L’indépendance par paires n’implique pas I'indépendance. Un exem-
ple (artificiel) est de prendre, pour 2 = {1,2,3,4} et la distribution uniforme p(w) = 1/4
pour tout w € €, les événements A = {1,2}, B = {2,3} et C = {1,3}. Alors on a
P(ANB) = 1/4 = P(A)P(B), donc A et B sont indépendants. De méme, B et C sont
indépendants, et A et C' également. Néanmoins, P(AN BN C) = 0 # P(A)P(B)P(C), et
donc A, B et C ne sont pas indépendants.

Un exemple important d’événements indépendants apparait lorsque ’on effectue plu-
sieurs expériences, différentes ou non, qui ne s’influencent pas mutuellement. On peut
alors construire un espace probabilisé unique pour ’ensemble des expériences, dont les
événements liés a des expériences différentes seront naturellement indépendants.

Définition 1.1.17 (Espace produit). Soient (Q1,p1), ..., (Qn, pn) des espaces probabilisés
discrets (identiques ou non). On appelle espace produit de ces espaces l’espace probabilisé
discret (,p), ot Q = Q X -+ x Q,, est le produit cartésien des Q;, et la distribution p est
définie par

plw=(wi,...,wp)) =p1(w1) ...pn(wy) - (1.1.24)
Proposition 1.1.18. Soit (2,p) lespace produit de (21,p1),...,(Qn,pn). Pour chaque
i €{1,...,n} on choisit un événement A; C Q;, et on définit
Ai={weQ w €A} CQ. (1.1.25)
Alors les événements /Tl, .. A\n sont indépendants.

DEMONSTRATION. Commengons par le cas n = 2. Alors

P(A\lﬂﬁg): Z plw) = Z Z p1(w1)p2(w2)

WGA} OA\Q w1 E€A| waEAs
= Y piw) DY pwa) = > pw) Y p(w)
wi€d; w2 €A wEA; weAy
= P(A))P(Ay) . (1.1.26)

On procede ensuite par récurrence sur n. O
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Exemple 1.1.19 (Expérience de Bernoulli). Considérons une expérience dont le résultat
est soit un succes S, ayant lieu avec probabilité ¢ € [0,1], soit un échec E. Par exemple,
dans le cas d’un lancer de dé pour lequel seule I'obtention d’un 6 est considéré comme
succes, on aura ¢ = 1/6. L’espace probabilisé associé est donc (1, p1) avec Q1 = {S,E}
et p1(S) = q, p1(E) = 1 — q. Pour n répétitions indépendantes de ’expérience, on pourra
considérer l’espace produit (€2, p) de n copies de (Q1,p1).

Soit By I’'événement “la k-éme expérience est un succes”. Alors les By sont indépen-
dants, et pour tout choix de ki, ...,k € {1,...,n} distincts,

P(Bkl ﬂ'”ﬂBkm) :P(Bkl)u-]P)(Bkm) =q". (1.1.27)
Plus généralement, pour des indices ki,...km,,01,...,0m, € {1,...,n}, tous distincts,
I’événement “les expériences ki,...,kn,, sont des succes, et les expériences (1,..., 0,

sont des échecs” a la probabilité

P(Bk, (-0 By, N B§, ... Bf, ) =P(By,)...P(By, P(B,)... P(BS, )
—q™M(1—q)™ . (1.1.28)

Un autre événement important est 'événement Sy “k succes parmi n expériences”. Comme
ilya (Z) = C* manieres de choisir les k expériences couronnées de succes, sa probabilité

vaut
P(Sk) = <Z> (11— F=0bk;n,q) . (1.1.29)

1.2 Variables aléatoires

Définition 1.2.1 (Variable aléatoire). Soit (€2, p) un espace probabilisé discret. Une vari-
able aléatoire (discréte) est une application X : Q@ — R.

Notation 1.2.2.
e Nous noterons X () ={X(w): w € Q} l'image de X.
e Si ACR, X }A):={w € Q: X(w) € A} dénote 'événement “X appartient a A”,
que nous abrégerons aussi {X € A}. L’événement X ~1(z) sera dénoté {X = z}.
o P{X € A}) sera abrégé P{X € A} ou P(X € A), de méme nous utiliserons les
notations P{X = z}, P{X < z}, etc.
e P({X € A} n{Y € B}) sera abrégé P{X € A,Y € B}.

Exemple 1.2.3.

1. Soit X la somme des points obtenus en jetant deux dés. Nous prendrons comme univers
Q={1,...,6} x{1,...,6}, avec la distribution uniforme, et X (w) = w1 + wz. Nous
aurons X () = {2,...,12} et, par exemple

P{X = 4} = P({(la?’)v (2’2)7 (37 1)}) = 3% = % )
P{X <3} =P({(1,1),(1,2), 2, D}) = 55 = 15 - (12.1)
2. Pour tout événement A C €2, on note 14 la fonction indicatrice définie par
1 si A
Iy(w) = { Ve (1.2.2)
0 sinon .

C’est une variable aléatoire, d’image 14(Q2) = {0, 1}.
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3. Soit X le nombre de succes dans une expérience de Bernoulli de longueur n, avec
probabilité de succes g. On peut écrire X sous la forme

X(w) =) 1s(wi), (1.2.3)
=1

o 1g(w;) est la fonction indicatrice d’un succes lors de la i-éme expérience. On a par
conséquent X (2) ={0,1,...,n}.

1.2.1 Loi d’une variable aléatoire

Définition 1.2.4 (Loi d’une variable aléatoire). L’application

f: X&) — 0,1]

2 — f(z)=P{X =2z} =P(X {2} (1.2.4)

est la loi (ou la distribution) de X.
Remarque 1.2.5. Le fait que
o= |J x'»= | {(x=2} (1.2.5)
2€X(9) 2€X(9)

implique

Y flr)=1. (1.2.6)

z€X(Q)
Par conséquent, (X (Q2), f) est un espace probabilisé discret.

Exemple 1.2.6.

1. Pour le jet de deux dés, la loi de la somme des points obtenus est donnée par

F2)=1(12) =5, f3)=rf11) =2, F(4) = £(10) = 2 |
1) = £9) = &, £6)=f8) =&, f) =5 (1.2.7)
2. Lot de Bernoulli: C’est la loi d’une fonction indicatrice X = 14, c’est-a-dire telle que
P{X =1}=¢q,
P{X=0}=1—gq. (1.2.8)

ou ¢ =P(A) €[0,1].
3. Loi binomiale: C’est la loi du nombre de succés dans 'expérience de Bernoulli d’ordre
n et parametre ¢:

P{X =k} = (Z) (1 — )" % = b(k;n,q) | (1.2.9)

pour k € X(2) ={0,1,...,n}.
4. Loi de Poisson: C’est par définition la loi donnée par

k

P{X =k} =m\(k) =e* % VEEe X(Q) =N, (1.2.10)

ol A > 0 est un parametre. Nous verrons qu’elle donne une bonne approximation de
la loi binomiale lorsque n > 1 et ng = .
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5. Loi géométrique: Soit X le nombre de fois que I'expérience de Bernoulli a été répétée
jusqu’au premier succes (nous admettons que I’expérience se poursuit jusqu’au premier
succes au moins). A strictement parler, nous n’avons pas défini jusqu’ici d’espace
produit d’ordre infini. Nous pouvons contourner cette difficulté en travaillant avec
I'univers 2 = N*, ol w est le numéro de la premiere expérience couronnée de succes.
Nous avons donc

pw)=(1-q)“ g, (1.2.11)
puisque les w — 1 premieres expériences sont des échecs, suivis d’un succes. On a bien
pw) =¢) (1-q) ' =¢g—F7—= =1, (1.2.12)

wze;l ; 1-(1—-q)

donc (€2, p) est un espace probabilisé discret. La loi de X, donné par X(w) = w, est
P{X =n} =q(1 — q)" ! pour n € N* et s’appelle la loi géométrique.

La loi géométrique a une propriété remarquable: La probabilité d’un succes au (n+1)-
éme essai, sachant que les n premiers essais ont échoué, ne dépend pas de n. Autrement
dit, la probabilité de gagner dans une loterie au (n + 1)-éme essai, sachant que 'on n’a
jamais gagné auparavant, est la méme que de gagner du premier coup. Plus généralement,
la probabilité de gagner au (n + k)-éme essai, sachant que I'on n’a pas gagné lors des n
premiers essais, est la méme que de gagner au k-eme essai.

Proposition 1.2.7. Pour une variable aléatoire X de loi géométrique, et tout k > 1,

P{X =n+klX >n} =P{X =k} vn . (1.2.13)
DEMONSTRATION. Par calcul direct. On a
P{X=n+k 1—q)ntt*
P{X =t k|X >n} = X =ntk} _al—q) —, (1.2.14)
et le dénominateur est égal a (1 — ¢)™. O
1.2.2 Espérance
Définition 1.2.8 (Espérance). Soit X une variable aléatoire telle que
D A P{X =2} <00 (1.2.15)

z€X(Q)

Alors l’espérance de X est définie par

EX)= > 2P{X=2}=> X(wpw). (1.2.16)

z€X(Q) weN

Remarquons que pour un univers infini, ’espérance existe si et seulement si la série de
terme général X (w)p(w) converge absolument, et alors 'espérance est égale a la somme de
cette série.

On sera souvent amené & considérer la variable aléatoire ¢(X), ou ¢ : R — R est une
fonction donnée, par exemple ¢(z) = 22. Son espérance vaut alors

E(p(X))= Y ¢()P{X=2}=) oX(w)pw). (1.2.17)

z€X(Q) weN
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Proposition 1.2.9 (Linéarité de 'espérance). Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires
dont espérance existe, et soient ai,...,a, des mombres réels. Alors l'espérance de la
combinaison linéaire a1 X1 + - - - + a, X, existe et vaut

E(ale + -+ aan) = alE(Xl) +--+ CLnE(Xn) . (1.2.18)
DEMONSTRATION. En exercice. O

Exemple 1.2.10.

1. Loi de Bernoulli: L’espérance d’une fonction indicatrice est donnée par
E(14)=1-P{1l4=1}4+0-P{14 =0} =P{14 =1} =P(A) . (1.2.19)

L’espérance d’une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre ¢ est
donc égale a q.

2. Loi binomiale: L’espérance d’une variable aléatoire X de loi binomiale b(k;n,q) est
donnée par la somme

E(X) =Y kb(k;n,q) Zkk' A C ) (1.2.20)

Cette somme peut en principe se calculer a I'aide de la formule du binéme. Il existe
toutefois une maniere bien plus simple de calculer I'espérance de X. Ecrivons, comme
dans l'exemple 1.2.3, X = X; +--- + X,,, ou X; = Ig(w;) est I'indicatrice d'un succes
lors de la i-eéme expérience. Comme E(X;) = ¢, il suit, par la Proposition 1.2.9, que

= ZH:E(XZ) =ng. (1.2.21)
i=1

3. Loi de Poisson: L’espérance d’une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de
parametre A est donnée par la somme

)\
Y o S W
g ke = kg (k—l)!_)\e et =\ (1.2.22)
=1

4. Loi géométrique: L’espérance d’'une variable aléatoire X de loi géométrique est donnée
par la somme

= i kq(1 —q)F 1. (1.2.23)
k=1

Pour calculer cette somme, introduisons la fonction

= izk . (1.2.24)

k=1

G(z) =

La série converge absolument pour |z| < 1, et dans ce cas, nous avons le droit de
d’intervertir somme et dérivée. I suit

(1_12)2 —G(2) = i okl (1.2.25)
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L’espérance de X est donc donnée par

E(X)=q) k(1-q)* ' =q¢G'(1-q) = qug = 611 : (1.2.26)
k=1

Par exemple, 'espérance du nombre de jets de dé nécessaires jusqu’a ’obtention du
premier 6 est égale a 6.

5. Soit X une variable aléatoire telle que P{X = k} = 6/(k7)? pour k € N* (le facteur
6/m2 a été choisi & cause du fait que la somme des 1/k? vaut 72/6). Alors

|

D IkP{X =k} = —= y =00, (1.2.27)
k=1 k=1

et nous dirons que l'espérance de X est infinie (ici la somme ne dépend pas de l'ordre
des termes, car ceux-ci sont tous positifs).

1.2.3 Variance et covariance

Définition 1.2.11 (Variance). Soit X une variable aléatoire dont l’espérance existe. On
appelle variance de X la somme

Var(X) =E([X ~E(X)]*) = Y [z —EX)PP{X =z}, (1.2.28)
z€X(Q)

st la série converge. Si la série diverge, on dit que la variance de X est infinie. On appelle

écart-type de X la quantité o(X) = y/Var(X).

Proposition 1.2.12.

On a Var(X) > 0, et Var(X) =0 si et seulement si P{X =E(X)} = 1.
On a Var(X) < oo & E(X?) < 00.

Si Var(X) < oo, alors Var(X) = E(X?) — E(X)2.

Pour a,b €R, on a Var(a + bX) = b* Var(X).

Si Var(X) < oo et Var(Y) < oo, alors Var(X +Y) < oo.

Guds Lo o~

DEMONSTRATION. En exercice. O

Exemple 1.2.13.

1. Loi de Bernoulli: Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli. Alors
E(X?)=1%2.¢+0% (1 - q) = g, et donc

Var(X)=q—q¢*=q(1 —q) . (1.2.29)

2. Loi de Poisson: Pour une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson, on obtient

> B /\k: 3 oo )\k—2

E(X(X—-1))=> k(k—1)e AE:A% AZM:AQ, (1.2.30)
k=0 ’ k=2 ’

d’ott E(X?) = A2 + E(X) = A2 + ), et enfin

Var(X) = A2+ A =M =\, (1.2.31)



12 CHAPITRE 1. PROBABILITES DISCRETES

3. Loi géométrique: Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique. En dérivant
la relation (1.2.25), on obtient, pour |z| < 1,

D k(k—-1)2"2 =G"(2) = A= (1.2.32)
k=1

Ceci permet d’écrire, successivement,

E(X(X 1) =3 k(k— a1l — "' =gl —q) 2 =229
el q q
E(X2) =E(X(X — 1)) + E(X) = 2q_2 ¢
Var(X) = E(X?) - E(X)? = -9 (1.2.33)

La variance d’une variable aléatoire de loi géométrique est donc égale a (1 — q)/¢>.

En général, la variance de la somme X + Y n’est pas égale a la somme des variances
de X et de Y. En fait, nous avons

Var(X +Y) =E([X +Y —E(X + Y)]?)
— E([X —E(X)+Y —E(Y)P)
=E([X - E(X)]?) +E([Y - E(Y)]?) + 2E([X - E(X)][Y - E(Y))])
= Var(X) 4 Var(Y) + 2E([X —EX)][Y — E(Y)]) . (1.2.34)
Ce calcul motive la définition suivante.

Définition 1.2.14 (Covariance). On appelle covariance de deuz variables aléatoires X et
Y la quantité

= E(XY — XE(Y)-YE(X) + IE(X)IE(Y))
=E(XY)-EX)E(®Y). (1.2.35)
Par conséquent, on a
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2cov(X,Y) . (1.2.36)

On dit que X et'Y sont non corrélées si cov(X,Y) = 0. Dans ce cas, on a Var(X +Y) =
Var(X) + Var(Y).

Proposition 1.2.15.
1. On acov(X,Y) = cov(Y, X).

2. La covariance est une forme bilinéaire: Pour a,b € R,

cov(aX,bY) =abcov(X,Y),
cov(Xy + X2,Y) = cov(X1,Y) + cov(Xs,Y) . (1.2.37)
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3. Pour des variables aléatoires X1,..., Xy, on a
n n
Var(z Xl-) = 3" Var(X) + 3 cov(Xi, X;) - (1.2.38)
i=1 i=1 i#]
DEMONSTRATION. En exercice. O

La variante suivante de I'inégalité de Cauchy—Schwarz permet de borner la covariance
de deux variables aléatoires.

Proposition 1.2.16. Si Var(X) et Var(Y') existent, alors cov(X,Y) existe et

lcov(X,Y)| < o(X)o(Y) = y/Var(X) Var(Y) . (1.2.39)

DEMONSTRATION. L’existence suit du fait que |E(XY)| < oo en vertu de l'inégalité
| X ()Y (w)] < 3(X(w)? + Y (w)?). Considérons alors I'application

g: R2 — R,
(a,b) +— g(a,b) = Var(aX +0bY) .

(1.2.40)
Les résultats précédents impliquent que
gla,b) = a® Var(X) + 2abcov(X,Y) + b* Var(Y)
Var(X) cov(X,Y)) (a
(o 9) (COV(X, Y) Var(y) J\») - (1.2.41)
Comme g(a,b) > 0 pour tout choix de a, b, la matrice dans cette derniére expression est

semi-définie positive. Son déterminant est donc non-négatif, or celui-ci est précisément

égal & Var(X) Var(Y) — cov(X,Y)2 Ainsi, |cov(X,Y)| < y/Var(X) Var(Y). O

Remarque 1.2.17. En statistique, on introduit le coefficient de corrélation

cov(X,Y)
= ———- € |-11]. 1.2.42
PXY = X0 () [—1,1] ( )
La preuve de la proposition montre que |pxy| = 1 si et seulement s’il existe a,b tels

que Var(aX + bY') = 0, donc si et seulement si P{aX + bY = ¢} = 1 pour un certain c.
C’est-a-dire que les variables X et Y sont en fait linéairement dépendantes.

Nous établissons maintenant un lien entre la non-corrélation et 'indépendance.

Définition 1.2.18 (Indépendance de variables aléatoires). Les variables aléatoires X1, . . .,
X, sont dites indépendantes si

P{Xl = Z1y.-- ,Xn = Zn} = P{Xl = Zl} N P{Xn = Zn} (1243)
pour tout choix de z1 € X1(02),..., 2, € Xpn(Q).

Cette définition est compatible avec la Définition 1.1.15 de l'indépendance d’événe-
ments. En effet, on a le résultat suivant.

Proposition 1.2.19. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Xq,..., X, sont indépendantes.
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2. Pour tout choiz de Ay,..., A, CR,

P{X;€A;,.... X, €A} =P{X; € 4}...P{X,, € A,}. (1.2.44)

3. Pour tout choiz de Ay,..., A, C R, les événements {X1 € A1}, ..., {X, € A,} sont
indépendants.

4. Pour tout choix de z1 € X1(Q), ..., zn € X,,(Q), les événements {X1 = z1}, ...,

{X,, = 2z} sont indépendants.
DEMONSTRATION. En exercice. O
Et voici le lien annoncé entre indépendance et absence de corrélation.

Proposition 1.2.20. Deuzx variables aléatoire indépendantes, dont l’espérance existe, sont
non corrélées.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que la covariance existe. Alors

EXY)= Y Y ayP{X=zY =y}

2€X(Q) yeY (Q)

= > ) wyP{X =z}P{Y =y} = E(X)E(Y), (1.2.45)

2€X(Q) yeY (Q)

donc cov(X,Y) = 0. Un calcul similaire montre que E(|XY|) = E(JX|)E(]Y]), ce qui
justifie I'existence de la covariance. O

Il suit de ce résultat que si Xi,..., X, sont indépendantes, alors la variance de leur
somme est égale a la somme de leurs variances.

Exemple 1.2.21.

1. Lot binomiale: On a vu qu’'une variable aléatoire X de loi binomiale pouvait s’écrire
X =X;+ -+ X,, ou X; = 1g(w;) prend la valeur 1 avec probabilité ¢, et 0 avec
probabilité 1 — ¢. Ainsi

Var(X;) =0%- (1 —¢q) +1%2 - ¢ —E(X;)* = q(1 —q) . (1.2.46)

Comme les X; sont indépendants, il suit Var(X) = ng(1 — q).

2. Soit © = {—1,0,1} avec p(w) = 1/3 pour chaque w € Q. Considérons les variables
aléatoires X (w) = w et Y = |X|. Alors E(X) =0, E(Y) = 2/3 et E(XY) = 0. Par
conséquent, X et Y sont non corrélées. Cependant elles ne sont pas indépendantes:
Par exemple les événements {X = 1} et {Y = 0} ne sont pas indépendants.

1.2.4 Fonction génératrice

Nous terminons cette premiere partie en introduisant la notion de fonction génératrice,
qui est un outil permettant de simplifier le calcul d’espérances.

Définition 1.2.22 (Fonction génératrice). Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans
N. On appelle fonction génératrice de X la fonction Gx : C — C donnée par la série
entiére
Gx(z) =) "P{X =k} =E(z"). (1.2.47)
k>0
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On remarque que

=Y P{X=k}=1, (1.2.48)

k>0

donc le rayon de convergence R de la série entiére est supérieur ou égal a 1. Si R > 1, on
peut échanger somme et dérivée, ce qui donne

= kFP{X =k} = Gyx(1) =) kP{X =k} =E(X),
k>0 k>0
= k(k-1"PPX =k} = G%(1)=) k(k-HP{X =k}
k>0 k>0
=E(X(X —1)). (1.2.49)

Nous avons donc le résultat suivant.

Proposition 1.2.23. Soit X wune variable aléatoire a valeurs dans N dont la fonction
génératrice Gx(z) admet un rayon de convergence strictement supérieur a 1. Alors on a

Var(X) = G% (1) + G’ (1) — G'x (1)* . (1.2.50)

Exemple 1.2.24.

1. Loi de Bernoulli: La fonction génératrice se réduit a deux termes:
Gx(z2)=2"-(1-q¢)+2 gq=qz+1—¢q. (1.2.51)

2. Loi géométrique: P{X = k} = q(1 — ¢)*~! pour k > 1. La fonction génératrice est une
série géométrique:

Gx(2) =Y Fq(1 - g)* 1:—2 1-¢) =—% (1252

E>1 7= 1-(1-q)

Le rayon de convergence est R =1/(1 — q).
3. Loi binomiale: P{X =k} = (Z) ¢"(1—q)" % pour k = 0,...,n. La fonction génératrice
se calcule & 'aide de la formule du binéme:

n

Gx(z)=)_ (Z) (@2)"(1—q)" *F=(qz+1-¢q)". (1.2.53)

k=0

C’est un polynoéme de degré n, donc le rayon de convergence est bien str infini.
4. Loi de Poisson: P{X =k} = e"* \¥/k! pour k > 0. La fonction génératrice est une
exponentielle:

A k
Z)=e> (;) = AED (1.2.54)
k>0 '
Le rayon de convergence est infini.

On vérifiera que les relations (1.2.50) donnent bien les espérances et les variances
calculées précédemment. Nous les résumons dans le tableau suivant.
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Loi P{X =k} Gx(z) | E(X) | Var(X)
. P{X=0}=1—¢q
Bernoull +1- 1=
ernoulli {IP{X 11—y qz q q q( q)
Binomiale n k(l o )nfk ( z+1-— )n n n (1 - )
b(k;n, q) k) ! ! ' o
T B qz 1 1—g¢q
Géométrique q(1—q)*! T—_(1—0)» q
(1=q) 1-(1-qz | q ¢
Poisson —A AR A(z—1)
mA(k) TR ) ' '

Finalement, le résultat suivant permet d’obtenir des résultats sur la loi de la somme
de certaines variables aléatoires indépendantes.

Proposition 1.2.25. S5t X et Y sont indépendantes, a valeurs dans N, avec fonctions
génératrices Gx et Gy, alors Gxy+y = GxGy.

DEMONSTRATION. On a

Gxiy(z Z ZkP{X +Y =k}

k>0
k
=3 Y SPX=0Y=k-1}
k>0 £=0
k
=> Y FPX=0P{Y =k -1}
k>0 ¢=0
- Z Z PLX = (3P{Y = n}
=Gx(z ) y(z). (1.2.55)
0

On remarquera en particulier que la somme de deux variables aléatoires de loi binomiale
suit encore une loi binomiale, et que la somme de deux variables aléatoires de loi de Poisson
suit encore une loi de Poisson:

Corollaire 1.2.26. Si X et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de
parametres respectifs X et pu, alors X +Y suit une loi de Poisson de parameétre A\ + p.

DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que G,y (2) = Gx(2)Gy (2) = eMHE=D O



Chapitre 2

Probabilités continues

Dans ce chapitre, nous abordons I’étude d’espaces probabilisés non dénombrables, en par-
ticulier le cas de variables aléatoires continues. Dans un premier temps, nous allons con-
sidérer la situation de variables aléatoires admettant une densité, qui est plus simple a
traiter que le cas général. Dans tout ce chapitre, les intégrales sont définies au sens de
Lebesgue, mais dans le cas de variables aléatoires a densité, I'intégrale de Lebesgue sera
synonyme de l'intégrale de Riemann. Nous introduirons 'intégrale de Lebesgue dans la
Section 2.3.

2.1 Variables aléatoires réelles a densité

2.1.1 Densité et fonction de répartition

Exemple 2.1.1. On laisse tomber une aiguille a tricoter. La probabilité qu’elle pointe ex-
actement vers le nord est nulle. Par contre, la probabilité qu’elle pointe dans une direction
a, comprise entre le nord et l'est, est de 1/4. Plus généralement, si p1 < pa < 1 + 27, on
aura

P2 q

P{wléaéwz}:MZ/ o
¢

de . 2.1.1
5 1 © (2.1.1)

On dit que « suit la loi uniforme sur [0, 27].

D’une maniere générale, si la probabilité qu’une variable aléatoire X appartienne a un
intervalle peut s’écrire comme l'intégrale d’une fonction f sur cet intervalle, on dira que
cette variable aléatoire admet la densité f.

Définition 2.1.2 (Densité). Une fonction f : R — [0,00[, intégrable selon Lebesgue,
s’appelle une densité si

/OO flx)dz=1. (2.1.2)

Exemple 2.1.3.

1. Densité de la loi uniforme sur [a, b]:

r——lay(@) = b—a (2.1.3)
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2. Densité de la loi normale standard (ou loi de Gauss, Figure 2.1a):
e—x2/2
x) = .
Plr) = —75=

Nous vérifierons un peu plus loin (cf. Exemple 2.2.13) que ¢(z) est effectivement une
densité de probabilité, c’est-a-dire qu’on a

(2.1.4)

(3] ef:p2/2

oo V2T

3. Densité de la loi normale de moyenne p, variance o

dz =1. (2.1.5)
21

e_(x_U)Q/QUZ

2
Ty, o) = 2.1.6
olaipo®) = (216
Le changement de variable y = (z — u) /o donne
9] N 0o e—y2/2
o(x;p,0%) do = dy=1. (2.1.7)
[OO —00 \/ 27T
4. Densité de la loi exponentielle de paramétre X\ > 0 (Figure 2.1b):
Ae ™™ siz >0
7) = lsphe ™M = - 2.1.8
(@) =120 {0 siz<0. (2.1.8)
5. Densité de la loi de Cauchy de paramétre ¢ > 0 (Figure 2.1c):
c 1
=——. 2.19
f) =Sy (219)

Définition 2.1.4 (Fonction de répartition). Une fonction F': R — [0, 1] est une fonction
de répartition si

e [ est croissante: v <y = F(x) < F(y).

o F est continue a droite: limy_,,4 F(y) = F(z) V.

o lim, . o F(x) =0 etlimy_ 4o F(z) =1.

Une fonction de répartition F' est dite absolument continue de densité f si

F@%i[Eﬂwdw (2.1.10)

On a les propriétés suivantes:

1. Si f est une densité, la fonction F' définie par (2.1.10) est une fonction de répartition,
qui de plus est continue.

2. Si F' est une fonction de répartition continue, elle n’admet pas nécessairement une
densité (on peut construire des contre-exemples, faisant intervenir, par exemple, des
objets fractals).

Le lien entre la notion de fonction de répartition et les variables aléatoires vient du
fait que pour toute variable aléatoire réelle, P{X < ¢} est une fonction de répartition. En
effet,
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FIGURE 2.1. Densités et fonctions de répartition correspondantes: (a) loi normale standard
N(0,1), (b) loi exponentielle &xp(1), (c) loi de Cauchy de parametre 1.

e sis <t alors {X < s} C{X <t}, et donc P{X < s} <P{X <t}
° lims_,t+ ]P){X < 8} — P{X < t} = lims_,H P{t <X < 8} = 0;
o limy, P{X <t} =0et limy o P{X <t} =1.

Ceci motive la définition suivante.
Définition 2.1.5 (Variable aléatoire a densité). Si X est une variable aléatoire,

Fx(t) =P{X <t} (2.1.11)

est appelée fonction de répartition de X. Si Fx est absolument continue de densité f, on
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dit que X admet la densité f et on a les relations
t
P{X <t} = / £(s) ds (2.1.12)
B b
IP’{a<X<b}:]P’{X<b}—IP’{X<a}:/ f(s) ds. (2.1.13)

Dans ce cas, on peut remplacer < par < et inversement.

Exemple 2.1.6.

1. Soit (€2,p) un espace probabilisé discret. La fonction de répartition d’une variable
aléatoire X : Q@ — X () C R est

Fx®)= Y PX=z2= 3 p) =3 Ixwe®pw) . (21.14)

2€X(Q): 2Kt we: X(w)<t we

Fx(t) est donc constante partout sauf aux points z € X (), ou elle effectue un saut
de P{X = z}. La variable aléatoire X n’admet pas de densité.
2. La fonction de répartion associée a la densité de la loi uniforme sur [a, b] est donnée

par
0 sit<a,
! t—a .
F(t) = Ligg(s)ds=<¢ —— sia<t<b, (2.1.15)
—00 ' b—a
1 sit>b.

Si X admet cette fonction de répartition, on notera X ~ U([a, b]).
3. On notera ®(t) 'intégrale
t
B(t) = / o(s) ds (2.1.16)
—0o0
ol p(s) = e*°/2 /\/27 est la densité de la loi normale standard. Comme ¢ est une
densité, ® est une fonction de répartition. Si X admet la fonction de répartition ®, on
dira qu’elle suit la loi normale standard, et on notera X ~ N(0,1). Nous dirons que
X suit la loi normale de moyenne p et variance o® et nous noterons X ~ N(u, 0?) si
elle admet la densité p(x; i, 0?) introduite en (2.1.6).
4. Supposons que X soit une variable aléatoire satisfaisant

1 sit<0
P{X >t} = ’ 2.1.17
{ } {e/\t sit>0. ( )
Alors la fonction de répartition de X est donnée par
0 sit<0
Fx(t)=1—-P{X >t} = ’ 2.1.18
x(®) { } {1—6” sit>0. ( )
On s’apercoit que
0 sit<O0
Fi(t) = ’ 2.1.19
x(®) {)\e)‘t sit>0 ( )

est la densité de la loi exponentielle (sauf en ¢ = 0, ou la fonction Fx n’est pas
dérivable). La discontinuité en 0 de cette densité n’ayant pas d’influence sur I'intégrale,
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X est absolument continue de densité exponentielle, donnée par (2.1.8). On dira que
X suit la loi exponentielle, et on notera X ~ &xp(N\).

Remarquons que sit > s > 0, on a

P{X >t}
P{X > s}
La loi exponentielle est donc un analogue continu de la loi géométrique, cf. la Propo-
sition 1.2.7.

P{X > tX > s} = e M) —PIX >t — s} . (2.1.20)

2.1.2 Espérance et variance

Pour des variables aléatoires admettant une densité, ’espérance et la variance se définissent
de maniére analogue au cas discret, en remplacant les sommes par des intégrales.

Définition 2.1.7 (Espérance et variance). Soit X une variable aléatoire admettant la
densité f.
1. Stz — |z|f(x) est intégrable selon Lebesgue, on appelle espérance de X la grandeur

[e.9]

E(X) = / xf(z) do . (2.1.21)

—00

2. Si de plus v +— (x — E(X))2f(x) est intégrable selon Lebesgue, on appelle variance de
X la grandeur

Var(X) = /OO (z —E(X))*f(x) dz = E(X?) —E(X)? . (2.1.22)

—00

Exemple 2.1.8.
1. Loi uniforme: Si X ~ U([a,b]), alors

& 1 by a-+b
F(X) = 1 = = 2.1.2
et comme on a
e 1 b g2 a + ab + b2
2 2
X5 = /OO‘T p—qtlenl®) do = / T

la variance est donnée par

a?4+ab+b0*  [(a+b\* (a—b)?
X) = — = . 2.1.2
Var(X) 3 < > > 5 (2.1.25)
2. Loi normale standard: On a
L L —1‘2/2 2 L 2
tim [ Jalp(e) do = lim 2 [ 2t — dz= lim ——[-e] =
L—oo J_p, L—oo Jg V2m L—oo /21 0 2
(2.1.26)

donc x — |z|p(x) est intégrable. Par conséquent, si X ~ N(0,1), alors E(X) existe.
En fait, E(X) = 0 puisque = — z¢(x) est impaire.
Quant a la variance, une intégration par parties donne

00 —x2/2 —x2/27 00 oo ,—x2/2
Var(X) = [ 225 —do=|-2>—x| + [ S dr=1. (21.27)
N PN V2 N V2T | oo V2T S o

Ce résultat explique la notation X ~ A(0,1): les arguments 0 et 1 se réferent &
I’espérance et la variance de X.
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3. Loi normale de moyenne i et variance o%: Le changement de variable y = (x — p)/o
donne

B(X oo g—(z—p)?/20?
(X) = _Oox V2o dv = \/27r/

Var(X 00 Qe—(ﬂﬁ n)?/20? q o2
ar( )—/_oo(x—,u) Vo2rmo v V2T /_oo

4. Loi exponentielle de paramétre A:

(oy +p)e 2 dy =p,

e V2 dy=02. (2.1.28)

) 00 oo 1
E(X) :/0 zhe M dr = [—xe_)‘x} —|—/0 e dr = 1

0
oo 1\2 1\2 o o0 1
X) = - —)\zd — | _ - —A\x / 9 - —)\:vd
Var(X) /0 (m )\) e T [ (x /\) e L + ; <:U )\>e x
1 2 2 [ 1
= 4+ IEX)-= M dr = — . 2.1.2
2ty (X) N, © T= 33 (2.1.29)

L L
1 2 L
lim |x]£ﬁ de = =< lim % dz = < lim [log(av2 + 02)} = +o0,
L—oo J [ mx*+cC T L—oo Jg Z°+cC T L—o0 0
(2.1.30)

Pespérance de la loi de Cauchy n’existe pas (bien que sa densité soit paire, et qu’on
pourrait étre tenté de considérer son espérance comme nulle).

2.1.3 Fonction caractéristique

Définition 2.1.9 (Fonction caractéristique). Soit X une variable aléatoire admettant la
densité f. On appelle fonction caractéristique de X la fonction

dx(z) = /00 e f(z) dz = E(e*Y) . (2.1.31)

—00

On remarquera que ¢x(z) n’est autre que la transformée de Fourier de la densité de
X (& un facteur pres, selon la convention adoptée pour la transformée de Fourier). On a
dx(0) =1, et pour z réel,

oo
l6x (2)| g/ €5 f(2) dz = 1, (2.1.32)
—00
donc l'intégrale existe sur 'axe réel. Si ¢px est analytique au voisinage de z = 0, on aura
m .
Oy (z) = i/ ze® f(z) dx, (2.1.33)
—00
et par conséquent
o (0) = E(X),  ¢%(0) = ~E(X?) | (2.1.34)

La fonction caractéristique permet donc de calculer l'espérance et la variance de X (et
plus généralement l'espérance de n’importe quel polynéme en X).
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Exemple 2.1.10.
1. Loi exponentielle de paramétre X: Si X ~ Exp(N), alors

-\ ize—A\x de = | ——— (iz—N)z o . 2.1.
¢x(2) /O e v [iz_ A o A—iz (2.1.35)

On remarque que pour |z| < A, l'on peut développer ¢x(z) en série entiere

1 > iz \F
dx(z) = T - ;(O , (2.1.36)

et comme par ailleurs

_ izX) _ - (lz)k k
ox(z) =E(e*) = E_O X E(X"), (2.1.37)
on obtient par identification
k!
E(X*) = R (2.1.38)

. Loi normale standard: Comme x? — 2izx = (r — iz)? + 22, le théoréme de Cauchy
permet d’écrire

1 R 2 1 o i2)2 2 2
_ izz—x?/2 dx = / —(z—iz)?/2 dre™* /2 — o=%°/2 . (2.1.39
dx(2) m/ooe T NG 7ooe Te e ( )

En développant ’exponentielle, on obtient

o -1 y4 ZQZ
ox(n=3 LA (2.1.40)
=0 ’
ce qui donne
0 si k est impair ,
E(X*) = (20) (2.1.41)
S0 si k = 2/¢ est pair .

En séparant les termes pairs et impairs de (2¢)!, la derniére expression peut étre récrite
sous la forme
(20! 20(20—-2)...4-2
2000 260!
=(20-1)(2(—-3)...5-3-1, (2.1.42)

(20—1)(20—3)...5-3-1

cette derniére quantité étant souvent dénotée (2¢ — 1)!1.
. Loi de Cauchy: En écrivant

c 1 1 1 1
€~ __ - _ , 9.1.43
ma?4c  2mi |:£L‘—iC ZL'+16:| ( )

la fonction caractéristique peut étre calculée par la méthode des résidus, et donne
dx(z) = (2.1.44)

pour z réel. Cette fonction n’est pas dérivable en zéro, reflétant le fait que I'espérance
n’existe pas.
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2.1.4 Changement de variable

Il est souvent utile de connaitre la densité d’une variable aléatoire Y, fonction de la variable
aléatoire X, en fonction de la densité de X.

Proposition 2.1.11 (Formule de changement de variable). Soit X une variable aléatoire
admettant la densité f. Soit g : R — R wune fonction continument différentiable et stricte-
ment monotone (donc ¢ ne s’annulle jamais). Si Y est une variable aléatoire telle que
X =g(Y), alors elle admet la densité

Fla®)lg' @) - (2.1.45)

DEMONSTRATION. Considérons le cas ol g est croissante. Alors la fonction de répartition
de Y peut s’écrire

a(t)
Fr(t) =Y <t} =P{g(V) < g0} =P(X <y} = [ f@)do. (2140

Le résultat suit alors en prenant la dérivée par rapport a t (par le théoreme sur la
dérivée d’une intégrale dont les bornes dépendent d'un parameétre). Dans le cas ou g
est décroissante, le raisonnement est similaire, sauf que le sens d’une inégalité change. [J

Exemple 2.1.12. Soit X une variable de loi uniforme #(]0, 1]). Soit ¥ = —log(X), c’est-
a-dire X = e~Y. Alors la formule (2.1.46) avec f(z) = ljp1)(z) et g(t) = e* montre que
la densité de Y est donnée par

Loy(e™)|=e™"[ = e 1z (2.1.47)

c’est-a-dire que Y suit la loi exponentielle &xp(1).

2.2 Vecteurs aléatoires a densité

2.2.1 Densité conjointe

Définition 2.2.1 (Vecteur aléatoire). On appelle vecteur aléatoire de dimension n un
n-uplet X = (X1,...,X,) ou chaque X; est une variable aléatoire réelle.

Nous aimerions associer, quand c’est possible, une densité f(z1,...,z,) a un tel vecteur
aléatoire. C’est-a-dire que la probabilité que X appartienne & un sous-ensemble B C R"”
devrait pouvoir s’écrire comme une intégrale multiple de f sur B.

Considérons d’abord le cas n = 2. Supposons que pour une fonction f : R? — R,
I'intégrale

fi(z) = /_OO f(x1,22) dzs (2.2.1)

existe pour chaque z; € R. Supposons de plus que la fonction f; est intégrable. Le
théoreme de Fubini affirme que

/_OO fl(iﬂl) dl‘l = /;Oo fz(xg) dl‘g (222)

ou l'on a posé

fa(z2) = /_OO f(z1,22) doq . (2.2.3)
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On note alors
/2 f(x1,x9) daq dag :—/ fi(zy) dxq E/ fa(x2) das . (2.2.4)
R —00 —00

Si B C R™, on introduit de plus

/ f(ﬂ?l,xg) dl‘l dl‘Q = /2 1B($1,$2)f($1,l‘2) dﬂfl dZEQ s (225)
B R
pour autant que cette derniere intégrale existe, ou

1 si (IL‘l,IL‘g) eB,

0 sinon

1p(z1,72) = { (2.2.6)

désigne la fonction indicatrice de x € B. Ces notations se généralisent a des fonctions
f:R" —>R.

Définition 2.2.2 (Densité d’un vecteur aléatoire). Une fonction intégrable f : R™ —
[0, 00[ est une densité si elle satisfait

fz1,...,zp) doy...da, = 1. (2.2.7)
]Rn
On dit qu’un vecteur aléatoire X = (Xq,...,X,) admet la densité f si
P{Xléal,...,Xngan}:/ flzy, ... xy) dzy ... dxy, (2.2.8)
]7OO,a1]><"'><]7OO,CLn}

pour tout choix de aq,...,a, € R. On dit aussi que f est la densité conjointe des variables
aléatoires X1, ..., X,.

Le théoréme suivant, sur lequel nous reviendrons dans la section suivante, permet
d’étendre la relation (2.2.8) a des événements plus généraux. Pour I'instant il suffira de
savoir que les Boréliens sont une classe de sous-ensembles de R™, comprenant en particulier
les ouverts et les fermés de R™, ainsi que toutes leurs réunions et intersections.

Théoréme 2.2.3. Soit X un vecteur aléatoire admettant la densité f. Alors pour tout
Borélien BCR", on a

]P’{XEB}—/ f(z1,...,2p) doy ... day, . (2.2.9)
B

Exemple 2.2.4.

1. L’aiguille de Buffon: On laisse tomber une aiguille de longueur a < 1 sur une feuille
recouverte de lignes paralleles, distantes de 1 (Figure 2.2). Avec quelle probabilité
I'aiguille coupe-t-elle une des lignes?

On peut admettre que la position y € [0, 1[ du milieu de 1’aiguille, mesurée par rapport
a la ligne située immédiatement en-dessous de ce milieu, et 'angle ¢ € [0,27[ que
Paiguille fait avec les lignes, sont distribués uniformément:

1
fly, ) = 3 Lo 1x 0,2 (¥ ©) . (2.2.10)
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—

T 2T

3.

FIGURE 2.2. Expérience de l'aiguille de Buffon. Le domaine B correspond aux valeurs de
@ et y pour lesquelles il y a une intersection entre 1'aiguille et une ligne horizontale.

On remarque alors que 'aiguille coupe une ligne si et seulement si (y, ¢) appartient a
I’ensemble

B= {(y, ) € [0,1][x[0,2n[: y — g|singp\ <0ouy-+ g|sin<p| > 1} . (22.11)

La probabilité d’une intersection est donc donnée par

1
P{(yv¢)63}=/f(y,w) dydso=4/ 5 dyde
B {(y,9): 0<p<m0<yY< G sing} <7

4 T r2sing 9 [T 9
—2/ /2 dydgo-/ gs.incpd@:—a. (2.2.12)
™ Jo 0 ™ Jo 2 T

Cette expérience permet donc d’estimer la valeur de 7 (en lancant 'aiguille un grand
nombre de fois, et en invoquant la loi des grands nombres, que nous verrons au chapitre
suivant).

. Densités marginales: Dans le cas n = 2, appliquons le Théoreme 2.2.3 pour ’ensemble

B =] —00,a] xR (Figure 2.3a). On a (x1,x2) € B si et seulement si z; < a, et donc

]P){Xl < a} = ]P){X S B} = /a /OO f(a:l,a;Q) dxo dxy . (2.2.13)

Ji(z1)

Ainsi, fi(z1) est la densité de la variable aléatoire X;. On l'appelle premiére densité
marginale de f. On définit de maniére analogue la seconde densité marginale fa(z2).
Plus généralement, pour une densité de dimension n > 2, la k-éme densité marginale
est obtenue par intégration sur tous les x; avec i # k.

Densité d’une somme: Soient X et X5 deux variables aléatoires. Alors le changement
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(a) A z2 (b) A 7o

X T

FIGurE 2.3. (a) Domaine d’intégration déterminant la densité marginale d’une densité
conjointe. (b) Domaine d’intégration déterminant la densité de la somme X; + X5.

de variable x1 = z — x3 nous permet d’écrire (c.f. Figure 2.3b)

P{Xl + X9 < a} / f((El, $2) dxq dxo
{(z1,22): z1<a—z2}

T e
:/_Oo/_oof(z—xg,xg) dz dzs
:/_;[/_if(z—mg,:cg) das | d= . (2.2.14)

=:9(2)

La densité de la somme Z = X| 4+ X5 est donc donnée par

= /00 f(z —x9,m9) day . (2.2.15)

Proposition 2.2.5. Si X1, Xy admettent la densité conjointe f, et si leurs espérances
existent, alors l’espérance de X1 + Xo existe et vaut

E(X:+ Xo) =E(X1) +E(Xa) . (2.2.16)

DEMONSTRATION. En utilisant (2.2.16) et le changement de variable z = 21 + x2, on a
o0 [e.e] o0
E(X1 —|—X2) :/ zg(z) dz :/ z/ f(z — x9,x9) dxe dz
o0 —0o0 —0o0

:/ / (x1 + x2) f(z1, 22) day dxe
/ $1/ f(x1,22) daa d$1+/ 562/ f(x1,22) doy dag

fi(z1) f2(z2)
=E(X;) +E(Xy) . (2.2.17)

O
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2.2.2 Indépendance, convolution

Définition 2.2.6 (Indépendance). Les variables aléatoires réelles Xy, ..., X, sont dites
indépendantes si

P{Xl al,...,X CLn} P{Xl al} IP{X an} (2.2.18)
pour tout choix de ay,...,a, € R.
Théoreme 2.2.7. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires telles que X; admette une

densité f; pour chaque i. Alors elles sont indépendantes si et seulement si

[z, .., xn) = fi(z1) ... fo(zs) (2.2.19)

est la densité conjointe de Xq,..., X,.

DEMONSTRATION.
< Si f est la densité de X, alors

P{X1 <ai,....,Xn < an} :/al /an fi@y) ... fo(en) doy .. oy
= " fl(acl) dx . ../an fn(xn) dxy,

=P{X1<a1}...P{X, <an}. (2.2.20)
= Si Xy,...,X, sont indépendantes, alors

]P’{X1gal,...,Xngan}:]P’{Xlgal} P{X an}

= /_a; fi(zy) dxl.../_oo fn(zy) dzy,

al an
:/ / f(z1,...,zp) doy ... day, (2.2.21)

donc f(zy,...,x,) est la densité conjointe de (Xq,...,X,). O

Remarquons que les f;(z;) sont évidemment les densités marginales de f(z1,...,Zy).
La relation (2.2.14) implique immédiatement le résultat suivant.

Corollaire 2.2.8. Si X et Xs sont des variables aléatoires indépendantes, de densités
respectives f1 et fo, alors X1 + Xo admet la densité

Z) = /_OO fl(z — xg)fg(xg) dxg . (2.2.22)

Ceci motive la définition suivante.

Définition 2.2.9 (Convolution). Si f1 et fo sont deux densités, la fonction

fix fa(z / fi(z — z2) fa(z2) dao (2.2.23)

s’appelle la convolution de fy et fa.
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Nous appliquons maintenant ces résultats au cas particulier important de variables
aléatoires gaussiennes, c’est-a-dire suivant des lois normales.

Théoréme 2.2.10. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes, suivant cha-
cune une lot normale, de moyenne w; et de variance ai?. Alors la somme X1+ ---+ X,
suit une loi normale de moyenne py + -+ - + pp, et de variance o3 + -+ + 02,

DEMONSTRATION. Nous allons considérer le cas n = 2, le cas général s’en déduit par
récurrence. Il est plus commode de travailler avec Y7 = X7 — 1 et Yo = Xo — o, qui
suivent des lois normales centrées (c’est-a-dire de moyenne nulle). Soit

2 2
o+ oy 09

= = — . 2.2.24
" u(yg) 0102 b2 01\/0%—1—032 ( )

Nous allons utiliser le fait que

2 2 _(z— y2)? yj

u” + =
2 2 2 2
o1+ 03 o1 b

: (2.2.25)

qui se vérifie par un calcul élémentaire. La densité g de Y7 4+ Yo est alors donnée par la
convolution

1 2 /9.2 1 2 /9.2
_ (e=y2)?/207 __~ y5 /205 d
zZ) = € (&
g( ) / o ) o ) Y2

1 > L(z=y)* | ¥
= — == 4 7L d
2mo109 /_OO exp{ 2 < 0% + 0% b2
_ ! / T o/ o220t o) __ 102 4
2m0102 J o \/O’% + O’%
1

2 2 2
= o F2ANH) — 5(2: 0,07 + 02) , 2.2.26
277(0% n a%) o( 1 5) ( )

ou nous avons utilisé le changement de variable ys — u(y2). Ceci montre que Y; + Ys suit
la loi V(0,07 + 02), et par conséquent X; + Xy suit la loi N(p1 + po, 02 + 03). O

2.2.3 Changement de variable

Considérons, comme dans le cas réel, la relation entre la densité f d’un vecteur aléatoire
X et la densité d’une fonction de X. Dans le cas réel, nous avons dérivé une formule dans
le cas ou la fonction était continiment différentiable et strictement monotone. Dans le cas
vectoriel, nous aurons besoin de supposer que la fonction est un difféomorphisme.

Définition 2.2.11 (Difféomorphisme, Jacobien). Soient A, B des ouverts de R™. Une
fonction g : A — B est un difféomorphisme si elle est contindment différentiable, et admet
une réciproque g~ qui est également continiment différentiable. On appelle Jacobien de
g le déterminant

og og1 og1

992 g2 g2

S (v) () ()
99 () = det | Om1 " O Oy , (2.2.27)
Ox : : :

By (z) B (z) B, (z)
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Rappelons le théoreme fondamental du changement de variables dans une intégrale
multiple.

Théoréme 2.2.12 (Théoreme fondamental du changement de variables). Soit g: B — A
un difféeomorphisme. Alors pour toute fonction intégrable f : A — R"™ et tout D C A, on a

g
[ s@ s = [ s6w)| 2 >\ dyy .. dy, (2.2.28)
g(D) D Yy
Exemple 2.2.13 (Coordonnées polaires). Considérons l'application g : (r,¢) — (z1, z2)
définie par

x1 = rcos(p) , (2.2.20)
xg = rsin(p) . o

Elle définit un difféomorphisme de ]0, co[x [0, 27[ vers R2 \ {(0,0)}. En effet, g est bien
continiment différentiable, et sa réciproque est définie par

= et (2.2.30)

© = arg(x; + izg) ,

ou Pargument arg(z) d’'un nombre complexe z est I'unique nombre ¢ € [0,27] tel que
|z| ¥ = 2 (on peut 'exprimer & 'aide de arctan(zs/x1)). Le Jacobien de g est donné par

d(rcosp) O(rcosy)
0(x1,x2) or 9 _ (cosgo —r sincp) .,

= det . (2.2.31)
o(r, ) d(rsing) O(rsiny) sing rcosy

or Oy

La formule de changement de variable donne donc, pour une fonction intégrable et con-
tinue f,

2w poo
/ f(z1,x9) day dag = / / f(rcosp,rsing)rdrde (2.2.32)
R?2 0 0

(on notera que les intégrales sur R? et sur R?\ {(0,0)} sont les mémes pour une fonction
continue). Appliquons cette égalité a la fonction

1 2 2 1 2 1 2
_ —(23+23)/2 _ /2 ) [ /2 2.2.
f(x1,x2) o e 1T < o e ™ ) ( o e "2 ) (2.2.33)

On obtient

o ) 2 o 9 ) o 9 )
€ X € X € X
(/_oo v 2T oo V2T ! oo V2T 2

— / ie (%""%)/2 dxl de
R

2 2T

A
71”2/2 2r 1

— [ dp = —dp =1 2.2.34

/0 [ 5 ]0 @ /0 5-dp=1, ( )

ce qui démontre (2.1.5), c’est-a-dire le fait que p(z) = \/% e~%*/2 est bien une densité.

rdrd@
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Corollaire 2.2.14 (Formule de transformation d’une densité). Soit X wun vecteur aléa-
toire, admettant la densité f. Soit g un homéomorphisme, et soit Y un vecteur aléatoire
tel que X = g(Y'). Alors Y admet la densité

99

o) | 5200 (2239

DEMONSTRATION. Soit B C R™ et A = g(B). Alors on a
PIY € B) = F{y(v) € 9(B)) =F(X € 4) = [ j(@) do = [ 1(ot0) <y>\ dy

en vertu du théoreme précédent. ]

Exemple 2.2.15 (Algorithme de Box—Miiller). On se donne deux variables aléatoires U
et V, indépendantes et de loi uniforme ([0, 1]). On cherche la densité du couple

(X,Y) = (v/—2log(1 — U) cos(2nV),/—2log(1 — U) sin(27V)) . (2.2.37)

Remarquons pour commencer que la fonction u — —2log(1—u) envoie l'intervalle [0, 1] sur
R .. Le domaine de (X,Y) est donc R 2. Le Jacobien de la transformation (U, V) + (X,Y)
est donné par —27/(1 — U). Le Jacobien de la réciproque est égal a l'inverse de cette
quantité, a savoir —(1 — U)/(27) = e~ +Y*)/2 /(27). Le couple (U, V) admet la densité
Ljo,1)(u) 10,1 (v). En appliquant la formule de changement de variable, on obtient que (X,Y")
admet la densité

e~ @Hv)/2 o—2%/2 —y?/2

27 Ve Ver
Cela signifie que X et Y sont indépendantes, et suivent les deux une loi normale standard

N(0,1).

(2.2.38)

Exemple 2.2.16 (Vecteur gaussien). La densité conjointe des n variables gaussiennes
indépendantes est donnée par

Flan, ... xn) = L exp{—;[W+~-+WH, (2.2.39)

(2m)"/ 20y ... op oy o2

on 'appelle une densité gaussienne a n dimensions. Considérons le cas ou les X; suivent
la loi normale standard, c’est-a-dire

F@) = F@r,. . ma) = (2;)” ol (2.2.40)

Par 'indépendance, nous aurons cov(X;, X;) = 0 pour ¢ # j, alors que Var(X;) = 1, et
par conséquent E(X;X;) vaut 1 si i = j, 0 sinon. Soit alors S une matrice non singuliere,
c’est-a-dire telle que det S # 0, et T'= S~!. Considérons la variable aléatoire

Y =TX +u, (2.2.41)

dont I'espérance vaut u. Quelle est sa densité? Par la formule de changement de variable,
la densité de Y est donnée par

~ det S| _ _
Fly) = (‘%)n/‘ze IS@-wl?/2 (2.2.42)
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Remarquons que l'on peut récrire
1S(y — w)I? = (S(y = WSy — ) = {y — plAly — n))
n
= aij(yi — i) (s — 1) (2.2.43)
ij=1
ol A est la matrice symétrique définie positive A = STS, d’éléments a;j, qui satisfait
det A = (det S)2. Nous avons donc
- Vdet A { 1 — }

- yn) = WGXP 3 Z aij(yi — pi) (Y5 — 15)
ij=1

(2.2.44)

qui est la forme générale d’une densité gaussienne. Nous avons déja vu que son espérance
vaut . Quant a sa covariance, elle se calcule en observant que

E(YY;) = E( [sz Ty X+ m} L; Tieket ‘”D

= Z TinTj B (Xp Xe) + pisj

kl=1
n
=TT + pipy = (TTT)ij + pigs; (2.2.45)
k=1
d’ot, comme TTT = A1,
cov(V;, ;) = (A7) (2.2.46)

La matrice C = A~! s’appelle la matrice de covariance de la densité gaussienne (2.2.44).
Nous voyons en particulier que les variables Y7, ...,Y, sont non corrélées si et seulement
si A est diagonale, ce qui est le cas si et seulement si les variables sont indépendantes.

Définition 2.2.17 (Densité gaussienne). Soit C' une matrice n X n symétrique, définie
positive, et u € R™. La densité

e o @ - )} (2.2.47)

1
o(x;pn,C) = —exp{
( ) Vv (2m)"det C 2<
s’appelle densité gaussienne de moyenne p et matrice de covariance C.

Voici pour terminer une autre propriété remarquable des densités gaussiennes.

Proposition 2.2.18. Les marginales d’une densité gaussienne sont des densités gaussi-
enmnes.

DEMONSTRATION. Il suffit & nouveau de considérer le cas n = 2, u = 0, les cas de dimen-
sion plus élevée pouvant étre traités par récurrence. Or l'identité

2 a _ g2
11422 — Q79 o
) + —25

2.2.48
o ( )

2 2 a12
a112] + 2a127172 + a22x; = a11|{x1 + -~ T2
11
permet d’effectuer l'intégrale de la densité sur x1, a l'aide du changement de variable
s . . Y —22/952
u = 21 + (a12/a11)xe2. La densité marginale est donc proportionnelle & e 12/2"2, avec o9
donné par a% = aj;/ det A. O
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2.3 Mesures de probabilité et espaces probabilisés*

Nous donnons dans cette section une introduction a la théorie générale des espaces prob-
abilisés, telle que fondée par Kolmogorov. Cette théorie permet de traiter de maniere
unifiée les espaces probabilisés discrets, les variables aléatoires a densité, et bien d’autres
situations. La construction comporte trois étapes principales:

1. 'espace probabilisé est défini a ’aide des notions de tribu et de mesure de probabilité;

2. les variables aléatoires sont définies comme des fonctions mesurables;

3. les espérances sont définies comme des intégrales par rapport a la mesure de proba-

bilité.

2.3.1 Mesures

Définition 2.3.1 (Tribu). Soit Q un ensemble. Une famille non vide F de sous-ensembles
de Q s’appelle une tribu (ou o-algebre) si

e Qe F;
e pour tout A€ F, on a A® € F;
e pour toute famille {Ap}nen d’éléments de F, on a|J, | An € F.

Définition 2.3.2 (Mesure de probabilité). Une mesure sur une tribu F est une application
w:F —[0,00] telle que

o M((D) =0;
e c-additivité: pour toute famille { Ay }nen d’éléments de F, disjoints deux & deux,

M(G 4,) = i H(Ay) . (2.3.1)
n=1 n=1

Si de plus () = 1, p est une mesure de probabilité, et on la notera P.

Définition 2.3.3 (Espace probabilisé). Si F est une tribu sur 2, (Q,F) est appelé un
espace mesurable, et les éléments de F sont dits mesurables. Si p est une mesure, (Q, F, i)
est appelé un espace mesuré. Si P est une mesure de probabilité, (2, F,P) est un espace
probabilisé.

Exemple 2.3.4.

1. F={Q,0} est une o-algebre, appelée la o-algebre triviale. La seule mesure de prob-
abilité sur F est donnée par P(Q2) =1, P())) = 0.

2. Soit © un ensemble fini ou dénombrable, et F = P(2) = {A: A C Q} l'ensemble de
toutes les parties de Q. Alors F est une tribu, et (£2, F) est un espace mesurable. Si
p:Q — [0,1] satisfait )~ o p(w) = 1, alors I'application P : F — [0, 1] définie par

P(A) = pw) (2.3.2)
w€eA
est une mesure de probabilité. On la note
P=> pw)d,, (2.3.3)
we

ou d,(A) vaut 1 siw € A, 0 sinon. L’espace (€2, F,P) est un espace probabilisé discret.
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Si Q =R, la tribu des Boréliens B est par définition la plus petite tribu contenant
tous les intervalles de la forme Ja,b] C R. On dit que c’est la tribu engendrée par ces
intervalles.
L’application A définie par

Aa, b)) =b—a, (2.3.4)

et étendue a B par g-additivité, est une mesure, et s’appelle la mesure de Lebesgue.
Le mesure de Lebesgue d’un intervalle est donc simplement sa longueur. Cette mesure
n’est pas une mesure de probabilité car A(R) = oo.
Si F: R — [0,1] est une fonction de répartition, I’application P : B — [0, 1] définie
par

P(Ja,b]) = F(b) — F(a) , (2.3.5)

et étendue a B par o-additivité, est une mesure de probabilité. Ainsi (R, B,P) est un
espace probabilisé.

Si Q = R™, on définit de maniére analogue la tribu des Boréliens B, comme celle
engendrée par les hypercubes |aj,bi] X - - X]ay, by]. La mesure de Lebesgue sur R™
est définie par

AJat,bi] % -+ X]an, ba]) = (b1 — a1) ... (by — an) , (2.3.6)

et étendue a B,, par o-additivité.

. Soient (£2;, F;), i € I, des espaces mesurables. Pour A € Fi, notons

AW = {w c HQ wy, € A} . (2.3.7)

L’ensemble de tous les AK) engendre une tribu sur [[, €, appelée tribu produit des
Fi, et notée ®;F;. L’espace mesurable ([, ;, ®;F;) est l’espace produit des (§;, F;).
Par exemple, dans une expérience de Pile ou Face, prenons §2; = {P,F} pour chaque
jet, avec la tribu

F; ={0,{P},{F},{P,F}} . (2.3.8)

Une mesure de probabilité sur ’espace produit est définie par

_ Al

IP’({w €Q: (wi,...,wm) EAC {F’P}m}) om

(2.3.9)

pour tout m.

2.3.2 Applications mesurables

Définition 2.3.5 (Application mesurable).

o Si (N,F) et (U, F') sont des espaces mesurables, une application f: Q — Q' est dite

F-F'-mesurable si elle satisfait
FUF)={f(A): AeFyC F, (2.3.10)

c’est-a-dire si la préimage de tout élément de F' est un élément de F.

o Une application f : QQ — R est dite F-mesurable, ou simplement mesurable, si elle est

F-B-mesurable. En particulier, toute fonction continue f : R — R est B-mesurable.
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Définition 2.3.6 (Variable aléatoire).

o Si (2, F,P) est un espace probabilisé et X : Q — R est F-mesurable, on dit que c’est
une variable aléatoire. On vérifie que

PX-': B — [0,1]

est une mesure de probabilité sur (R, B), appelée la loi de X.
e L’application
R (2.3.12)

t = Fx(t)=PX 1(]—-o00,t]) =P{X <t}
est appelée la fonction de répartition de X.

Les fonctions mesurables d’un espace probabilisé sont donc simplement celles pour
lesquelles on peut définir P{X € A} pour tout Borélien A € B. La situation est symbolisée
dans le diagramme suivant (notons que X, étant mesurable, peut étre identifiée & une
application de F dans B):

P
(€, F) — [0,1]

X\, J PX!
(R, B)

(2.3.13)

2.3.3 Intégrale de Lebesgue

Finalement, il nous faut définir la notion d’intégrale sur un espace mesuré ou probabilisé.
Nous nous bornerons ici a donner les définitions et le résultat principal.

Définition 2.3.7 (Intégrale d’une fonction simple).
Soit (Q, F, ) un espace mesuré.

e On appelle fonction simple toute fonction e : @ — R de la forme

k
e(w) = ZailAi (W), (2.3.14)
i=1

ou les a; sont dans R, les A; sont dans F, et 14,(w) est la fonction indicatrice de
w E A;.
e L’intégrale d’une telle fonction simple est définie par

k
/ edy = ZaiM<Ai) . (2.3.15)
{ i=1

Théoréme 2.3.8. Toute fonction mesurable f : Q@ — [0, 00| peut s’écrire comme
f= lim e,, (2.3.16)
n—oo
pour une suite croissante de fonctions simples ey, (c’est-a-dire telle que ep(w) < ept1(w)

pour tout w € Q). De plus
lim [ e,du € [0, 0] (2.3.17)

n—oo [¢)

existe et ne dépend pas de la suite de e,, convergeant vers f.



36 CHAPITRE 2. PROBABILITES CONTINUES

Ce résultat justifie la définition suivante.

Définition 2.3.9 (Intégrale d’une fonction mesurable).

e Soit f:Q — [0,00] une fonction mesurable. Alors son intégrale est définie par

/ fdu= lim [ e,du, (2.3.18)
Q n—ee Jq

ol e, est une suite croissante de fonctions simples convergeant vers f.
e Soit f:Q — [—00,00] une fonction mesurable. Alors son intégrale est définie par

/Qfdu:/ghdu—/ﬂf_du, (2.3.19)

ot fi(w) = max{f(w),0} et f_(w) = max{—f(w),0} désignent la partie positive et la
partie négative de f.
e Pour tout A € F, on pose

/Afdﬂ:/glAfdMa (2.3.20)

e On note L1(Q, F, p) lespace des fonctions mesurables X : Q — R telles que l’intégrale
de | X| soit finie, et L,(2, F, ) Uespace des fonctions mesurables X : Q@ — R telles
que lintégrale de | X|P soit finie.

Dans le cas particulier (Q,F,u) = (R, B, \), 'intégrale introduite ci-dessus s’appelle
U'intégrale de Lebesque. Par définition, I'intégrale de Lebesgue d’une fonction simple est
égale a la surface comprise sous le graphe de cette fonction, donc & son intégrale de
Riemann. Par conséquent, si une fonction est intégrable selon Riemann, son intégrale de
Lebesgue est égale a son intégrale de Riemann, et on écrit

/R fdx= /]R flz) dox = /o; f(z) dz . (2.3.21)

Revenons maintenant au cas particulier d'un espace probabilisé.

Définition 2.3.10 (Espérance). Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(Q, F,P) telle qu’on ait soit X (w) = 0 pour tout w, soit X € L1(Q, F,P). Alors on appelle
espérance de X ['intégrale

E(X) = /Q X dP. (2.3.22)

Plus généralement, si ¢ : R — R est B-mesurable, on pose

E(p(X)) = /Q H(X) dP . (2.3.23)

On notera que les notations suivantes sont toutes équivalentes:

P{th}:/ dP:/l{m}dP:E(l{m})
{X<t} Q

t
:PX—I(]—oo,t]):/Rq_ooﬂ d([P’X‘l):/ d(PX1) . (2.3.24)

— 00
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Exemple 2.3.11.

e Dans le cas d’un espace probabilisé discret, c’est-a-dire
P=>Y pw)d,, (2.3.25)
we

toute variable aléatoire X : 2 — R est une fonction simple, car elle peut s’écrire

X=> Xw)lgy- (2.3.26)
we
Par conséquent, son espérance est donnée par
E(X) = /Q XdP=> X(w)P({w}) =) X(w)pw). (2.3.27)
weN weld

e Si X est une variable aléatoire dont la fonction de répartition admet une densité f,
on a

P{X € A} = / f(x) dz . (2.3.28)
A
Comme par ailleurs
P{X € A} =PX }(4) = / d(Px—1), (2.3.29)
A

on s’apercoit que la loi de X est donnée par d(PX ') = f(x) dz. On retrouve donc

E(X):/QX dP:/Rxd(PX—l):/ zf(x) dz . (2.3.30)

R
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Chapitre 3

Théoremes limite

Dans certains cas il s’avere qu'une suite Xy, X7, Xo,... de variables aléatoires converge
vers une variable aléatoire X. Ce genre de résultat, appelé théoreme limite, est utile car la
limite X fournit en général une bonne approximation de X, pour n suffisamment grand,
et est souvent plus simple a étudier que les X,, de la suite.

Il existe plusieurs notions de convergence pour une suite de variables aléatoires : con-
vergence en loi, en probabilité, en moyenne d’ordre p, presque stuire. Notre but ici n’est pas
de développer la théorie générale de ces différentes notions de convergence, mais plutot
d’étudier quelques-uns des théoremes limite les plus importants, dont la loi des grands
nombres, qui nous permettra d’interpréter la notion d’espérance, et le théoreme de la
limite centrale, qui fournit une interprétation de la variance.

3.1 La “loi des petits nombres”

FEn 1898, Ladislaus Bortkiewicz nota que la loi de Poisson décrivait bien les événements
rares dans de grandes populations. Il cite notamment comme exemple le nombre de déces
annuels par suite de ruade de cheval dans la cavalerie prussienne, qui suit de pres une loi
de Poisson de parametre A = 0.61 :

Nombre k de déces 0 1 2 3 4

Nombre de corps de cavalerie avec k déces 109 65 22 3 1
200 - mp61(k) | 108.67 66.28 20.21 4.11 0.63

(la valeur A = 0.61 correspond au nombre moyen de déces par corps).

En fait, il est naturel de modéliser la situation en supposant que chaque soldat a une
probabilité tres faible ¢ d’étre tué par une ruade. En supposant les différents accidents
indépendants, le nombre de déces serait alors décrit par une loi binomiale de parametres n
et ¢, ou n est le nombre de soldats. Or il s’avéere effectivement que pour n grand et ¢ petit,
avec nqg de 'ordre de I'unité, la loi binomiale de parametres n et ¢ est bien approchée par
une loi de Poisson de parametre A = ngq.

Cette observation peut étre utile en pratique. Bien que nous ayons une expression
explicite pour la loi binomiale, les probabilités ne sont pas toujours aisées a calculer si
le nombre n est grand. Supposons par exemple que 'on joue n = 1000 fois a un jeu de
hasard dans lequel la probabilité de gagner est de ¢ = 1/1000. Le calcul de la probabilité
de gagner 20 fois parmi ces 1000 jeux nécessite la détermination du coefficient binomial

39
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(1280), donc des nombres 20! et 1000!/980!. En particulier le second nombre est difficile &
calculer précisément sur une calculatrice, a moins de multiplier explicitement les entiers
de 981 jusqu’a 1000. Par contre il est facile de calculer 7 (20) = e~! /20!

3.1.1 Convergence en loi

Nous commengons par établir la convergence en loi (c’est-a-dire des probabilités a k fixé)
de la loi binomiale vers la loi de Poisson. Rappelons que ces deux lois sont données par

:n_i"“(l—q)”"“ ke{0,....,n},
(k) =e = keN. (3.1.1)

Proposition 3.1.1. Soit {g,}n>0 une suite telle que lim,_.ocng, = A > 0. Alors, pour

tout k € N,
lim b(k;n,q,) = mx(k) . (3.1.2)

n—oo

DEMONSTRATION. Soit A\, = ng,. Alors

An
b(k,n,q@-b(k,n,;)
_ n(n—l)...(n—/ﬁ—l—l))\?]‘;(l/\n>n—k

k! nk n
Ak 1 1 k-1 A\
= = (1-=).. (1- 1-==) . 3.1.3
o) -5 (- %) (343
Lorsque n — oo, on a A\, — A\, A\p,/n — 0 et j/n— 0pour j=0,...,k—1, donc
. DL A\" AR
nh_)r{)lo b(k;n,q,) = ﬁnh—{go <1 - n> =2 (3.1.4)

la derniére égalité pouvant se montrer par un développement limité de log[(1—\,/n)"]. O

Exemple 3.1.2. La probabilité de gagner au tiercé est de 1/1000. Quelle est la probabilité
de gagner k fois en jouant 2000 fois?

Nous modélisons la situation par une expérience de Bernoulli de longueur n = 2000 et
parametre ¢ = 1/1000. La probabilité de gagner k fois sera donnée par

2k
b(k;2000,1/1000) ~ ma(k) = e ™2 R (3.1.5)

Le tableau suivant compare quelques valeurs des deux lois.

k 0 1 2 3 4 5

b(k;2000,1/1000) || 0.13520 | 0.27067 | 0.27081 | 0.18053 | 0.09022 | 0.03605
ma (k) 0.13534 | 0.27067 | 0.27067 | 0.18045 | 0.09022 | 0.03609
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3.1.2 Convergence en distance (;

On peut en fait faire beaucoup mieux que de montrer la convergence simple de la loi
binomiale vers la loi de Poisson, et borner la “distance ¢1” entre les deux lois. Pour cela,
nous commencons par établir un résultat dit de couplage.

Lemme 3.1.3. Soient X etY deuzx variables aléatoires ¢ valeurs dans N. Alors
o0
S P{X =k} -P{Y =k} <2P{X #Y}. (3.1.6)
k=0

DEMONSTRATION. Posons, pour abréger 'écriture, f(k) = P{X = k}, g(k) = P{Y = k}
et A= {k: f(k) > g(k)}. Alors

Y k) =gk = (f(k) = g(k)) = > (f(k) = g(k))
k=0

k€A k¢A
=2 (f(k)—g(k) = > _(f(k) —g(k)) - (3.1.7)
keA keN
=1-1=0

Or nous pouvons écrire

> (f(k) = g(k)) =P{X € A} —P{Y € A}

keA
=P{XeAYcAl+P{XecAY ¢ A} —P{Y € A}
SP{XeAYecA}+P{X #Y} -P{Y € A}
<P{X #Y}, (3.1.8)
ce qui conclut la démonstration. ]
Théoréeme 3.1.4. On a -
Z‘b(k:;n, q) — mnq(k)| < ng’ . (3.1.9)
k=0

DEMONSTRATION. La démonstration que nous allons donner est une petite merveille de la
théorie des probabilités. Elle n’utilise pratiquement pas d’analyse, mais un grand nombre
de concepts de probabilités discretes vus au chapitre 1.

Nous commengons par introduire des espaces probabilisés (€2;,p;), pour i = 1,...,n,
donnés par ; = {—1,0,1,2,...} et

e 9—(1—q) sik=-1,

pi(k)=<{1-4q sik=0, (3.1.10)
qk
eqH sik>1.

On vérifiera que les p; définissent bien une distribution de probabilité. Sur chaque §2;, nous
introduisons les deux variables aléatoires

0 i ‘::07 . i .2 1’
Xi(w;i) = { . Yi(w;) = {wz o (3.1.11)

1 sinon, 0 sinon.
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De cette maniere, on a P{X; = 0} =1 — ¢, P{X; = 1} = ¢, et P{Y; = k} = my(k) pour
tout k > 0. De plus,

=pi(0) +pi(1) =1—q+qe™?, (3.1.12)

donc
P{X; 2Y} =q(l—e %) <. (3.1.13)

Soit (€2, p) 'espace produit des (€2;,p;). Alors

e X =X+ -+ X, suit la loi binomiale P{X = k} = b(k;n,q);
oY =Y+ +Y), suit la loi de Poisson P{Y = k} = m,,(k), en vertu du Corol-
laire 1.2.26.

Comme X # Y implique que X; # Y; pour un i au moins, il suit de (3.1.13) que
n
P{X #Y} <) P{X; #Yi} <ng’. (3.1.14)
i=1

Le résultat suit alors du Lemme 3.1.3. O

Le corollaire suivant montre 'utilité de la relation (3.1.9).

Corollaire 3.1.5. Soit f : N — R wune fonction telle que |f(k)| < M pour tout k. Soit
X wune variable aléatoire de loi binomiale b(k;n,q) et Y une variable aléatoire de loi de
Poisson mpq(k). Alors

[E(f(X)) —E(f(Y)] < Mng® . (3.1.15)

En particulier, pour tout A C N, on a
IP{X € A} —P{Y € A}| <ng”. (3.1.16)

DEMONSTRATION.
IE(f(X)) - Z\f )| [b(k; 1, @) — g (k)| < Mng® . (3.1.17)

La relation (3.1.16) est un cas particulier de (3.1.15), avec f(X) = 14(X) égale a la
fonction indicatrice de X € A. En effet, on a E(14(X)) = >, c 4 P{X =k} = P{X € A}
et |14(k)| < 1 pour tout k € A. O

Exemple 3.1.6. Revenons a l'exemple 3.1.2. Avec n = 2000 et ¢ = 1/1000, la rela-
tion (3.1.16) devient

IP{X € A} —P{Y € A}| <0.002. (3.1.18)

En particulier, la différence entre b(k;2000,1/1000) et mo(k) est au plus de 0.002. En fait,
elle beaucoup plus petite, puisque c’est la somme de ces différences qui est inférieure a
0.002.
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3.2 La loi des grands nombres

Dans cette section, nous allons donner une interprétation de l’espérance d’une variable
aléatoire. Supposons que X1,..., X, sont des variables aléatoires obtenues en répétant n
fois la méme expérience. Si E(X;) = p pour chaque 7, nous savons par la Proposition 1.2.9
que l'espérance de la moyenne (X; + --- + X,;)/n vaut également p. Mais pouvons-nous
affirmer plus, & savoir que la moyenne des X; a une grande probabilité d’étre proche de u?
C’est ce que fait la loi des grands nombres.

3.2.1 Loi faible des grands nombres

Nous allons montrer ici la version dite faible de la loi des grands nombres. Pour faire cela,
nous devons d’abord prouver I'inégalité de Markov, ainsi que son corollaire, I'inégalité de
Bienaymé—Chebychev.

Lemme 3.2.1 (Inégalité de Markov). Soit X une variable aléatoire dont l’espérance existe.
Pour tout a > 0,

P{|X|>a} < (’f’) (3.2.1)

DEMONSTRATION. On a
P{X|> o} = E(1xis0) < B( St ) < TE(X)) (3.2.2)
O

Corollaire 3.2.2 (Inégalité de Bienaymé—Chebychev). Soit X une variable aléatoire dont
Uespérance et la variance existent. Alors, pour tout a > 0,

P{|X —E(X)| > a} < Var : (3.2.3)

DEMONSTRATION. Soit Y = [X — E(X)]?. 1l suffit alors d’écrire
P{|X —E(X)| > a} =P{Y > a*} < a—le(Y) = % Var(X) . (3.2.4)
O

Nous remarquons que la probabilité P{|X — E(X)| > a} devient faible des que a?

est sensiblement plus grand que la variance de X, donc dés que a est sensiblement plus
grand que I'écart-type o(X) = /Var(X). On dit que X est “concentrée dans un intervalle
d’ordre de grandeur o(X) autour de son espérance”.

Théoréme 3.2.3 (Loi faible des grands nombres). Pour tout entier positif n, on se donne
des variables aléatoires X1, ..., X,, non corrélées, pouvant dépendre de n. On suppose que
chaque X; a la méme espérance u et la méme variance o2. Soit

&:ix. (3.2.5)

Alors, Sy /n converge vers p en probabilité, c’est-a-dire que pour tout € > 0,

lim IP’{

S—u‘ }:0. (3.2.6)

n
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DEMONSTRATION. Par I'inégalité de Bienaymé-Chebychev, on a

Sh 1 Sh 1 1 9 o2
qui tend vers 0 lorsque n — oo. ]

Remarque 3.2.4. Il existe également une loi forte des grands nombres. Celle-ci affirme
que sous certaines conditions, on a

IP’{ lim 20 — ,,L} =1. (3.2.8)

n—oo N

A ce stade, cependant, nous ne pouvons pas donner de sens mathématique précis & cette
équation, car nous n’avons pas défini d’espace probabilisé commun & tous les S,,.

Exemple 3.2.5. Soit S, = > | 1s(w;) le nombre de succes dans une expérience de
Bernoulli de longueur n, et probabilité de succes g. La loi faible des grands nombres
affirme que

n n—o0
k: |k—ng|>ne

lim IP{ Sn _ q‘ > 5} = lim Z b(k;n,q) =0 (3.2.9)
n— oo
pour tout £ > 0. Cela signifie que S,, € [ng — ne, ng + ne| avec grande probabilité pour n
suffisamment grand (mais pas que S,, = nq avec grande probabilité).

Dans le cas d’'une piece de monnaie équilibrée, S,, désigne le nombre de Pile parmi
n jets, et 'on prendra ¢ = 1/2. Alors S, /n sera proche de 1/2 pour n grand. En fait,
I'inégalité de Bienaymé—Chebychev nous donne

P{ Sn 1’ 25} <2 Var<S”> _ (3.2.10)

n 2 e2 n 4ne?
Par exemple, si on jette 1000 fois la piece, et € = 0.1,

S1000 1 1
iy _Zlsel=p 400, <= =0.025. 2.11
{‘ 1000 2‘ 5} {51000 ¢ [400 600]} 0 0.025 (3.2.11)

3.2.2 Grandes déviations*

En fait, la majoration (3.2.10) est trop pessimiste, et la probabilité en question est beau-
coup plus faible. On peut améliorer 'inégalité de Bienaymé-Chebychev de la maniere
suivante. Pour tout A > 0, on a

n —-n N 1 —-n
P{Sn -5 > ns} = P{e’\(s" Pz et } < e E( ) (3.2.12)
Posons X; = 1g(w;) et Z; = MXi=1/2) " On a donc
E(Z;) = e M?P{X; = 0} + M2 P{X; = 1} = cosh(\/2) . (3.2.13)

Comme S, = 31" | X;, on a e?/2) = [T Z;, et 'indépendance des Z; implique

E(eMSn—n/2) = E(ﬁ ZZ-> = ﬁE(Zi) = [cosh(A/2)]" . (3.2.14)
=1 =1
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Nous pouvons écrire cette derniere expression comme explnlogcosh(A/2)]. L’'inégalité
(3.2.12) devient donc

P{Sn - g > ns} < exp{—n[)\a —log cosh()\/2)}} . (3.2.15)
Considérons la fonction f(A) = Ae — logcosh(A\/2). Un calcul montre qu’elle prend sa

valeur minimale lorsque tanh(\/2) = 2, donc pour A = log[(1 + 2¢)/(1 — 2¢)]. Posons
alors

ﬂ@=f0%1+i)
= clog 1 —_F ;i —log[v/(1 —2¢)(1 +2¢)]
= (% + s) log(1 + 2¢) + (% - e) log(1 — 2¢) . (3.2.16)

En utilisant (3.2.15) pour cette valeur de A, et la méme estimation pour P{S, —§ < —ne},

nous obtenons g .
;” — 2’ > 5} <2e 6 (3.2.17)

Ce résultat s’appelle une estimation de grande déviation, et () s’appelle la fonction tauz.
Comme I(0.1) ~ 0.02, nous avons

]P’{Sloog ¢ [400,600]} < 2e71000101) 36,1079, (3.2.18)

3.3 Le théoréeme de la limite centrale

Dans cette section, nous allons donner une interprétation plus précise de la variance
d’une variable aléatoire. Examinons a nouveau la somme S, = X1 + --- + X,, de n
variables aléatoires de méme espérance j et méme variance o?. Nous supposerons les
X indépendants. Nous avons vu dans la section précédente que la moyenne S, /n a une
grande probabilité d’étre proche de u, mais comment se comporte I’écart S,,/n — u? Dans
la preuve du Théoreme 3.2.3, nous avons vu que

i

Le membre de droite tend vers zéro lorsque n — 0o, non seulement pour € constant, mais
également si ¢ = e(n) satisfait lim,, o, ne(n)? = co. Par contre, il reste constant si e(n) =
o/+/n. On dit que la moyenne S, /n “se concentre” dans un intervalle [u—o /y/n, p+o/y/n].
Pour étudier plus précisément la déviation entre la moyenne et ’espérance, on introduit
la variable dite pivotale

2
5;:—#‘ >s} <% (3.3.1)

Sy —np
- Vno

Remarquons que E(S,,) = 0 et Var(S,) = 1.
Le théoréme de la limite centrale affirme que pour tout intervalle [a,b] C R,

Sn (3.3.2)

b —x2/2

lim IP’{a <S5, < b} - / 5 = B0) ~ (a), (3.3.3)

—
n—oo a
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ou

d(2) e /2 dg (3.3.4)

_ 1(/

V2m J oo
est la fonction de répartition de la loi normale standard. On dit que §n converge en loi
vers une variable normale standard.

Historiquement, le théoreme de la limite centrale a d’abord été obtenu dans le cas
particulier de sommes de variables de Bernoulli, ¢’est-a-dire lorsque .5, suit la loi binomiale.
Dans ce cas, on 'appelle aussi la formule de Moivre-Laplace. La démonstration est un
calcul relativement direct, qui n’apporte peut-étre pas beaucoup a la compréhension du
cas général, mais nous le donnerons tout de méme dans la section suivante. Nous traiterons
ensuite le cas général.

3.3.1 Cas de la loi binomiale : formule de Moivre—Laplace

Rappelons que la loi binomiale a espérance ng et variance ng(1l — ¢). Le théoreme de la
limite centrale prend alors la forme suivante :

Théoreme 3.3.1 (Moivre-Laplace). Si S, suit la loi binomiale de paramétre q, alors

Sn— Sp — ng /\/nq 1 — q) satisfait

lim Pla<§, <bl = be_xmd 3.3.5
ng&{a\"\}_/a\/gx (3.3.5)

pour tout intervalle [a,b] C R.

La démonstration par calcul direct est basée sur la formule de Stirling:
Lemme 3.3.2 (Formule de Stirling).

n!
lim —m ——=1. 3.3.6
n—oo e~ /2N ( )

DEMONSTRATION. Considérons la fonction Gamma d’Euler
o0
I'(n) = / t" et dt. (3.3.7)
0
Il est clair que I'(1) = 1, et une intégration par parties montre que
oo 00 o0
T(n+1) :/ et dt = [—t”e—t}o +n/ "L et dt = nl'(n) , (3.3.8)
0 0
d’ott T'(n + 1) = n!. Ecrivons alors, & 'aide du changement de variables t = n 4+ /1 s,
o
nl=T(n+1)= / t"e " dt
0

= / (n++/ns)"e VP /n ds
—Vn

o0 s n
=n"e ™ \/ﬁ/ <1 + ) e Vs ds
—n \/ﬁ

1 oo
=n"e "V2rn — e ) g | 3.3.9
\V 27 /—oo ( )
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oll nous avons posé

ﬁs—nlog(l—i—}) pour s > —y/n ,
n

hn(s) = (3.3.10)
+00 autrement .
Un développement limité en 1/4/n montre que
52 53
hn(s) = 5 + O(ﬁ) pour s > —/n, (3.3.11)

et donc h,(s) converge simplement vers —s?/2. D’autre part on vérifie la minoration

2

hals) > g(5) = { O
2

pour s < 1,

. (3.3.12)

pour s > 1,

valable pour tout n > 1. On vérifie facilement que la fonction e 9(5) est intégrable. Par
conséquent, le théoreme de la convergence dominée montre que I’on peut échanger limite
n — oo et intégrale, pour obtenir

n! 1 o0 1 o0 2
lim = lim e () qs = / e /2ds=1. (3313
n—oo e~ /21N V2T /_oo n—00 V2T o ( )

O
DEMONSTRATION DU THEOREME 3.3.1. Nous allons considérer le cas ¢ = 1/2 afin de

simplifier les notations, mais le cas d’'un ¢ quelconque se montre de maniere totalement
analogue. Il s’agit de calculer

P{a<§n<b}zﬂ”{g+\/;agsngg—k\fb}

=) b(kin,1/2). (3.3.14)

keA
ou A={0,...,n}N[n/2+4+ /na/2,n/2 + \/nb/2]. Dans la suite, nous dirons que deux
fonctions x(k,n) et y(k,n) sont équivalentes, et nous noterons z(k,n) ~ y(k,n), si
z(k,n)
y(k,n)

En particulier, nous avons k ~ n/2 et (n — k) ~ n/2. La formule de Stirling nous donne
alors

lim sup
=0 LpecA

- 1' =0. (3.3.15)

n!

El(n — k)!

9-n n"e "\ 2mn
kFe=k\2nk(n — k)n—ke=(n=k) | /21 (n — k)

b(k;n,1/2) =2""

2" n n"
~ V2r\ k(n — k) kF(n — k)nk
1 1 2

(3.3.16)

~ V2rn /(kn) (1 — kjn) (k/n)F(1— k/n)nF
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Ecrivons k sous la forme k = n/2 4 2y/n/2, avec z € [a,b]. On aura donc

i_;<1+\jﬁ)’ 1_:‘;—;<1—fﬁ>, (3.3.17)

et par conséquent
1 2

b(k;n,1/2) ~ Varn V1= x2/nw(m,n) , (3.3.18)
ol nous avons introduit
- —(14a/vm)n/2 . —(1-a/vm)n/2
Y(x,n) = (1 + \/ﬁ> (1 - \/ﬁ> . (3.3.19)

Observons que le logarithme de ¢(x,n) s’écrit

log 4z, 1) = —g [(1 + %) log<1 + %) + (1 - %) log(l - \%)] . (3.3.20)

et qu’un développement limité en 1/y/n donne

log (z, ) = —3722 + o(j%) . (3.3.21)

11 suit donc de (3.3.18) que

b(k;n,1/2) ~ \/22771 e /2 [1 +0 <\fﬁ)] ~ ;m e "2 (3.3.22)
puisque z € [a,b]. En remplagant dans (3.3.14), il vient
P{a <S5, < b} ~ \/12? 3 ;ﬁe_w2/2 : (3.3.23)
€

z€[a,b]: (n+v/nx)/2€{0,...,n}

La somme s’effectue sur des z régulierement espacés de 2/4/n. C’est donc une somme de
. . b 2
Riemann, qui converge vers fa e %7/2 dg. ]

3.3.2 Cas général

Nous donnons maintenant une démonstration du théoreme de la limite centrale dans le
cas général, basée sur les fonctions caractéristiques. Celle-ci s’appuie sur le théoreme de
continuité de Lévy, que nous admettrons :

Théoréme 3.3.3 (Théoreme de continuité de Lévy). Soit X, Xo,... une suite de vari-
ables aléatoires, de fonctions caractéristiques respectives ¢1(z), p2(2),. ... Supposons que
la suite des ¢ (2) converge simplement vers une fonction continue ¢(z). Alors ¢(z) est la
fonction caratéristique d’une variable aléatoire X, et X, converge en loi vers X, c’est-a-
dire

lim ]P’{a < X < b} - P{a <X < b} : (3.3.24)

n—oo

pour tout intervalle [a,b] C R.
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Théoréme 3.3.4 (Théoreme de la limite centrale). Soit X1, Xo,... une suite de variables
aléatoires indépendantes, identiquement distribuées (abrégé i.i.d.), d’espérance p et de
variance o®. Soit S, = Y"1 | X;. Alors la variable pivotale Sp = (Sp—npu)/vVno? converge
en loi vers une variable normale standard lorsque n — 0o, c¢’est-a-dire

lim IP{a <5, < b} e o(b) — ®(a) (3.3.25)
oo X Fn X - . \/ﬂ - . -9

DEMONSTRATION. Nous commencons par introduire des variables centrées et réduites
Xi—p
— -

Y; =

(3.3.26)

Les Y; sont également i.i.d. avec, par linéarité et bilinéarité de ’espérance et de la variance,
E(Y;)=0, Var(¥;)=1, E(Y)=1. (3.3.27)

De plus, nous avons

n

n n
B B g Sa—np 1

Nous allons montrer que la fonction caractéristique de §n converge, lorsque n — 00, vers
la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite, a savoir /2
lim E(e!?9) = e=/2 . (3.3.29)
n—oo
Le Théoreme 3.3.3 implique alors (3.3.25).
Les Y; étant i.i.d., ils ont tous la méme fonction caractéristique. Notons-la ¢(z). Il suit
de (3.3.27), des propriétés de base des fonctions caratéristiques et de la formule de Taylor
que

1
H(z) = 1 +izEB(X) — 22E(X?) +r(2) =1 — 52'2 +r(z2), (3.3.30)
ou r(z) est un reste satisfaisant
.r(z)

De plus, pour deux variables aléatoires indépendantes Z; et Zo, on a
Om+75(2) = E(e*D1122)) = (29 E(e1272) = ¢z, (2) 2, (2) - (3.3.32)
Par conséquent, la fonction caractéristique de \/ﬁg =", Y vaut

¢ g, (2) = 0(2)" (3.3.33)

et donc celle de §n vaut

b5, (2) = E(e5) = E(el/VIViSh) — ¢ _o (\/zﬁ) _ ¢<\jﬁ>n~ (3:3.3)

En effectuant un développement limité & partir de (3.3.30), on obtient

log¢<\/zﬁ> = —;i +r (%) : (3.3.35)
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avec un reste satisfaisant

r1(2)
lim 2 = 0. (3.3.36)
11 suit de (3.3.34) que
z 22 z
log ¢g (2) =nlog ¢ 7 =—3 + nry NA (3.3.37)
Comme .
z z
lim nry <> = lim 2> ——=n <> =0, (3.3.38)
A\ e ) = A e\ Ve
on obtient )
. z
nlLrgo log g5 (2) = 5 (3.3.39)
ce qui implique (3.3.29). O

Le Théoreme 3.3.4 montre que pour n grand, on a approximativement

P{S";\/TZM € [a, b]} ~ &(b) — ®(a) (3.3.40)

ou encore

P{S, € [a,b]} ~ @(3\/_%;‘> - @(d _Tl:f) . (3.3.41)

Exemple 3.3.5. Une chalne de montage produit des pieces défectueuses avec une prob-
abilité de 10%. Quelle est la probabilité d’obtenir plus de 50 pieces défectueuses parmi
4007

Nous modélisons la situation par une expérience de Bernoulli de parametre ¢ = 0.1.
Avec n = 400, np = ng = 40 et no? = ng(1 — q) = 36, on obtient

P{S, > 50} =P{S, € [50,00[} ~ ®(c0) — @(50 _ 40) =1—®(1.66...) ~0.0485 .

V36
(3.3.42)

Il y a donc un peu moins de 5% de chances d’obtenir plus de 50 pieces défectueuses.



Chapitre 4

Introduction a la statistique

Nous considérons dans ce dernier chapitre les bases de la statistique dite inférentielle,
dont le but est de déduire des propriétés du systeme étudié d’observations incompletes,
par opposition a la statistique descriptive, dont le but est de résumer des données observées
par des méthodes analytiques et graphiques. Voici deux exemples typiques de problemes
de statistique inférentielle :

Exemple 4.0.1. On effectue un sondage dans une population de N individus, afin de
déterminer leur opinion sur une question politique. Admettons que chaque individu ait soit
I'opinion A, soit 'opinion B. On demande leur opinion & n individus, avec 1 < n < N.
Quelle est la proportion d’individus de la population totale ayant ’opinion A? On ne peut
répondre avec certitude a cette question, mais on peut estimer cette proportion. C’est un
probléme d’estimation. Plus précisément, on cherche un intervalle de confiance, c’est-a-dire
un intervalle dans lequel la proportion inconnue se trouve avec une probabilité prescrite,
par exemple 95%.

Exemple 4.0.2. On voudrait comparer lefficacité de deux médicaments, par exemple
des somniféres. On modélise la durée de sommeil procurée par chaque somnifere par deux
variables aléatoires X et Y, de loi inconnue. On administre le premier somnifere a un
groupe de n personnes, le second a un groupe de m personnes, et on mesure les durées de
sommeil (c¢’est-a-dire qu’on observe n variables aléatoires de méme loi que X, et m variables
de méme loi que Y). Au vu des résultats, peut-on penser que le premier somnifere est plus
efficace que le second? C’est un probleme de test d’hypothese.

4.1 Estimateurs

On suppose que le résultat d’une expérience est donné par une variable aléatoire X, dont
la loi n’est pas connue, mais supposée appartenir a une certaine famille {Py: § € ©}. Le
but est d’estimer le parametre inconnu 6, ou plus généralement une grandeur A\ = g(@).

Exemple 4.1.1. L’expérience consiste a jeter une piece de monnaie, dont on ne sait pas
si elle est équilibrée. Soit X = 1pje la variable aléatoire valant 1 si la piece tombe sur
Pile, 0 sinon. On peut supposer que X suit une loi de Bernoulli, de parametre inconnu
0 € © = [0,1] (c’est-a-dire que € est la probabilité que la piece tombe sur Pile).

Pour estimer #, on lance la piece un grand nombre n de fois, c’est-a-dire que 1'on
génere des variables aléatoires X1, ..., X,,, indépendantes, et telles que P{X; =1} =0 =
1 — P{X; = 0} pour tout i. Le but est d’estimer 6 a partir de Xi,...,X,. En d’autres
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termes, on cherche une fonction f : R™ — © telle que 6 = f(Xi,...,X,) donne une
estimation du parametre 6.

Définition 4.1.2. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires i.i.d., de loi Py.

1. On dit que A = f(X1,...,X,) est un estimateur sans biais de A\ = g(0) si on a

~

Eo[A] = A (4.1.1)

pour tout 0 € O.
2. Le risque quadratique d’un estimateur \ de g(0) est la quantité

Ry(N) = Egl(A - 9(0))°] - (4.1.2)

Si X est sans biais, son risque quadratique est donc égal a sa variance.
3. On dit qu’une suite (\,) d’estimateurs est consistante si elle converge vers X = g(6)
en probabilité, c’est-a-dire si

lim Pp{|A —g(0)] >} =0 (4.1.3)

pour tout € > 0 et tout 0 € O.

4.1.1 Estimateurs empiriques

Suppons que le parameétre a estimer 6 soit 'espérance de X : Eg(X) = 6. C’est le cas dans
I’exemple 4.1.1.

Définition 4.1.3. On appelle moyenne empirique [’estimateur

A=X,=—(X1+--+X,) . (4.1.4)

1
n
Proposition 4.1.4. Supposons X de variance finie. Alors la moyenne empirique est un
estimateur sans biais et consistant de l’espérance.

DEMONSTRATION.
e Sans biais : Eg(X,,) = 1(Eg(X1) + -+ + Eg(Xn)) = 2nEg(X) = 6.
e Consistant : C’est exactement ce qu’affirme la loi des grands nombres.

Remarquons que le risque quadratique vaut Rp(X,,) = n%n Varg(X) = Varg(X)/n, et tend
donc vers 0 lorsque n tend vers l'infini. O

Dans I'exemple 4.1.1 de la piece de monnaie, soit p le nombre de Pile obtenu en n jets.
La moyenne empirique est simplement la proportion p/n de Pile parmi n jets, ce qui est
assez naturel.

On peut construire un estimateur similaire pour la variance :

Définition 4.1.5. On appelle variance empirique [’estimateur

A=5%= 1 D (X - X)) (4.1.5)
=1

Proposition 4.1.6. Supposons Eg(X*) < 0o pour tout 0. Alors la variance empirique est
un estimateur sans biais et consistant de la variance de X.
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DEMONSTRATION. Notons p = Ey(X), 02 = Varg(X) et
n N n N
Q=> (Xi—Xn)?=) X} -nX]
i=1 i=1
(la derniere égalité étant obtenue en développant le carré). On a Eg(X?) = 0% + u? et

_ 1 <&
Eo(X7) = - > Eo(XiX;)

i,j=1
1 n
=3 [Z Eo(XiX;) + ZEe(Xf)]
i#j i=1
1
= — [n(n = 1)1 + n(o® + 42|
2
n

d’ou
Ey(Q) = n(c? + p?) — np? — 02 = (n — 1)o? ,

ce qui montre que I'estimateur S2 est sans biais.
Pour montrer la consistance, on écrit

n
2 n 1 2 2
o[t w)
1=

Le premier terme entre crochets tend en probabilité vers E(X?) par la loi des grands
nombres. Le second tend vers E(X)? en vertu d'une propriété affirmant que si Y;, tend en
probabilité vers une constante a et que g est une fonction continue, alors g(Y;,) tend en
probabilité vers g(a). O

Dans 'exemple 4.1.1 de la piece, on aura

S?L:nil{p(l—i>2+(n—p)<i>2} :m. (4.1.6)

4.1.2 Estimateur de maximum de vraisemblance

Une maniere plus générale d’obtenir un estimateur consiste & maximiser la vraisemblance.
C’est-a-dire qu’étant donné les valeurs observées de Xi,...,X,, on cherche la valeur 0
telle que la probabilité d’observer ces valeurs sous la loi Py soit maximale.

Définition 4.1.7. Soient X1,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. de loi Py et notons
x = (x1,...,2,) € R™. On appelle vraisemblance la fonction L : R™ x © — R définie
comme suit :

1. Pour une loi discreéte

Lo (0) = [[Po(Xs = z:) - (4.1.7)
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2. Pour une loi ¢ densité fy
Lo (0) =[] fo(xs) - (4.1.8)
i=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance est

) = . 4.1.
6 = argmax Ly(6) (4.1.9)

La notation arg max signifie que 0 est la valeur de 6 pour laquelle L, (6) est maximale.
En pratique, il est souvent plus facile de calculer la log-vraisemblance log(L,(6)), puis la
valeur de # qui annule sa dérivée.

Exemple 4.1.8. Si X suit une loi de Bernoulli de parametre 6, on peut écrire

L.(0) = ﬁ@xi(l — )T =g (1 — g)" (4.1.10)

i=1

olt s, =y i ; ;. On a donc

log L;(0) = splogf + (n — sy) log(1 —0) , (4.1.11)
et d
Sp M — Sy
@mng(e) o 1-8 (4.1.12)

qui s’annule pour
=-) X;. (4.1.13)

On retrouve donc comme estimateur la moyenne empirique.

Les estimateurs de maximum de vraisemblance sont en général aisés a déterminer, mais
peuvent étre biaisés.

Exemple 4.1.9. Supposons que X1, ..., X, suivent une loi normale d’espérance i et de
variance ¢2 inconnues. On a
n e_(xi_ﬂ)z/QU2 e Z?:l(ii—M)Q/QO'Q

Lx(u,a):il_[l T b DT (4.1.14)

donc
n

log Ly (p,0) = —=—= Y (z; — pu)? —nlogo — glog(%r) , (4.1.15)
g “
et

0 1 —
o log Ly (1, 0) = — Z(fm — 1)

=1
0 1 « 9 M
95 108 La(p,0) = —5 ;(xi —h)T - (4.1.16)
On en déduit les estimateurs
A—lznsz—)? AQ—lzn:(X X,)? (4.1.17)
,U—n’l i — An, U—nAl i T An L.
1= 1=

L’estimateur [t est non biaisé, mais la proposition 4.1.6 montre que E,, ;2 [62] = n=142
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4.2 Intervalles de confiance

Pour étre plus précis, on cherche souvent a donner, plutot qu’une valeur ponctuelle de
A, un intervalle dans lequel A se trouve avec grande probabilité. On se donne donc un
coefficient de sécurité 3 € (0,1), proche de 1. Un intervalle de confiance est un intervalle
I, dépendant des observations X7, ..., X,, tel que

P{xel}>p. (4.2.1)
On cherche donc deux fonctions fi, fo : R™ — R telles que

Po{ f1(X1,. s Xn) S A< fo(Xu,. 0, X)) 2 6. (4.2.2)

Ces fonctions ne sont en général pas uniques, mais parfois des raisons de symétrie rendent
un choix plus naturel que les autres.

4.2.1 Intervalle de confiance pour une proportion

Considérons le cas d’une population de N individus, divisés en deux catégories A et B. Le
but est d’estimer la proportion p d’individus de catégorie A, en ne testant qu’'un nombre
n d’individus, 1 < n < N.

Admettons que l'on effectue n tirages indépendants avec remise. Soit X; la variable
aléatoire valant 1 si le ¢° individu est de catégorie A, 0 sinon. Chaque X; suit une loi de
Bernoulli de parametre p, on a donc u = E(X;) = p et 0 = Var(X;) = p(1 — p) pour
tout 1.

Nous savons qu’'un estimateur de p est la moyenne empirique

_ 1 &
X =~ E;X : (4.2.3)
1=

Le théoreme de la limite centrale montre par ailleurs que la variable dite pivotale
nX, — np _Jn X, —p
Vo p(1 - p)

suit une loi proche d’une loi normale standard pour n grand. Comme par la loi des grands
nombres, p est proche de X, pour n grand, on peut en déduire que la variable aléatoire

(4.2.4)

Xn*p

Xn(1-X,)

T =+vn (4.2.5)

suit également une loi proche d'une loi normale standard pour n grand. Notons alors cg
le nombre tel que

P(cg) — P(—cp) =0 (4.2.6)
Comme ®(—z) =1— ®(z), on a

cg=o" (T) . (4.2.7)

Un exemple important correspond & 8 = 0.95 = 95%. Comme ®~1(0.975) ~ 1.96, on a
Co5% =~ 1.96 . (4.2.8)
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Pour n grand, nous aurons P{T" € [—cg, cg|} ~ (. En exprimant p en fonction de T" a I'aide
de (4.2.5), on obtient comme intervalle de confiance approximatif pour p

Iy = [Xn—cm/Xn(ln_Xn),Xn+cm/W] : (4.2.9)

Exemple 4.2.1. Afin de déterminer 'opinion de la population francaise sur une certaine
question, on effectue un sondage sur n = 1000 personnes. Il s’avere que 450 personnes
ont opinion A, alors que les 550 autres personnes ont l’opinion B. On estime donc la
proportion d’opinions A dans la population a X,, = 45%. Pour simplifier nous modélisons
le sondage par un tirage avec remise (le tirage sans remise serait modélisé par une loi
hypergéométrique). Le calcul ci-dessus montre que 'intervalle de confiance pour un coef-
ficient de sécurité de 95% est approximativement

Tgs9 = [0.419,0.481] . (4.2.10)

On peut donc affirmer, avec 95% de confiance, que la proportion d’opinions A dans la
population totale est comprise entre 41.9% et 48.1%. On peut améliorer (diminuer) cet
intervalle en augmentant le nombre n.

4.2.2 Intervalles de confiance pour les parametres d’une loi gaussienne

Nous considérons maintenant le cas o X suit une loi normale A (1, 02), de moyenne p et

variance o2 inconnues. Les estimateurs empiriques de p et o2 sont
R S
v 2 7 \2
Xn=~ Z;X L Si=—— z;(Xi - X,)%. (4.2.11)
1= 1=

Si nous voulons déterminer des intervalles de confiance, il nous faut d’abord caractériser
les lois de ces estimateurs. Un role important est joué par la loi dite du khi-carré (ou
khi-deuz) :

Définition 4.2.2. Soient X1,...,X, des variables aléatoires i.i.d. de loi normale stan-
dard. On appelle loi du khi-carré & n degrés de liberté, x2, la loi de

n
Q=> X7. (4.2.12)
i=1
Proposition 4.2.3. La loi x2 admet la densité
L nje—1 —ay2
ot la normalisation est donnée par
27/2(% _ 1)l sin est pai
N(n) = 2"2D(n/2) = (-1 sin est pair, (4.2.14)
V2m(n —2)!l sin est impair .
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DEMONSTRATION.
en=1:5X~N(0,1)etY = X2 onapoury>0

PY <y} = P{X| <y} = 2(Vy) = 2(=vY) ,

ot dy) = (2m)~ Y2 [Y_ e~/2dt est la fonction de répartition de la loi normale. En
dérivant, on obtient

e~ Y/2

1
2y Liy>0y -

e n=2:Laloi de X7 + X7 s’obtient par convolution :

1

faly) = diP{Y <y} =

73:/2 7m/2
0= [ hangte - /m 7 ot

n >3 : On calcule la convolution des lois de X2 + X3 et de X2 +--- + X2 :

e—T/2 T /2 o—T/2
z—t)dt = g = — 1
Xn+2 / fX ) 2N(n) /0 TLN(TL) {z>0} »
d’ott la relation de récurrence N(n +2) = nN(n). Les valeurs initiales N (1) = /27 et
N (2) = 2 permettent d’obtenir 'expression générale par récurrence. ]

Nous pouvons maintenant déterminer les lois des estimateurs (4.2.11).

Théoréme 4.2.4 (Fisher). Soient X,, et S? les variables définies en (4.2.11).
1. X, suit une loi normale N'(u, % /n).

2. Qn = (n—1)S2 suit la loi x> _;.

3. X, et S2 sont indépendantes.

4. La variable

(4.2.15)

suit la loi dite de Student a n — 1 degrés de liberté, la loi de Student a v degrés de
liberté ayant densité

v T —(v+1)/2
oy = S0 27y

4.2.16
Vi T'(v/2) ( )
DEMONSTRATION.

1. Suit du fait qu'une somme de Gaussiennes est une Gaussienne (Théoréme 2.2.10).

2. Notons Y; = (X; — X,,). Les Y; ne sont pas indépendantes, en particulier la somme des
Y; est nulle. En remplacant X,, par sa définition on obtient (par un calcul similaire &
celui de la preuve de la Proposition 4.1.6)

(1-1)o? sii=j,
B(YiYy) = {_102” sii#j
L :

Les Y; étant centrées, la matrice de covariance des Y; est donc

cov(Y) = o -1,
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ou 1 est la matrice identité, est J est la matrice dont tous les coefficients sont 1. C’est
une matrice de rang 1, donc elle admet 0 comme valeur propre de multiplicité n — 1.

La niéme valeur propre est n, le vecteur propre associé étant (1,1,...,1)7. II suit que
cov(Y) admet 02 comme valeur propre de multiplicité n — 1, et 0 comme valeur propre
simple.

Il existe donc une matrice unitaire U telle que U cov(Y)U* = o? diag(1,...,1,0). Cette

matrice est la matrice de covariance du vecteur Z = UY (Exemple 2.2.16). Autrement

dit, Zy,...,Zn—1 sont des variables aléatoires normales centrées indépendantes, de

variance o2, et Z, = 0.

La transformation Y +— Z étant une isométrie, on a

n n n—1

G-yrv-yz-Sa

i=1 i=1 i=1
La proposition 4.2.3 montre que cette somme suit la loi x2_;.

3. Ona

o = Var(X;) = Var(V;) + Var(X,,) +2cov(¥;, X,,)
—— N——

(e e

d’ou cov(Y},Xn) = 0. Les variables X,, et Y; sont donc non corrélés, et, étant gaussi-
ennes, elles sont indépendantes. X,, est donc aussi indépendante de .S,,.
4. Soit _
X —
7 = Jnan K
o
Il est immédiat que Z suit une loi normale standard, et qu’elle est indépendante des
Y;. Nous avons T' = 0Z/S,,. La loi conjointe de Z et S? est connue, et le résultat suit
d’un calcul de changement de variables dont nous omettons les détails. O

Ce théoreme nous permet de déterminer facilement des intervalles de confiance, de
coefficient de sécurité 3 donné, pour les parametres p et o2 :

e Comme =X —TS,/\/n, on cherche le nombre t5 tel que

_ D(n/2) L R
P{|Tn-1| <tg} = N RO /_t@ <1+ — 1) de =, (4.2.17)

et on prend comme intervalle de confiance pour la moyenne p

= Sn = Sh

e Comme Q,,/0? suit la loi x2_;, on cherche deux nombres ug, u’ﬁ > 0 tels que

1 up
P{ug < x5y Suj} = / g2 20 = 3 (4.2.19)
(0 S Xt S} = e (= 1))
et on prend comme intervalle de confiance pour la variance o>
Iy— [Q,"Q“} . (4.2.20)

Le choix de l'intervalle n’est pas unique, il n’y a pas de choix canonique parce que la
loi n’est pas symétrique.



4.3. TEST D’HYPOTHESES 59

4.3 Test d’hypotheses

Un point de vue légerement différent est fourni par le probleme du test d’hypothéses. Dans
ce cas, on se donne une région Oy C O de 'espace des paramétres, et on aimerait tester
Uhypothese nulle Hy : 6 € Oqg contre ’hypothése alternative Hy : 6 & ©g. Pour ce faire,
on dispose de n observations Xq,...,X,, de loi inconnue Py. Le probléeme consiste donc
a construire une région R C €1, appelée région de rejet, telle qu’on considere 'hypothese
nulle comme peu probable si (Xi,...,X,) € R.

Cette procédure de test conduit a deux types d’erreur :

o Une erreur de premiére espéce se produit si on rejette I’hypothese nulle alors que
0 € ©. Elle est quantifée par le niveau de risque

a = sup Pyp(R) . (4.3.1)
[USCH

Plus « est petit, plus la probabilité d’une erreur de premiere espece est faible. On
appelle aussi niveau de confiance la valeur 1 — a.

e Une erreur de seconde espéce se produit si on on accepte I’hypothese nulle alors que
0 ¢ Og. Elle est quantifiée par la puissance du test

1—06= inf Pyp(R). 4.3.2
8= sk, Po() (432

Plus 3 est petit, plus la probabilité d’une erreur de seconde espece est faible.

En pratique, on cherche avant tout a trouver un test dont le niveau de risque est
inférieur & un seuil donné, par exemple 5% ou 1%. Si I'on dispose de plusieurs tests de

meéme niveau de risque «, le plus performant sera celui admettant la plus petite valeur
de (.

Exemple 4.3.1. On aimerait décider si une piece de monnaie est équilibrée en observant

le résultats de n jets. La loi Py est une loi de Bernoulli d’espérance 0, et 'hypothese nulle
est § = 1/2, c’est-a-dire que O = {1/2}. Un choix naturel pour la région de rejet est

R={|X, - %| > el (4.3.3)

pour un € qui reste a déterminer. Pour ce faire, on observe que le niveau de risque est
donné par

— 1 1 — 1
o = P1/2<R) = PI/Q{’XTZ — 5’ > 5} < gvar1/2<Xn) = (434)

4dne?

en vertu de l'inégalité de Bienaymé-Chebychev. Pour obtenir un niveau de confiance de
1—a = 95%, il suffit de choisir un e de 1/v/4n - 0.05 = 1/4/0.2n. Par exemple, si n = 1000,
on rejette 'hypothese que la piece est équilibrée, avec un seuil de confiance de 95%, si
X, € 10.43,0.57]. Pour n = 10000 jets, la condition de rejet se réduit & X,, ¢ [0.478,0.522].
Dans chaque cas, si X,, appartient & I'intervalle indiqué, on dit que les valeurs observées
ne permettent pas de rejeter I’hypothése nulle (ce qui ne veut pas dire que I'hypothése
nulle est vraie avec 95% de confiance).
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4.3.1 Tests sur une loi gaussienne

On suppose que X1,..., X, suivent une loi gaussienne N(u,0?), de parametres inconnus
1 et 0. Voici quatre exemples classiques de tests :

1. Test de Hy : ;= po contre Hy : p # pg.
Sous I’hypothese Hy, la variable pivotale

X, —
Ty 1 = \/557“0 (4.3.5)

suit la loi de Student a (n — 1) degrés de liberté. On choisit donc une région de rejet
de la forme

X, —
R= {w > ca} . (4.3.6)
Sn
Comme
Puo(R) = P{|Th-1| > Vnca} (4.3.7)
le parametre ¢, est déterminé en fonction du niveau de confiance 1 — « par la relation
\/ﬁca
]P){’Tn—l‘ < \/ﬁcoc} - an_1<1‘) de=1-a, (4‘3'8)
—/nca

avec fr, , la densité de la loi de Student donnée dans (4.2.16).
2. Test de Hy : pu < po contre Hy @y > po.
On choisit une région de rejet de la forme

R= {X"_“O > ca} . (4.3.9)

Dans ce cas, on trouve, pour tout p < g,

P,(R) = PM{\/EX”S;”U > \/ﬁca} <P{T, 1 > Vnea ), (4.3.10)

la borne étant atteinte pour pu = pp. On choisit donc ¢, tel que

o0
P{T,—1 > V/nca} = fr, [(x)dz =« (4.3.11)
Vnea
3. Test de Hy : 0 = og contre H; : 0 # 0y.
Lorsque o = 0y, la variable

1 n
Qna=—> X} (4.3.12)

0 =1

suit la loi x2 & n — 1 degrés de liberté. On choisit donc une région de rejet de la forme

R={Qn-1 ¢ dardal} » (4.3.13)

avec ¢, et ¢., choisis de telle maniére que

P{@ur € laondl)) = [ fa (@) do =10, (1.3.14)

Qo

ou fy2 () est la densité définie dans (4.2.13).
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4. Test de Hy : 0 < 0g contre Hy : 0 > 0p.
De maniere similaire, on choisit

R={Qn-1>q}, (4.3.15)

avec q tel que

[e.e]
P{Qn-1>q¢.} = /qa 2, (@)de=a. (4.3.16)

Un autre exemple de test sur des lois gaussiennes est le suivant. On dispose de deux
échantillons indépendants : X1, ..., X, sont distribuées selon une loi N'(u1,0%), alors que
Yi,...,Y,, sont distribuées selon une loi N (ug,ag). Les parametres des deux lois sont
inconnus. On se demande si les deux échantillons admettent la méme moyenne, c’est-a-
dire que I'on voudrait tester I’hypothese Hy : 11 = po contre Hy : 1 # po. Ce genre de test
intervient par exemple si I’on veut comparer l'efficacité de deux médicaments, le premier
étant administré & n personnes, le second a m personnes différentes. On peut en effet
admettre que pour un grand nombre de personnes, les valeurs observées (par exemple la
durée du sommeil) ont des fluctuations normales autour d’une valeur moyenne qui mesure
I'efficacité réelle.

Sous I'hypothese Hy, on obtient que la variable pivotale

Y — X, 1
Toim2 = — — — (4.3.17)
(X — X))+ YV — V)2 \/ i
n+m-—2 n m

suit une loi de Student de parametre n + m — 2. On choisit donc une région de rejet de la
forme

R = {|Th4m—-2| > ca} (4.3.18)

ou ¢ est tel que P{|T),4m—2| <ca}=1-—a.

4.3.2 Tests d’adéquation et d’indépendance du >

Jusqu’ici, nous avons considéré des problemes de statistique dite paramétrique, c’est-a-dire
que la loi suivie par les valeurs observées est supposée appartenir a une famille donnée (par
exemple les lois normales), dont seuls un ou plusieurs parametres sont & déterminer. En
statistique non paramétrique, au contraire, la loi elle-méme est inconnue, et doit également
étre déterminée a partir des observations.

La situation la plus simple est celle d’une variable aléatoire discréte, prenant un nombre
fini de valeurs x1,...,x,. A partir d'un échantillon de variables aléatoires i.i.d. X1,..., X,
distribuées selon la loi inconnue, on cherche a estimer les probabilités p; = P{X = x;}.
Soit

Na(i) = lximayy»  d=1....k, (4.3.19)
=1

le nombre de fois que la valeur x; a été observée. Un estimateur de p; est la fréquence
empirique Ny (j)/n.

Pour un choix donné de ¢i,...,q; € [0,1], avec ¢1 + -+ + gr = 1, on aimerait tester
I'hypothese nulle Hy : p; = ¢; Vj contre Hy : 3j,p; # gj. C’est ce qu'on appelle un test
d’adéquation de la loi inconnue p a la loi donnée q.
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Sous Hy, le vecteur des N, (j) suit une loi multinomiale, c’est-a-dire

La quantité
k . k Nn(j) 2
N, o 2 .
7,=y W) =ng)” _ 5~ G —a) (4.3.21)
j=1 "4 =1 4

mesure l’écart, proprement normalisé, entre les fréquences empiriques et la loi g. Karl
Pearson a montré que dans la limite des grands n, la variable aléatoire

k
Z ”pﬂ) (4.3.22)

suit une loi x? & k—1 degrés de liberté (parmi les N, (j), il n’y en a que k— 1 indépendants,
car leur somme vaut n). On prend donc une région de rejet de la forme

R={Zy> 7} (4.3.23)

ol z, est choisi en fonction du niveau de confiance 1 — « de telle maniére que

/Oo fe (@)de=o. (4.3.24)

Il est important de se rappeler que ce test est basé sur un résultat asymptotique en n. En
pratique, on considere que n doit étre tel que les effectifs théoriques ng; soient supérieurs
ab.

Une application importante de cette méthode est le test d’indépendance du x?. Soit
X une variable aléatoire prenant des valeurs discretes x1,...,xg, et soit Y une variable
aléatoires prenant les valeurs yi, ..., ;. On aimerait tester 'hypothése nulle Hy : les vari-
ables X et Y sont indépendantes contre H; : elles ne le sont pas.

La loi conjointe du couple (X,Y') est donnée par les probabilités

pij =P{X =2;,Y =y;}, i=1,....,k, j=1,...1. (4.3.25)

Les lois marginales sont définies par

¢ k
Die = Zpij ; Dej = Zpij . (4.3.26)
j=1 i=1

Si les variables X et Y sont indépendantes, alors on a
Dij = DieDej ’izl,...,k, jzl,,l (4327)

Les p;; peuvent étre estimés par les fréquences empiriques

plj . Z] - Z {Xm=2i,Ym= yj} : (4328)



4.3. TEST D’HYPOTHESES 63

Contrairement au cas précédent, on ne connait pas la loi ¢ de (X, Y") sous I'hypothese Hp.
Il faut donc l'estimer aussi, ce que I'on fait a l'aide des fréquences marginales :

Gij = —2%0 (4.3.29)

ou

l
Nie=) Ny, No=> Ny. (4.3.30)

On montre alors que dans la limite n — oo, la variable

Zn = Z Z — 1di)” (4.3.31)

n
=1 j=1 q”

converge en loi vers une variable de loi x? & (k — 1)(I — 1) degrés de liberté (le nombre
(k —1)(I — 1) est le nombre de fréquences empiriques indépendantes). On rejette donc
I’hypothese d’indépendance si Z,, est supérieur a la valeur z, telle que

/za fX%k_l)(l_l)(m) de =a. (4.3.32)
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