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TD Mathématiques financières

Série 1 – Intégrales stochastiques

Exercice 1

Soit h : R → R une fonction déterministe, de carré intégrable, et soit

Xt =
∫ t

0
h(s) dBs −

1
2

∫ t

0
h(s)2 ds .

Soit Yt = eXt .

1. Calculer dYt à l’aide de la formule d’Itô.
2. Soit N une variable aléatoire normale centrée, de variance σ2. Montrer que

E (eN ) = eσ
2/2

3. En déduire que Yt est une martingale.
4. Calculer E (Yt).

Exercice 2

On considère les deux processus stochastiques

Xt =
∫ t

0
es dBs , Yt = e−tXt .

1. Déterminer E (Xt), Var(Xt), E (Yt) et Var(Yt).
2. Spécifier la loi de Xt et de Yt.
3. Montrer que Yt converge en loi vers une variable Y∞ lorsque t→∞ et spécifier sa loi.
4. Exprimer dYt en fonction de Yt et de Bt.

Exercice 3

Soit

Xt =
∫ t

0
s dBs .

1. Calculer E (Xt) et Var(Xt).
2. Quelle est la loi de Xt?
3. Calculer d(tBt) à l’aide de la formule d’Itô.
4. En déduire une relation entre Xt et

Yt =
∫ t

0
Bs ds .

5. Calculer la variance de Yt,
(a) directement à partir de sa définition;
(b) en calculant d’abord la covariance de Bt et Xt, à l’aide d’une partition de [0, t].
En déduire la loi de Yt.


