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TD Master 2 — Mathématiques financieres

Corrigé Série 1 — Intégrales stochastiques
Exercice 1

Soit h: R — R wune fonction déterministe, de carré intégrable, et soit

t 1 t
th/ h(s)st—/ h(s)?ds .
0 2 Jo

Soit Yy = eXt.
1. Calculer dY; a laide de la formule d’It6.

Comme

1
dX; = h(t)dB; — 5h(t)2 dt
la formule d’It6 (avec u(t,z) = e® et dX? = h(t)?dt) donne
1
dy; = Xt dX; + 5 Xt dX?
1 1
=Xt h(t)dB; — 3 et h(t)2dt + 3 et () dt
= h(t)Y;dB; .
2. Soit N une variable aléatoire normale centrée, de variance 0. Montrer que
E (eN) — eo’/2

En complétant le carré [z — 22/202 = 02/2 — (x — 02)?/20?], il vient
0o —x2 /202 00 e—(m—02)2/202

NS V2ro? o V2mo?

3. En déduire que Y; est une martingale.

dz = e”/2

Soit ¢t > s > 0. On peut écrire
t 1 t
Y, = Ysexp{/ h(u) dBy, — 2/ h(u)2 du} = e_ﬁ/ZYSeN
S S

t t
avec [§ = / h(u)? du et N = / h(u) dB,. Comme Y C Fs et N L Fy,

E (Y| F,) = e P2Y,E (V).

Or N suit une loi normale centrée, de variance 3 en vertu de l'isométrie d’It6. Par
conséquent, | (V) = %2, ce qui implique la propriété de martingale E (Y;|F,) = Ys.

Remarque: Un autre raisonnement possible est d’observer qu’en vertu de 1.,
t
Yi=Yo+ [ h(s)Y. db.
0

qui est une martingale, puisque c’est 'intégrale d’It6 d’un processus adapté.
4. Calculer E (Y3).
Y; étant une martingale, on a E (V;) = E (Y| Fy) = E (Yp) = 1.



Exercice 2

On considére les deuzx processus stochastiques
t
X, :/ e*dB, , Vi=e'X,.
0

1. Déterminer E (X;), Var(X;), E (Y;) et Var(Y;).

X, étant I'intégrale d’un processus adapté, on a E (X;) =
Par conséquent, I'isométrie d’It6 donne Var(X;) = E Xt2 fot 25 ds = 1
Enfin, par linéarité E (Y;) = 0 et par bilinéarité Var(Y;) = e~ Var(X;) =

2. Spécifier la loi de X; et de Y.

Etant des intégrales stochastiques de fonctions déterministes, X; et Y; suivent des lois
normales (centrées, de variance calculée ci-dessus).

3. Montrer que Y; converge en loi vers une variable Y lorsque t — oo et spécifier sa
loi.

La fonction caractéristique de Y; est | (el“¥t) = e~u*Var(Y)/2 Elle converge donc vers

2 . . . .
e~""/4 lorsque t — co. Par conséquent, Y; converge en loi vers une variable Yo, de loi
normale centrée de variance 1/2.

4. Ezxprimer dY; en fonction de Y; et de By.
La formule d’Itd avec u(t,z) = e~ ' 2 donne

dY; = —e ' X;dt + e 'dX, = -V, dt + dB, .

Y; est appelé processus d’Ornstein—Uhlenbeck.

Exercice 3

Soit

t
Xt:/ SdBS.
0

X, étant I'intégrale d’un processus adapté, on a E (X;) = 0.
Par conséquent, I'isométrie d’Itd donne Var(X;) = E (X?) = OtsQ ds = 33

2. Quelle est la loi de X7

1. Calculer E (X;) et Var(Xy).

X; suit une loi normale centrée de variance %t?’.

3. Calculer d(tBy) a l'aide de la formule d’Ité.
La formule d’1t6 avec u(t,z) = tz donne d(tB;) = By dt + t dB;,.

4. En déduire une relation entre X; et

t
Yt:/Bsds.
0

Comme Bs;ds = d(sBs) — sdBs, on a la formule d’intégration par parties

t t
Y;g = / d(SBS) —/ SdBS = tBt — Xt .
0 0

Y} suit donc une loi normale de moyenne nulle.



5. Calculer la variance de Yz,

(a) directement a partir de sa définition;

Comme E (BsB,) = s A u,

t gt t ot
IE(Yf)zIE/ / BsB, dsdu:/ /(s/\u) dsdu
0o Jo 0o Jo

u t t

t 1 )
:/ [/ sds—l—/ uds} du:/ [uQ—I—ut—uQ] du=-t3.
o LJo u 0o L2 3

(b) en calculant d’abord la covariance de By et Xy, a l'aide d’une partition de [0,t].

Pour calculer la covariance, on introduit une partition {¢x} de [0, t], d’espacement

1/n. Alors
COV(Bt, Xt) =E (BtXt)
t
:E/ SBt dBS
0
= 7}1_{{)10%:161@—115 (Bi(Bty, — Bi,,_,))
= lim Zk:tk—l(tk —tp—1)
t
1
= / sds = =t2.
0 2
11 suit que

1 1
Var(Y;) = Var(tBy) + Var(X;) — 2cov(tBy, X;) = 3 + §t3 — 2tcov(By, Xy) = §t3 .

En déduire la loi de Y;.

Y; = tB; — X; étant une combinaison linéaire de variables normales centrés, elle suit
également une loi normale centrée, en I'occurrence de variance t3/3. Remarquons que
Y; représente l'aire (signée) entre la trajectoire Brownienne et I’axe des abscisses.



