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TD Mathématiques financières

Série 3 – Diffusions

Exercice 1

On considère la diffusion définie par l’équation

dXt = −Xt dt+ dBt

(processus d’Ornstein–Uhlenbeck).

1. Donner le générateur L associé et son adjoint L∗.
2. Soit ρ(x) = π−1/2 e−x

2
. Calculer L∗ρ(x). Que peut-on en conclure?

Exercice 2

On considère la diffusion définie par l’équation

dXt = Xt dBt .

1. Donner le générateur L associé.
2. Trouver la solution générale de l’équation Lu = 0.
3. En déduire P x{τa < τb}, où τa dénote le temps de premier passage de Xt en a.

Indication: Il s’agit de calculer Ex(ψ(Xτ )), où τ est le temps de première sortie de
[a, b], et ψ(a) = 1, ψ(b) = 0.

Exercice 3

On considère plus généralement la diffusion définie par l’équation

dXt = rXt dt+Xt dBt , r ∈ R

(mouvement Brownien géométrique).

1. Calculer son générateur L.
2. Montrer que si r 6= 1/2, la solution générale de l’équation Lu = 0 s’écrit

u(x) = c1x
γ + c2 ,

où γ est une fonction de r qu’on déterminera.
3. On suppose r < 1/2. Calculer P x{τb < τa} pour 0 < a < x < b, puis P x{τb < τ0} en

faisant tendre a vers 0. On remarquera que si Xt0 = 0 alors Xt = 0 pour tout t > t0.
Par conséquent si τ0 < τb, alors Xt n’atteindra jamais b. Quelle est la probabilité que
cela arrive?

4. On suppose maintenant r > 1/2.
(a) Calculer P x{τa < τb} pour 0 < a < x < b, et montrer que cette probabilité tend

vers 0 pour tout x ∈]a, b[ lorsque a→ 0+. En conclure que presque sûrement, Xt

n’atteindra jamais 0 dans cette situation.
(b) Trouver α et β tels que u(x) = α log x+ β satisfasse le problème{

(Lu)(x) = −1 si 0 < x < b ,
u(x) = 0 si x = b .

(c) En déduire Ex(τb).


