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TD Master 2 — Mathématiques financieres

Corrigé Série 5 — Portefeuilles de couverture
Exercice 1

On considére le marché financier a 2 titres suivant :

dXo(t) = pXo(t) dt Xo(0) =1,
Xm(t) :OéXl(t)dtJrO'dB(t) Xl(O) =T .
1. Trouver explicitement Xo(t) et Xi(t).
t
Xo(t)=e”,  Xi(t) =z 40 / e?=%) dB(s)
0
(voir la série 2).
2. Normaliser le marché et déterminer la mesure de risque neutre Q.
En appliquant la formule d’It6 & X1 () = e ** X1(¢), on obtient
dXi(t) = (a— p)X1(t)dt + oe P dB(t) .
La mesure de risque neutre est définie par
dQ T 1t
—_— = — t)dB(t) — = t)“ dt
1 —or{- [ uwasn - [,
avec
e Ptut) = (a—p)Xit) = ult)= "Lt Xt)=2"Lx0t).
o o

3. Ecrire et résoudre les équations du marché non normalisé par rapport au Q -mouve-
ment Brownien B(t).

La transformation de Girsanov donne I’équation
dX,(t) = e P dB(t) .
En appliquant & nouveau la formule d’Itd & X1 () = e”* X;(t), on obtient I’équation
dX1(t) = pX1(t)dt + o dB(t) ,

dont la solution est

t ~
X1(t) = 21 e —i—a/ e”t=5) dB(s)
0
(on aurait aussi pu d’abord intégrer 1’équation pour X1 (t) et changer de variable
ensuite).

4. Déterminer le priz d’une option de fonction de paiement F(w) = eX1(T),

Le prix de I'option est donné par
p(F) =Eq[¢(T)F] =Eg[e T eMD] .

Nous pouvons écrire X1(T) = 71 e’ +0Z, on Z = fOT e?T=%) dB(s) est, sous la prob-
abilité @, une variable aléatoire normale centrée, de variance

vp = /T e2/(T=5) g = i(erT —1)
0 2p



en vertu de l'isométrie d’It6. Cela permet de calculer (avec le changement de variable
z = /urz’ et en complétant le carré)
00 e—22/2vT
F)= e_pT/ et g,
p(F) . T

2
= exp{—pT + z1 T —I—pr(e%T —1)} .

. Calculer le portefeuille de couverture de l’option ci-dessus.

Soit h(z) = e PT e® la fonction définie par ¢(T)F = h(X1(T)). On commence par
calculer (de maniere similaire & ci-dessus)

g(t,z) =Eg [MX1(T — 1))]
—22/2vp 4

e p(T—t) €
— e—pT / ete +oz dz
—00

NS
2 (e2p(T7t) _1)} .

= exp{—pT tzerTt 47
4p

On a vu que la fonction ¢(t) satisfaisant

T ~
§(T)F —Eg [¢(T)F] = /0 o(t) dB (1)

est donnée par

2
B(t) = %(t, X1(t))o = aexp{—pt + Xy (t) eI +Z7(e2”(T‘t) —1)} :

Comme 6 (t) dX,(t) = ¢(t) dB(t), il suit que la quantité d’actif risqué dans le porte-
feuille au temps ¢ est donnée par

2
01(t) = exp{Xl (t) erT=1) +Z—p(e2p(T—t) —1)} .

Remarque : Pour déterminer la quantité d’actif non risqué 6y (), on peut commencer
par calculer la valeur du portefeuille en tout temps, en utilisant le fait que sa valeur
normalisée est une Q-martingale. Un calcul similaire a celui de I’Exercice 2, Série 1,

donne
2
Ve(t) =E (e_pT eX1(T) | ) = exp{—pT + X (t)ePT—D —i—Z—p (e2p(T—t) —1)} )
et donc )
VOt) = exp{—p(T — ) + Xy (t) P T +% (e20(T=0) —1)} .
p

En résolvant la relation V9(t) = 0y (t) Xo(t) +61(t) X1(t) par rapport & 6y(t), on obtient
Oo(t) = [e T —e P X1 (t)]01(2) -

Le méme résultat peut aussi étre obtenu a partir de la condition d’autofinancement
AVO(t) = 6o (t) dXo(t) + 61 (t) dX1 ().



Exercice 2

On considére le marché financier a 2 titres suivant :

dXo(t) = pXo(t)dt Xo(0)
dXi(t) =~vdB(t) X1(0)

9

1
X1 .
1. Trouver explicitement Xo(t) et X1(t).
Xo(t) :ept, Xl(t) :$1—|—’)/B(t) .
2. Normaliser le marché et déterminer la mesure de risque neutre Q.
En appliquant la formule d’It6 & X1(t) = e ** X;(t), on obtient
dX (t) = —pX1(t)dt +ye P dB(t) .
La mesure de risque neutre est définie comme au premier exercice avec

u(t) = —gXl(t) .

3. Ecrire et résoudre les équations du marché non normalisé par rapport au Q -mouve-
ment Brownien B(t).

La transformation de Girsanov donne I’équation
dX,(t) = ye P dB(t) .

Comme au premier exercice, on trouve

t ~
X1(t) = z1e” —1—7/ ") dB(s) .
0

4. Déterminer le priz d’une option de fonction de paiement F(w) = B(T).

Le prix de I'option est donné par
p(F)=Eq[¢&T)F] =Eq[e " B(T)] .

L’expression obtenue pour Xj(¢) au premier point nous permet d’écrire B(T) =
[X1(T) — z1]/7. Nous pouvons écrire X1(T) = x1 et +vZ, on Z = fOT e”(T=5) dB(s)
est, sous la probabilité Q, une variable aléatoire normale centrée, de variance

T
1

v = / e2P(T=5) 4 = 2—(e2"T -1)
0 P

en vertu de isométrie d’It6. Cela permet de calculer

T —22/2
o y 2mur

=T —erTy.



5. Calculer le portefeuille de couverture de l’option ci-dessus.
Soit h(z) = e PT[z — x1]/7 la fonction définie par &(T)F = h(X1(T)). On commence
par calculer (de maniere similaire & ci-dessus)
g(t, ) =Eg [h(X1(T —1))]
e T

00 —22/2vr_4
= i ep(T_t) +vz —x 67 dz
Y /—oo[ K 1] \2mur_y

[e*pt T — xl] )

2=

—~

On a vu que la fonction ¢(t) satisfaisant

T ~
§(T)F —Eg [¢(T)F] = / o(t) dB(t)

est donnée par
_ 9

B(t) %(t)Xl(t))V =e Pt

Comme 6 (t) dX1(t) = ¢(t) dB(t), il suit que la quantité d’actif risqué dans le porte-
feuille est constante :

Remarque : Pour déterminer la quantité d’actif non risqué 6y (t), on peut commencer
par calculer la valeur du portefeuille en tout temps, en utilisant le fait que sa valeur
normalisée est une Q-martingale. On obtient

V() =E (e " B(T) | )

e AT

== E (Xy(T) — 1 | Ft)

t o~
e +/ P dB(s) .
Y 0

En effet,

E (X1(T) | 7) :epTE<SC1+’Y/Ote_psd§(3) +’Y/tTe_psd§(3) ‘ -7:t>

= (xl + 'y/t e ¢ dE(s)) ,
0

la premiere intégrale stochastique étant F;-mesurable, alors que la seconde est indé-
pendante de F; et d’espérance nulle. Il suit
1—e T

t ~
fxl +/ e”t=3) dB(s) = !

VO(t) = e
(t) ; S

[Xl (t) —zp e PT=0 |

ce qui implique
l’]_ _ T
Oo(t) = ——e P .
Y

La valeur du portefeuille peut également étre exprimée en fonction du mouvement

Brownien initial, via les expressions de X (¢) et X;(t) obtenues au point 1. Le résultat
V() = 6o(t) Xo(t) + 61(£) X1 (¢) = % [1—e?T9] 4 B(t)

montre qu’on a bien V?(0) = p(F) et VY(T) = F.



