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TD Master 2 — Martingales et calcul stochastique

Corrigé des exercices du chapitre 8 — Intégrale d’It6
Exercice 8.1

On considére les deuzx processus stochastiques
¢
Xt:/ e*dB, , Vi=e¢tX,.
0

1. Déterminer E (X;), Var(Xy), E (Y;) et Var(Yy).

X étant l'intégrale d’un processus adapté, on a E (Xt) = 0
Par conséquent, I'isométrie d’It6 donne Var(X;) = =Jye Le2s ds = 3
Enfin, par linéarité E (Y;) = 0 et par bilinéarité Var(Yt) = e_2t Var(X;) =

2. Spécifier la loi de Xy et de Y;.

Etant des intégrales stochastiques de fonctions déterministes, Xy et Y; suivent des lois
normales (centrées, de variance calculée ci-dessus).

3. Montrer que Y; converge en loi vers une variable Yo lorsque t — oo et spécifier sa
loi.

La fonction caractéristique de Y; est |E (el “¥t) = emu*Var(Y)/2 EJle converge donc vers

2 . . . .
e~""/4 lorsque t — co. Par conséquent, Y; converge en loi vers une variable Yao, de loi
normale centrée de variance 1/2.

4. Ezprimer dY; en fonction de Y; et de By.

La formule d’Itd avec u(t,z) = e~ ' x donne
dY; = —e ' Xydt + e 'dX; = —Y;dt +dB; .
Y; est appelé processus d’Ornstein—Uhlenbeck.

Exercice 8.2

Soit

t
Xt—/ sdB; .
0

X; étant I'intégrale d’un processus adapté, on a E (X;) = 0.
Par conséquent, I'isométrie d’It6 donne Var(X;) = E (X?) = fg s*ds = %13

2. Quelle est la loi de X; ¢

1. Calculer E(X;) et Var(Xy).

X; suit une loi normale centrée de variance %t?’.
3. Calculer d(tB:) a l'aide de la formule d’Ito.
La formule d’It6 avec u(t,x) = tx donne d(tBy) = By dt + t dBy.

4. En déduire une relation entre X; et

t
Y};—/Bsds.
0



Comme B;ds = d(sBs) — sdBs, on a la formule d’intégration par parties

t t
Y;g = / d(SBS) —/ Sst = tBt — Xt .
0 0

Y} suit donc une loi normale de moyenne nulle.

5. Calculer la variance de Y,

(a) directement a partir de sa définition;

Comme E (BsB,) = s A u,

t ot t ot
E(Ytz):E/ / BB, dsdu:/ /(3/\u) dsdu
0 JO 0 JO

u t

t tr 1
:/ / sds—i—/ uds du:/ “u? +ut —u? | du= =13 .
o LJo u 0 L2 3

(b) en calculant d’abord la covariance de By et Xy, a laide d’une partition de [0,¢].

Pour calculer la covariance, on introduit une partition {¢x} de [0, t], d’espacement

1/n. Alors
cov(By, X;) = E (B Xy)
t
:]E/ SBt dBS
0
= nhjgo ;tkﬂ[‘: (B¢(By), — By, _,))
— nh_)rgo;tk_l(tk - 75k;—1)
t
1
= / sds = =2 .
0 2
Il suit que

1 1
Var(Y;) = Var(tB;) 4+ Var(X;) — 2cov(tBy, X¢) = t° + —t3 — 2t cov(By, X;) = =t3 .
3 3

En déduire la loi de Y;.

Y; = tB; — X; étant une combinaison linéaire de variables normales centrés, elle suit
également une loi normale centrée, en I'occurrence de variance +3/3. Remarquons que
Y, représente l'aire (signée) entre la trajectoire Brownienne et I’axe des abscisses.

Exercice 8.3

1. Soit Y une variable aléatoire normale centrée, de variance o®. Montrer que

E (ey) — /2

En complétant le carré (y — y?/20% = 0%/2 — (y — 0%)?/20?), il vient

fo%S) _ 2/20.2 fo%e) _(y_0.2)2/20.2
E(eY) = e dy = 7"/ €

y
o V2mo? o V2mo?

dy = Nt



2. Soit By un mouvement Brownien standard, et ¢ : [0,T] — R wune fonction indépen-
dante de B;. Pour t € [0,T] on pose

t
Xt:/ »(s)dBs
0

Calculer E (X;) et Var Xy. On précisera les hypothéses faites sur la fonction .

©(s) étant adapté, on a E (X;) = 0 pourvu que ¢ soit intégrable. L’isométrie d’It6
montre que

t
Var X; = / o(s)*>ds =: ®(t) ,
0

pourvu que ¢ soit de carré intégrable.

1 t
M,; = exp{Xt — 2/ o(s)? ds}
0

Soit t > s > 0. La différence X; — X5 = fst o(u)dB, est indépendante de Fj, et suit
une loi normale centrée de variance ®(t) — ®(s). Par conséquent,

3. Montrer que

est une martingale.

E (eXt |F,) = E (X5 XX | F,) = X B (eX17Xs) = £(P)—())/2

en vertu de 1., ce qui équivaut a la propriété de martingale pour M;.

4. Démontrer l'inégalité de Bernstein : Pour tout A > 0,

)\2
IP’{ X, > )\} <expl——
02ext eXp{ 2@@)}

ot D(t) —/0 o(s)?ds.

Soit v > 0. En remplacant ¢ par vy dans la définition de X;, on voit que

N2t
Mt('Y) = exp{th - 2/ ©(s)? ds}
0

est également une martingale. Il suit que

IP’{ sup X, > )\} :IP’{ sup €% >e7A}

0<s<t 0<s<t

_ p{ sup M) * 22 5 ew\}

0<s<t
< p{ sup MO > evx—v%(t)/z}
0<s<t

< eygé(t)/Qf'y/\E(Mt(’Y)) :

la derniere inégalité découlant de 1'inégalité de Doob. Comme E (Mt(v)) = 1 par la
propriété de martingale, le résultat suit en optimisant sur -y, c’est-a-dire en prenant

v =N®(t).



Exercice 8.4

Soit {Bt}te[O,T] un mouvement Brownien standard. Soit 0 =ty <t1 < --- <ty =T une

partition de [0,T], et soit
N

€t = Z €t 1[tk_1,tk)(t)

k=1
une fonction simple, adaptée a la filtration canonique du mouvement Brownien.
L’intégrale de Stratonovich de e; est définie par

L rodB, = EN: C T s | ABy, =
€t O t = B Bk ou Bk = Btk — Btk,l .
0 k=1

L’intégrale de Stratomovich fOT X odB; d’un processus adapté X; est définie comme la

)

ltmate de la suite fOT egn odBy, ot e™ est une suite de fonctions simples convergeant vers

X; dans L?. On admettra que cette limite existe et est indépendante de la suite ™.

1. Calculer -
/ B; odB; .
0

Soit t, = tx(n) = k27" et N = [2"T|. Alors

T
—_— 3 71
/0 BiodB; = lim > — AB;,

2. Soit g: R — R une fonction de classe C?, et soit X; un processus adapté satisfaisant
t
X = / 9(Xs) o dBs Vit e [0,T] .
0

Soit Y, Uintégrale d’Ito
t
Y;t :/ g(Xs) st .
0

Montrer que

1 t
X,—y, = 2/ J(X)g(X,)ds  Viel[0,T].
0

On choisit une partition tx(n) comme ci-dessus. Alors les processus

N
m 9 X)) +9(Xt, )
X, = Z 5 AB;,
k=1
N
v = > 9(Xi,_,)AB;

b
Il
—



avec N = N(t) correspondant & l'intervalle de la partition contenant ¢, convergent
respectivement vers X; et Y; lorsque n — oo. Leur différence s’écrit

N
n n 1
Xt( ) _ Y%( ) _ 3 Z[g(th> - g(thfl)]ABk ’

La formule de Taylor implique

g(th) - g(thfl) = g,(th,1)(th - thfl) + O(th - thfl) .

ti
Xy — Xty = / 9(Xs) o dB;s

te—1

tg
— (X )AB+ [ o) — g%, )] o dB,
tk—1
= g(th,l)ABk + O(tk — tk—l) .
On en conclut que

9(Xy,) —9(Xy,_,) = 9" (X4, _)9( Xt )ABy, + 0(ABy) + O(ty, — tr—1) -

En substituant dans I’expression de Xt(n) - Yt(n), on obtient donc

N
XM -y = SS9 (X )9(Xe,_ ) ABE + 0(AB2) + o((t — th-1)ABy)] -

k=1

M\H

En procédant comme dans la preuve de la formule d’It6, on peut remplacer ABk par
Atyg, et il suit

t
lim [x - ¥,™] = 1 / J(X,)g(X,) ds .
0

n—oo 2



