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TD Master 2 — Martingales et calcul stochastique

Corrigé des exercices du chapitre 5 — Temps d’arrét
Exercice 5.1

Démontrer la Proposition 5.3.1 :
1. Si N et M sont des temps d’arrét, alors N NM et NV M sont des temps d’arrét.

La décomposition

{NAM:n}:({N:n}m{M>n})U<{N>n}m{M:n}>
- ({N:n}ﬂ{M<n}C>U({N<n}cﬂ{M:n})

montre que {N A M = n} € F,, pour tout n, et donc que N A M est un temps d’arrét.
De méme, la décomposition

{NVMzn}:({N:n}m{Mgn})U({Ngn}m{M:n})

montre que {N VM = n} € F, pour tout n, et donc que N V M est un temps d’arrét.
Remarque : On peut également observer que IV est un temps d’arrét si et seulement
si {N < n} € F, pour tout n. Cela permet d’utiliser la décomposition

{NAM <n}={N<n}n{M <n}

pour montrer que N A M est un temps d’arrét.

2. Si N, k € N, est une suite de temps d’arrét telle que Ny /" N, alors N est un temps
d’arrét.

Il suffit d’observer que le fait que N, ' N implique

{(N<n}=(){Ne<n}eF.
keN

Exercice 5.2
Soient £1,&a, ... des variables aléatoires i.i.d. telles que E (&) = 0, et soit la martingale

Xn =3 _1&m. On se donne X > 0, et soit

Pa(\) :IP{ max | Xo| > )\}.

1<m<n

1. On suppose les &, de variance finie. Donner une majoration de P,(\) en appliquant
inégalité de Doob a X2.

Notons o2 la variance des &,,. X2 étant une sous-martingale, on a

1 no?
Py(A) = P{lglﬁfangl P >\2} < ﬁE (X7) = e



2. Améliorer la borne précédente en appliquant 'inégalité de Doob d (X, + c)? et en
optimisant sur c.

Pour tout ¢ > 0, (X, + ¢)? est une sous-martingale et on a (z — (z + c)? étant
croissante sur R )
no? + c?

B = B { max (X 0 > 0+ () = O

< -
1<m<n } ()\ + C)

puisque E (X,,) = 0. Cette borne est minimale pour ¢ = no?/\, et donne
no?

PN < ————.
() A2 + no?

Contrairement & la premiere borne, celle-ci est toujours inférieure a 1.

3. On suppose que les &, suivent une loi normale centrée réduite. Magjorer Pp(\) en
appliquant 'inégalité de Doob a eXi et en optimisant sur c.

2 .
Pour tout ¢ > 0, e“X7 est une sous-martingale et on a

P,(\) = P{ max e“Xm > eC)‘2} <eME (eCX%) .

1<m<n
Or comme X,, est normale centrée de variance n, on a

)
B = [Ty L
oo V21 V1=2nc’

et donc

a2
ec)\

V1=2nc

Le meilleure borne est obtenue pour 2nc = 1 — n/A\? et donne

P,(\) <

Pn()\) —(A2=n)/2n )

< A
—e
~ \/ﬁ
Cette borne est utile lorsque A\?> > n. Dans ce cas elle fournit une décroissance

exponentielle en \2/2n.

4. Pour des &, normales centrées réduites, majorer P{maxi<m<n Xm = A} en appli-
quant l’inégalité de Doob & e“X» et en optimisant sur c.

Pour tout ¢ > 0, e“X» est une sous-martingale et on a

IP’{ max X,, = /\} :IP’{ max e“Xm > eC)‘} < e E (X)) |
1<m<n m= 1<m<n = = ( )

Par complétion du carré on trouve

" () 67332/271, 22
E (e“*n :/ e de =e“"
( ) o V2™ ’

d’on ,

IP’{ max X,, = /\} < et n/2meh

1<m<n

La borne est optimale pour ¢ = A/n et vaut

IP’{ max X,, = )\} < e/

1<m<n



