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TD Master 2 — Martingales et calcul stochastique

Corrigé des exercices du chapitre 4 — Martingales
Exercice 4.1

Soient Y1,Ys,... des variables i.i.d., et soit X, = szl Y... Sous quelle condition la
suite X, est-elle une surmartingale? Une sous-martingale? Une martingale?

On choisit la filtration canonique. Comme E (| X,|) = E (|Y1])", une premiere condition
est E (|Y1]) < oo, c’est-a-dire Y7 € L.

D’autre part, E (X,+1|Fn) = E (Ynt1Xn|Fn) = XnE (Yori1|Fn) = X,E (Y1), ot nous avons
utilisé X,, C F,, Yop1 L Fret E(Yy41) = E(Y7). Lasuite X, est donc une surmartingale,
une sous-martingale ou une martingale selon que E (Y1) < 1, E(Y;) > 1o0u E (Y1) = 1.

Exercice 4.2

Soit (Q,F,{Fn},P) un espace probabilisé filtré, et X,, = > _,1p, , avec B, € F,
Vn.

1. Montrer que X, est une sous-martingale.

Le processus est clairement adapté et intégable.
De plus, E (X, 41|F,) = E(1p,., + Xu|Fn) = E(1p,,, |Fn) + X0 = X,

2. Donner la décomposition de Doob de X,,.

La décomposition de Doob donne X,, = M,, + A,, avec

An = Z E(le|fm—1) )

m=1

n
M, = 1p, —E(lp,|Fm1) .
m=1

3. Particulariser au cas Fp, = 0(X1,...,Xp).
Comme F; = o(1p,) = {0,Q, By, B{}, I'équation (3.2.11) du polycopié donne
E(1p,1
W =P (By|B1) siwe By,
1
E (15, F1)(w) =
E(s,1e) — P (By|BS) siwe B
P (Bf) o a

De maniére générale, E (15, | Fn—1) = P (B, |C" 1) pour tout w € C" 1, ot les 7!
sont les élements de la partition engendrant Fy,_; (c’est-a-dire F,—1 = o(|]; O 1)),
obtenus par intersection des B; et B pour ¢ < m — 1.

Exercice 4.3

On considére le modeéle d’urne de Polya, avec paramétres (r,v,c).

1. Déterminer la loi de la proportion de boules vertes X, dans le cas r =v =c= 1.

Apres n tirages, 'urne contient n + 2 boules, dont m + 1 vertes, on m € {0,1,...,n}.
La probabilité de tirer d’abord les m boules vertes, puis les [ = n — m rouges est
1 2 m 1 l m!l!

23 " m+1l m+2 n+l (n+1)l



Pour tout autre ordre des boules, les termes sont arrangés différemment, mais le
résultat est le méme. On a donc

m+1 n mll! 1
IP{X :7}: - , —1,2,....n,
"t <m>(n+1)! n+1 " "

2 n+1

c’est-a-dire que la distribution de X,, est uniforme sur {n%r?, o, DR

2. Dans le cas général, exprimer le processus croissant (X), en fonction des X, et du
nombre total de boules N, aux temps m < n.

Apres n tirages, le nombre de boules est N,, =7, +v, =r4+v+nc. On a

Un1 ¥ C avec probabilité L) n—1 ,
Un—1+7Tn—1+¢C Up—1+ Tn—1
X, =
Un—1 avec probabilité n—1 =1-X,_1.
Un—1+7Tn—1+¢C Up—1+ Tn—1
On en déduit que
1-X,_
C(an) avec probabilité X,,_; ,
Xn - Xn—l = "
—cXn-1 el s
_— avec probabilité 1 — X,,_1 ,
Ny,
et donc
2
c
E((Xn = Xn1) | Fac1) = 35 [Xna (1 = Xaa)* + X0, (1= X))
n
2
= ﬁanl(l - anl) .

Le processus croissant vaut donc

N X1 (1= Xpp1)
<X>n =c? Z N2 :
m=1 m

3. Montrer que limy,_,o(X), < 00.

Comme N,, > em et X,;,—1(1 — X,,,—1) est borné, le critére de Riemann montre que
(X),, converge.

Exercice 4.4

On se donne des variables aléatoires i.i.d. {&n itn,i>1 @ valeurs dans N. On note leur
distribution py = P{&,; = k}, leur espérance p > 0 et leur variance o%. On notera Fy, la
filtration F,, = o{& m,m < n}.

On définit un processus {Zy}n>0 par Zo =1 et pour n >0

Zol = gl,n—‘rl +-+ an,nJrl 81 Zp >0,
" 0 sinon .

Ce processus modélise [’évolution d’une population avec initialement Zg = 1 individu, et
dans laquelle chaque indwidu ¢ donne naissance au temps n a un nombre aléatoire &, ;
d’enfants, indépendemment et avec la méme loi que tous les autres individus.



1. Montrer que X,, = Z,/u™ est une martingale par rapport a F.
On a E (Zn+1|fn) =K (gl,n-l—l’j:n) +---+E (an,n-‘rl‘fn) = anu'-
2. Montrer que si p < 1, alors P{Z, =0} — 1 lorsque n — oo, et donc X, — 0.

X, étant une martingale, on a E (X,,) = E (Xo) =E(Zp) =1, donc E(Z,,) = u™* — 0
lorsque n — oo.

Par conséquent, P{Z, > 0} =3~ P{Z, =k} <E(Z,) — 0, dou P{Z, =0} — 1.
Z, ayant valeurs entieres, cela signifie que pour toute réalisation w, il existe ng(w) tel
que Zp(w) = 0 pour tout n > ng(w), et donc aussi X,,(w) = 0 pour ces n.

3. On suppose pn > 1. Soit ¢p(s) = E(s%n) = >0 prs® la fonction génératrice de la
distribution d’enfants.

(a) Montrer que ¢ est croissante et conveze sur [0,1].

Ona¢'(s) =y kprs®~1 > 0. En fait, ¢ est méme strictement croissante pour
s > 0. En effet, on a nécessairement py < 1, car sinon on aurait g = 0, donc il
existe au moins un k > 1 tel que pg > 0.

De méme, ¢”(s) = > 70, k(k — 1)prs®2 > 0. En fait, ¢ est strictement convexe
pour s > 0. En effet, si tous les pp pour k > 2 étaient nuls, on aurait u = p; < 1.
Il existe donc nécessairement un k > 2 tel que py > 0, d’ott ¢’(s) > 0 pour s > 0.

(b) Soit O, = P{Z,, = 0}. Montrer que P{Z,, = 0|Z; = k} = 0% _, et en déduire
que Oy = ©(Om—1)-
Si Z1 = k, on a au temps 1 k individus dont la descendance évolue de maniere
indépendante. Chacune des k descendances se sera éteinte au temps m avec prob-
abilité 0,,_1. Par indépendance, toutes les k lignées se seront éteintes a la fois au
temps m avec probabilité 9%_1.
I suit O, = > 30 o P{Zm, = 0|21 = K}P{Z1 =k} = > 320 0% _ 1k = ©(0m—1).

(¢c) Montrer que ¢ admet un unique point fixe p sur [0,1).

Notons d’abord que (1) =1, ¢'(1) =E (&) = u, p(0) = pp = 0 et ¢/'(0) = p1 < 1.
La fonction ¥(s) = ¢(s) — s satisfait donc ¥(1) =0, ¢¥'(1) =pu—1> 0, ¥(0) >0
et ¢'(0) < 0. Etant strictement convexe sur (0,1], ) admet un unique minimum
en sg = (0,1). Elle s’annule donc exactement deux fois: une fois en un p € [0, s¢),
et une fois en 1.

(d) Montrer que 0., /" p lorsque m — co.

Onafy=0. Sipy=0,80, =0 pour tout m, mais dans ce cas on a également
p=20. Sipp>0,onab =py>0,etp=p(p) > py, donc 0 < 6 < p. Par
récurrence, on voit que la suite des 6, est croissante et majorée par p. Elle admet
donc une limite, qui est nécessairement p.

En déduire que P{Z, >0¥n} =1—p>0.

Le fait que Z,, = 0 implique Z,,, = 0 pour tout m > n permet d’écrire
P{3n: Z, =0} =P (U, {Zn =0}) = limp o P{Z, =0} = p < 1.

4. Galton et Watson on introduit leur modéle afin de décrire la survie de noms de famille.
Au XVIlle siecle, ces noms n’étaient transmis que par les enfants de sexe masculin.
On suppose que chaque famille a trois enfants, dont le sexe est déterminé par une
loi de Bernoulli de parametre 1/2. Le nombre de descendants madales est donc décrit
par un processus de Galton—Watson de loi binomiale py = p3 = 1/8, p1 = pa = 3/8.
Déterminer la probabilité de survie du nom de famille.



On a ¢(s) = %(1 + 35 + 352 + 53). En utilisant le fait que ¢(s) — s s’anulle en s = 1,
on obtient par division euclidienne 8(¢(s) — s) = (s — 1)(s? 4+ 4s — 1). La seule racine
dans [0,1) est p = v/5 — 2. La probabilité de survie vaut donc 3 — v/5 ~ 0.764.

. Déterminer le processus croissant (X),, de X,,. Calculer lim, _oo(X)p.

Il est commode d’introduire les variables centrées 7;, = & n — .

Ona Z, — pZn—1 =mn+- - +nz, ,n, cequiimplique, par indépendance des 7; ,,
E((Zn — pZn-1)*|Fn-1) =E((mp+ -+ 0z, 10)*|Fn1) = Zyn_10?%, et donc

E(Xn — Xn 1)) Fn1) = Zn_10%/u* = X102 /"1, 11 suit




