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TD Master 2 — Martingales et calcul stochastique

Corrigé des exercices du chapitre 3 — Espérance conditionnelle
Exercice 3.1

Dans une expérience consistant a jeter deux tétracdres parfaitement symétriques, dont les
faces sont numérotées de 1 a 4, on considere les variables aléatoires X, égale a la somme
des points, et Y, égale a leur différence (en valeur absolue).

1. Spécifier un espace probabilisé permettant de décrire cette expérience.
Il suffit de prendre = {1,2,3,4}? avec la probabilité uniforme.

2. Déterminer la loi conjointe de X et Y ainsi que leurs espérances.

Les lois de X(w) = w1 + w2 et Y(w) = |w1 — wa| sont données dans les tableaux
suivants :

X|1 2 3 4 Y|1 2 3 4

112 3 4 5 110 1 2 3

213 4 5 6 211 0 1 2

314 5 6 7 312 1 0 1

415 6 7 8 413 2 1 0

Par simple dénombrement, on obtient leur loi conjointe et les marginales :

Y\X | 2 3 4 5 6 7 8
1/16 0 1/16 0 1/16 0 1/16 | 4/16
0 2/16 0 2/16 0 2/16 0 |6/16
0 0 2/16 0 2/16 0 0 |4/16
0 0 0 2/16 0 0 0 |2/16
1/16 2/16 3/16 4/16 3/16 2/16 1/16

On en déduit les espérances

W N = O

8 3
E(X)=) aP{X=a}=5, E(Y):Zy]}»{y:y}:;
r=2 y=0

3. Calculer E (X|Y) et E(Y|X).
Notons E (XY = y) la valeur constante de E (Y| X) sur I'ensemble {Y = y}. Il suit
de la relation (3.2.11) du cours que

E(X1fy—y) _ ZxP{X =2,Y =y}
P{Y =y} P{Y =y}

En appliquant a notre cas, on obtient

E(X]Y = y) =

= aP{X =2V =y} .

E(X]Y =y)=5 Vye{0,1,2,3},

ce qui traduit le fait que la distribution de X est symétrique autour de 5 pour tout Y.
De maniere similaire, on trouve

E(Y|X=2=E(Y|X=8)=0,
EY|X=3)=E(Y|X=7)=1,
EY|X=4)=E(Y|X=6)=3%,
E(Y|X =5)=2.

Cela permet en particulier de vérifier que E (E (Y]X)) =E (Y).



Exercice 3.2

On jette un dé symétrique, puis on jette une piéce de monnaie autant de fois que le dé
indique de points. Soit X le nombre de Pile obtenus. Déterminer E (X).

Un choix possible d’espace probabilisé est Q = {1,...,6} x {0,1}%, avec la probabilité
uniforme et

Nw)=w, X(w):ZwiH.

Avant de calculer E (X), commencons par calculer E (X|N). Conditionnellement & N = n,
X suit une loi binomiale de parametres n et 1/2, d’ou

E(X|N):%.

Il suffit alors de prendre I’espérance pour conclure :
1
E(X) = E(E(X|N)) = ;E(N) =
Exercice 3.3

Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et F, une sous-tribu de F. Pour tout A € F, on
pose P (A|F1) = E(14|F1). Montrer l'inégalité de Bienaymé—Chebyshev

P({IX|>a} | F) < %E (X2 F) .

La monotonie de 'espérance conditionnelle nous permet d’écrire

E(X?|F)>E (X21{X2>a2} | F1) > E(a21{X2>a2} | 71) =P ({|X| > a} | 71) .

Exercice 3.4

Soient X, Y des variables aléatoires réelles intégrables telles que XY soit également inté-
grable. Montrer les implications :
X, Y indépendantes = E(Y|X)=E(Y) = E(XY)=E(X)E(Y).

Indication : Commencer par considérer des fonctions indicatrices.
Soit X =14etY =1p.

e Si X et Y sont indépendantes, alors P(ANB) =E(XY)=E(X)E(Y)=P(A)P(B).
Or

/YdIP:/ dIP’:IP’(AOB):]P’(A)P(B):P(A)E(Y):/E(Y)dl?’.
A ANB A

On vérifie facilement des relations analogues avec A remplacé par A€, par () et par Q.
Comme o(X) = {0, A, A, Q} et E(Y) C Fy C o(X), on a bien que E (Y|X) =E (Y).
e Supposons que E (Y |X) =E (Y). Comme A € 0(X) on a

E(XY) = / Y dP :/E(Y]X)dIP’ = / E(Y)dP =E(Y)P(A) =E(Y)E(X) .
A A A
Le résultat s’étend a des variables aléatoires quelconques de la maniere habituelle, en
les décomposant en partie positive et négative et en approchant chaque partie par des
fonctions étagées.



Exercice 3.5

Sotent X et Y des variables aléatoires a wvaleurs dans {—1,0,1}. Exprimer les trois
conditions de l’exercice 3.4 a l'aide de la loi conjointe de X et Y. Donner des contre-
exemples aux implications inverses.

Indication : On peut supposer E (Y) = 0.

Notons la loi conjointe
pwy :P{X ::L‘,Y:y} )

et ses marginales

pxo:P{X:x}:pry’ p.y:P{Y:y}:pry'
" x

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si

DPzy = DxePey Vl‘, Y.

Les espérances conditionnelles sont données par

1
E(Y|X:x):p Zyp$y7
ze 7

donc on aura E (Y |X) = E (Y) si et seulement si
Z YPxy = Z YPzeDey Vo .
y y
Enfin la condition E (XY') = E (X)E (Y) s’écrit

Z TYPzy = Z TYPrePey -
zy zy

Si X et Y prennent leurs valeurs dans {—1,0,1} et E(Y) = 0, on aura nécessairement
De— = Pe+. Si de plus on veut avoir E(Y|X) = E(Y), alors il faut que p,— = py+ pour
tout x.

Il est alors facile de construire des contre-exemples aux implications inverses. Le
tableau suivant donne un exemple de loi conjointe pour laquelle E(Y|X) = E(Y) = 0,
mais X et Y ne sont pas indépendantes :

X | -1 0 1
—1 | 1/10 0 2/10 | 3/10
0 0 4/10 0 |4/10
1 |1/10 0 2/10 | 3/10
2/10 4/10 4/10

Et voici un exemple ou E (XY) =E(X)E(Y) =0, mais E(Y|X) #E(Y)=0:

x| -1 o0 1
—1 | 1/10 2/10 1/10 | 4/10
0 0 2/10 0 |[2/10
1 |2/10 o0 2/104/10
3/10 4/10 3/10




Exercice 3.6
Soit (Q, F,P) un espace probabilisé, et Fy C Fa des sous-tribus de F.

1. Montrer que
E (X - E(X|%)]2) +E ([E (X|5) - E(X|F)]) = E (X - E(X|7)2)
Notons Xy = E (X |F2) et X1 =E (X|F1) = E(X32]|F1). On a
E(XX))=E(E(XX1|F1)) =E (X1E (X|F1)) = E(X7) .

Par conséquent, en développant le carré on obtient
E([X - X,]2) =E(X?) —~E(X}).

De maniere similaire, on montre que E (X X2) = E (X2) et E (X;X3) = E(X}), d’'ott
E([X - Xa?) = E(X?) —E(X3),
E ([X2 - Xi*) =E(X3) - E(X7).

Ceci implique le résultat (qui est équivalent au théoréme de Pythagore appliqué a X,
X1 et Xo, considérés comme des vecteurs de L?(F)).

2. On pose Var(X|Fy) = E(X?|F,) — E(X|F1)%. Montrer que
Var(X) = E (Var(X|F,)) + Var(E (X| 7)) .

On peut procéder par un calcul direct. Une autre méthode est de commencer par
observer que

Var(X|F1) = E (X - E(X|F)]? | 7).

Appliquons alors 1’égalité montrée en 1. avec F; remplagé par Fy, et Fo remplagé
par Fi. Comme E (X |Fy) = E(X), le premier terme du membre de gauche est égal a
E (Var(X|F1)), le second a Var(E (X|F7)), alors que le membre de droite vaut Var(X).

3. Soit Y1,Ys, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. d’espérance p et de variance o>.

Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N, indépendante de tous les Y;. Soit
finalement X =Y, 4+ Yo+ .-+ Yy. Montrer que

Var(X) = 0?E (N) + p? Var(N) .

Appliquons le résultat précédent avec F; = o(N). On a E(X|N) = uN et en
développant la somme on trouve E (X2|N) = 02N + p2N2. 11 suit que

Var(X|N) = ¢*N .
Comme d’autre part on a Var(E(X|N)) = Var(uN) = p? Var(N), le résultat est
montré.
4. Déterminer la variance de la variable aléatoire X de l'exercice 3.2.

C’est une application du résultat précédent, avec p = 1/2, 02 = 1/4 et Var(N) =
35/12. On trouve donc Var(X) = 77/48.



Exercice 3.7

Soit (Q, F,IP) un espace probabilisé, et G une sous-tribu de F. On considére deux variables
aléatoires X et Y telles que

E(Y|G)=X et E(X?)=E(?

1. Calculer Var(Y — X|G).
OnaE(Y — X|G) =X —E(X|G) =0, et

E((Y-X)*[G) =E(Y?*9) - E(X?|G) =E(Y?|g) - X*.

Par conséquent,
Var(Y — X|G) = E(Y?|G) — X2

2. En déduire Var(Y — X).

Var(Y — X) = E (Var(Y — X|G)) + Var(E(Y — X|G))

E
E (E(Y?|G)) — E(X?)
E
0

(¥2) —E(X?)

3. Que peut-on en déduire sur la relation entre X et Y ¢

Elles sont égales presque strement.

Exercice 3.8

Un processus ponctuel de Poisson d’intensité X\ > 0 est un processus {Ni}i>0 tel que
i N() = 0;

ii. pour t >s >0, N, — Ny est indépendant de Ng;

iii. pour t > s >0, Ny — Ny suit une loi de Poisson de paramétre \(t — s):

_ k
P{Nt—stk}zeWé‘)w, keN .

On se donne des variables aléatoires i.i.d. {&k}ren a valeurs dans N et de carré inté-

grables. Soit
Nt
Xi=> &
k=1

Le processus X; est appelé un processus de Poisson composé.
1. Calculer E(Xy).

Les & étant indépendants, on a
E (Xi|Ne) = N E (&)

et donc
E(X:) =E (E (Xt|Nt)) =E (V)E (§0) = ME (&) -



2. Calculer Var(Xy).

La variance étant une forme quadratique, on a
Var (E (X¢|V;)) = Var(V;) E (€)% = ME (&) .
Afin de déterminer Var(X;|N;), on commence par calculer
Ny
E(X7|N) = Y E(&&) = N E(&) + (N = N)E (&)* = Ny Var(&) + NP E (6)* -
k=1

Par conséquent,

Var(X|N) = E(X7?|N;) — E (X¢|Ni)* = N Var(éo)

d’ot1 il suit
E (Var(X¢|Ny)) = E (N;) Var(&y) = At Var(&)

En appliquant "Exercice 3.6, on conclut que

Var(X;) = Var(E (X;|Ny)) + E (Var(X;|N;)) = M E () .



