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Partie 1

Processus en temps discret






Chapitre 1

Exemples de processus
stochastiques

D’une maniere générale, un processus stochastique a temps discret est simplement une suite
(Xo, X1, X9,...) de variables aléatoires, définies sur un méme espace probabilisé. Avant
de donner une définition précise, nous discutons quelques exemples de tels processus.

1.1 Variables aléatoires i.i.d.

Supposons que les variables aléatoires X, X1, X2,... ont toutes la méme loi et sont
indépendantes. On dit alors qu’elles sont indépendantes et identiquement distribuées,
abrégé i.i.d. C’est d’'une certaine maniere la situation la plus aléatoire que ’on puisse
imaginer. On peut considérer que les X; sont définies chacune dans une copie différente
d’un espace probabilisé de base, et que le processus vit dans ’espace produit de ces espaces.

La suite des X; en soi n’est pas tres intéressante. Par contre la suite des sommes
partielles

Sn=>_X; (1.1.1)

admet plusieurs propriétés remarquables. En particulier, rappelons les théoremes de con-
vergence suivants.

1. La loi faible des grands nombres: Si 'espérance E(Xy) est finie, alors S, /n converge
vers E(X() en probabilité, c’est-a-dire

lim IP{ S _ E(Xo)
n—oo

n

> s} =0 (1.1.2)

pour tout € > 0.
2. La loi forte des grands nombres: Si 'espérance est finie, alors S, /n converge presque
sturement vers E(Xj), c’est-a-dire

]P’{ lim 20 — E(XO)} —1. (1.1.3)

n—oo n

3. Le théoréme de la limite centrale: Si I'espérance et la variance Var(X) sont finies,
alors (S, —nlE(Xo))/+/n Var(Xy) tend en loi vers une variable normale centrée réduite,
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4 CHAPITRE 1. EXEMPLES DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

c’est-a-dire

— b —x2/2
lim P{a < SnZnE(Xo) b} = (1.1.4)
n—00 n Var(Xo) a V21

pour tout choix de —oo < a < b < oo.

Il existe d’autres théoremes limites, comme par exemple des principes de grandes
déviations et des lois du logarithme itéré. Le théoreme de Cramér affirme que sous certaines
conditions de croissance sur la loi des X;, on a

Jim 110gP{Sn > x} — 1), (1.1.5)
n—oo N n
ou la fonction taux I est la transformée de Legendre de la fonction génératrice des cu-
mulants de Xp, & savoir A\(8) = log E(e?*°?). C’est un principe de grandes déviations, qui
implique que P{S,, > nz} décroit exponentiellement avec un taux —nl(z).
La loi du logarithme itéré, quant a elle, affirme que

. Sn - nE(X()) . .
P{ll:;rl_)solip v/nlog(log n) Var(Xo) a \/Q} = (1.1.6)

Les fluctuations de S,,, qui sont typiquement d’ordre /n Var(Xg) d’apres le théoreme de la
limite centrale, atteignent donc avec probabilité 1 la valeur \/ 2n log(logn) Var(Xy), mais
ne la dépassent, presque strement, qu'un nombre fini de fois.

1.2 Marches aléatoires et chaines de Markov

La marche aléatoire symétrique sur 7 est construite de la manieére suivante. On pose Xy =
0 (I'origine de Z%), puis pour X7 on choisit I'un des 2d plus proches voisins de 'origine
avec probabilité 1/2d, et ainsi de suite. Chaque X, est choisi de maniére équiprobable
parmi les 2d plus proches voisins de X,,_1, indépendamment des variables X, o, ..., Xj.
On obtient ainsi une distribution de probabilité sur les lignes brisées de Z 9.
La marche symétrique sur Z % est tres étudiée et relativement bien comprise. On sait
par exemple que
1. en dimensions d = 1 et 2, la marche est récurrente, c’est-a-dire qu’elle revient presque
surement en zéro;
2. en dimensions d > 3, la marche est transiente, c’est-a-dire qu’il y a une probabilité
strictement positive qu’elle ne revienne jamais en zéro.
Il existe de nombreuses variantes des marches symétriques sur Z ¢ : Marches asymétriques,
sur un sous-ensemble de Z ¢ avec réflexion ou absorption au bord, marches sur des graphes,
sur des groupes. ..
Tous ces exemples de marches font partie de la classe plus générale des chaines de
Markov. Pour définir une telle chaine, on se donne un ensemble dénombrable X et une
matrice stochastique P = (pi;)i jex, satisfaisant les deux conditions

P20 VijeX et Y py=1 VieX. (1.2.1)
JjeEX
On choisit alors une distribution initiale pour Xy, et on construit les X,, de telle maniere

que

P{Xny1=J | Xn =06, Xp_1 =in-1,...., Xo=i0} =P{Xpnp1=j | Xn =i} =pi; (1.2.2)
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FiGURE 1.1. Cing réalisations d’une marche aléatoire unidimensionnelle symétrique.
pour tout temps n et tout choix des ig,...,%,_1,%,j € X. La premiere égalité s’appelle la

propriété de Markov. Les chalnes de Markov ont un comportement un peu plus riche que
les variables i.i.d. parce que chaque variable dépend de celle qui la précede immédiatement.
Toutefois, ces processus ont toujours une mémoire courte, tout ce qui s’est passé plus de
deux unités de temps dans le passé étant oublié.

Un exemple intéressant de chaine de Markov, motivé par la physique, est le modéle
d’Ehrenfest. On considere deux récipients contenant en tout N molécules de gaz. Les
récipients sont connectés par un petit tube, laissant passer les molécules une a une dans
les deux sens. Le but est d’étudier comment évolue la proportion de molécules contenues
dans I'un des récipients au cours du temps. Si par exemple ce nombre est nul au début,
on s’attend a ce qu’assez rapidement, on atteigne un équilibre dans lequel le nombre de
molécules dans les deux récipients est a peu pres égal, alors qu’il n’arrivera quasiment
jamais qu’on revoie toutes les molécules revenir dans le récipient de droite.

2/3 1/3

el lolled  ldle] UU

-~
1/3 2/3
FIGURE 1.2. Le modele d’urnes d’Ehrenfest, dans le cas de 3 boules.

On modélise la situation en considérant deux urnes contenant en tout N boules. A
chaque unité de temps, I'une des N boules, tirée uniformément au hasard, passe d’un
récipient a 'autre. S’il y a i boules dans 'urne de gauche, alors on tirera avec probabilité
i/N T'une de ces boules, et le nombre de boules dans I'urne passera de ¢ a ¢ — 1. Dans le
cas contraire, ce nombre passe de ¢ a i + 1. Si X, désigne le nombre de boules dans I’'urne
de gauche au temps n, 1’évolution est donnée par une chaine de Markov sur {0,1,..., N}
de probabilités de transition

7

+ sij=i—1,
pij=41—4% sij=i+1, (1.2.3)
0

sinon .
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FiGuRrE 1.3. Réalisations du modele d’Ehrenfest, montrant la proportion de boules dans
I'urne de gauche en fonction du temps. Le nombre initial de boules dans I'urne de gauche
est 0. La figure de gauche montre une réalisation pour N = 20 boules, celle de droite
montre deux réalisations pour N = 100 boules.

La Figure 1.3 montre des exemples de suites {X,,/N}. On observe effectivement que

X, /N approche assez rapidement la valeur 1/2, et tend a fluctuer autour de cette valeur
sans trop s’en éloigner. En fait on peut montrer que la loi de X, tend vers une loi binomiale
b(N,1/2), qui est invariante sous la dynamique. L’espérance de X,,/N tend donc bien vers
1/2 et sa variance tend vers 1/4N. De plus, le temps de récurrence moyen vers un état
est égal a l'inverse de la valeur de la loi invariante en cet état. En particulier, le temps
de récurrence moyen vers I’état ou toutes les boules sont dans la méme urne est égal a

2N

. Ceci permet d’expliquer pourquoi dans un systéme macroscopique, dont le nombre

de molécules N est d’ordre 1023, on n’observe jamais toutes les molécules dans le méme
. . . , 2 1022 .
récipient — il faudrait attendre un temps d’ordre 210 P~ 10310 pour que cela arrive.

1.3 Urnes de Polya

La définition du processus de I'urne de Polya est a priori semblable a celle du modele
d’Ehrenfest, mais elle résulte en un comportement tres différent. On considere une urne
contenant initialement ry > 1 boules rouges et vy > 1 boules vertes. De maniere répétée,
on tire une boule de I'urne. Si la boule est rouge, on la remet dans 1'urne, et on ajoute
¢ > 1 boules rouges dans 'urne. Si la boule tirée est verte, on la remet dans I'urne, ainsi
que ¢ boules vertes. Le nombre ¢ est constant tout au long de ’expérience.

Au temps n, le nombre total de boules dans 'urne est N,, = ro + vg + nc. Soient r,, et

v, le nombre de boules rouges et vertes au temps n, et soit X,, = r,/(rn + vyn) = rn/Np,
la proportion de boules rouges. La probabilité de tirer une boule rouge vaut X,, celle de
tirer une boule verte vaut 1 — X,,, et on obtient facilement les valeurs correspondantes de
X1 en fonction de X, et n:

mtce  XpNp+c
m+Un+c  Np+c
Xnt1 = (1.3.1)
T'n - XnNp
rn+vn+c N,+c

Le processus n’est plus a strictement parler une chaine de Markov, car ’ensemble des

avec probabilité X, ,

avec probabilité 1 — X, .

valeurs possibles de X, change au cours du temps.
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FIGURE 1.4. Dix réalisations du processus d’urne de Polya, avec initialement o = 2 boules
rouges et vg = 1 boule verte. A chaque pas, on ajoute ¢ = 2 boules.

La Figure 1.4 montre plusieurs réalisations différentes du processus {X,,},, pour les
mémes valeurs initiales. Contrairement au modele d’Ehrenfest, X,, semble converger vers
une constante, qui est différente pour chaque réalisation. Nous montrerons que c’est ef-
fectivement le cas, en utilisant le fait que X,, est une martingale bornée, qui dans ce cas
converge presque surement. On sait par ailleurs que la loi limite de X, est une loi Beta.

1.4 Le processus de Galton—Watson

Le processus de Galton—Watson est I’exemple le plus simple de processus stochastique
décrivant 1’évolution d’une population. Soit Zj le nombre d’individus dans la population
au temps 0 (souvent on choisit Zy = 1). On considere alors que chaque individu a un
nombre aléatoire de descendants. Les nombres de descendants des différents individus
sont indépendants et identiquement distribués.

Cela revient a supposer que

Zn
§ gi,nJrl si Zn = 1 ’
i=1

0 siZ,=0,

Zy1 = (1.4.1)

ou les variables aléatoires {&;,}in>1, qui correspondent au nombre de descendants de
I'individu ¢ au temps n, sont i.i.d. On supposera de plus que chaque &;, admet une
espérance  finie.

Galton et Watson ont introduit leur modele dans le but d’étudier la disparition de noms
de famille (& leur époque, les noms de famille étant transmis de pere en fils uniquement,
on ne considere que les descendants maéles). On observe a ce sujet que des que Z, = 0
pour un certain n = ng, on aura Z, = 0 pour tous les n > ng. Cette situation correspond
a lextinction de l'espece (ou du nom de famille).

Nous montrerons dans ce cours que

e Si p < 1, alors la population s’éteint presque stirement;
e Si > 1, alors la population s’éteint avec une probabilité p = p(u) comprise stricte-
ment entre 0 et 1.
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FIGURE 1.5. Une réalisation du processus de Galton—Watson. La distribution des descen-
dants est binomiale, de parametres n = 3 et p = 0.4. Le temps s’écoule de haut en bas.

i

FIGURE 1.6. Une réalisation du processus de Galton—Watson. La distribution des descen-
dants est binomiale, de parametres n = 3 et p = 0.45. L’ancétre est au centre du cercle, et
le temps s’écoule de l'intérieur vers 'extérieur.
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FIGURE 1.7. Une réalisation du processus de Galton—Watson. La distribution des descen-
dants est binomiale, de parametres n = 3 et p = 0.5.

La preuve s’appuie sur le fait que X, = Z,/u" est une martingale.

Les Figures 1.5 & 1.7 montrent des réalisations du processus de Galton—Watson sous
forme d’arbre. Le temps sécoule de haut en bas. La distribution des descendants est bi-
nomiale b(3, p) pour des valeurs croissantes de p (dans ce cas on a u = 3p). Pour p = 0.4,
on observe I'extinction de ’espece. Dans les deux autres cas, on a pris des exemples dans
lesquels I'espece survit, et en fait le nombre d’individus croit exponentiellement vite.

Il existe de nombreux modeles d’évolution plus détaillés que le processus de Galton—
Watson, tenant compte de la distribution géographique, de la migration, des mutations.

1.5 Marches aléatoires auto-évitantes

Les exemples précédents jouissent tous de la propriété de Markov, c’est-a-dire que X,41
dépend uniquement de X,,, de ’aléa, et éventuellement du temps n. Il est facile de modifier
ces exemples afin de les rendre non markoviens. Il suffit pour cela de faire dépendre chaque
Xnt1 de tous ses prédécesseurs.

Un exemple intéressant de processus non markovien est la marche aléatoire auto-
évitante, qui modélise par exemple certains polymeres. Il existe en fait deux variantes
de ce processus. Dans la premiere, on définit Xg et X; comme dans le cas de la marche
symétrique simple, mais ensuite chaque X, est choisi uniformément parmi tous les plus
proches voisins jamais visités auparavant. La seconde variante, un peu plus simple a
étudier, est obtenue en considérant comme équiprobables toutes les lignes brisées de
longueur donnée ne passant jamais plus d’une fois au méme endroit. A strictement parler,
il ne s’agit pas d’un processus stochastique.

Une question importante pour les marches aléatoires auto-évitantes est le comporte-



10 CHAPITRE 1. EXEMPLES DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

70| 704

60| 60|

50| 50

404 40+

30 30

20 20

104 104

0+ 0+

-10 -10

-20 -20

-30 -30

40 40

50 50

60 60

70 70
70 60 50 40 30 20 10 O 10 20 30 40 50 60 70 70 60 50 40 30 20 10 0 10 20 30 40 50 60 70
FIGURE 1.8. A gauche, une réalisation d’une marche aléatoire simple dans Z 2. A droite,
une réalisation d’une marche aléatoire auto-évitante dans Z?2, se piégeant apres 595 pas.
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FIGURE 1.9. A gauche, une réalisation d’'une marche aléatoire choisissant un site jamais
visité avec une probabilité 10° fois supérieure & un site déja visité. A droite, la marche
choisit un site déja visité deux fois plus souvent qu’un site jamais visité.

ment asymptotique du déplacement quadratique moyen E(||Xn||2)1/ 2. On sait par exemple
démontrer rigoureusement que pour d > 5, ce déplacement croit comme n'/2, comme c’est
le cas pour les marches aléatoires simples. Pour les dimensions inférieures, la question de
la vitesse de croissance est encore ouverte (le déplacement devrait croitre plus rapidement
que n'/? & cause des contraintes géométriques). La conjecture (pour la seconde variante)
est que la croissance est en n3/* en dimension 2, en n¥ avec v ~ 0.59 en dimension 3, et
en n'/2(logn)'/® en dimension 4.

Parmi les variantes de ce modele, mentionnons les marches aléatoires attirées ou re-
poussées par les sites déja visités, c’est-a-dire que quand elles passent a coté d’un tel site,
la probabilité d’y revenir est soit plus grande, soit plus petite que la probabilité de choisir
un site jamais encore visité (Figure 1.9). On peut également faire dépendre les probabilités
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FIGURE 1.10. Diagramme de bifurcation de I'application logistique. Pour chaque valeur
du parametre \ en abscisse, on a représenté les valeurs Xi991 & X1100. La condition initiale
est toujours Xy = 1/2.

du nombre de fois qu'un site a déja été visité dans le passé.

1.6 Systemes dynamiques

Les suites de variables i.i.d. forment les processus les plus aléatoires. A 'autre extréme,
on trouve les systemes dynamiques, définis par

Xnt1 = f(Xn) (1.6.1)
ou f est une fonction fixée. Dans ce cas, comme
P{X,+1 € A} =P{X, € f1(4)}, (1.6.2)
les lois v, des variables aléatoires X, évoluent selon la regle simple
Uni1=vno fh. (1.6.3)

On pourrait penser que ces processus sont plus simples a analyser, la seule source de hasard
étant la distribution de la condition initiale Xy. Dans certaines situations, par exemple si
f est contractante, c’est effectivement le cas, mais de maniere générale il n’en est rien. Par
exemple dans le cas de 'application logistique

flz)=Xz(1l—x), (1.6.4)

le comportement de la suite des X, est chaotique pour certaines valeurs de A, en particulier
pour A = 4. En fait l'existence d’une composante probabiliste tend plutot a simplifier
I’étude de la suite des X,,. Par exemple, pour A = 4 on connait la mesure de probabilité
invariante du processus, c’est-a-dire la mesure v telle que vo f~1 = v,
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Chapitre 2

Construction générale de
processus stochastiques a temps
discret

2.1 Préliminaires et rappels

Rappelons quelques notions de base de théorie de la mesure et de probabilités.

Soit €2 un ensemble non vide, et soit F une tribu sur €2, c’est-a-dire une collection de
sous-ensembles de €2, contenant () et stable par réunion dénombrable et complémentaire.
On dit que (2, F) forme un espace mesurable.

Une mesure sur (2, F) est une application p : F — [0,00] telle que p(f) = 0 et

satisfaisant - -
,U(U An) :ZM(ATL) (2'1'1)
n=1 n=1

pour toute famille {A,} d’éléments deux a deux disjoints de F (o-additivité). Si u(Q) =1
on dit que c’est une mesure de probabilité, qu’on notera souvent P. Le triplet (Q2, F,P) est
appelé un espace probabilisé.

Si (E, &) est un espace mesurable, une application f : Q — E est dite F-E-mesurable

si elle satisfait
A eF vAeg. (2.1.2)

Une variable aléatoire a valeurs dans (E,E) sur un espace probabilisé (£2, F,P) est une
application F-&-mesurable X : {2 — E. Nous aurons souvent affaire au cas £ = R, avec &
la tribu des boréliens B. Dans ce cas nous dirons simplement que X est F-mesurable, et
écrirons X C F. La loi d’une variable aléatoire X a valeurs dans (F,E) est I'application

PX~1: £ = [0,1]

A o P(X(A)=P{X € 4}. (2.1.3)

L’espérance d’une variable aléatoire X est définie comme l'intégrale de Lebesgue
E(X) = / X dP. (2.1.4)
Q

Rappelons que cette intégrale est définie en approchant X par une suite de fonctions
étagées X,, = Y, a;1a,, pour lesquelles [, X, dP =3, a;P(4;).

13
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2.2 Distributions de dimension finie

Soit (E, &) un espace mesurable. L’ensemble E” = E X E X --- x E peut étre muni d’une
tribu £%", définie comme la tribu engendrée par tous les événements du type

AD ={yeE":we Ay, Ac&, (2.2.1)

appelés cylindres. On dénote par EN 1'ensemble des applications z : N — E, c’est-a-dire
lensemble des suites (xg, x1,z2,...) & valeurs dans E. Cet ensemble peut & nouveau étre
muni d’une tribu construite & partir de tous les cylindres, notée ¥V .

Définition 2.2.1 (Processus stochastique, distributions de dimension finie).

e Un processus stochastique a valeurs dans (E,E) est une suite { Xy }neny de variables
aléatoires a valeurs dans (E,E), définies sur un méme espace probabilisé (0, F,P)
(autrement dit, chaque X, est une application F-E-mesurable de Q dans E). C’est
donc également une variable aléatoire a valeurs dans (EN,E®N).

o Soit Q une mesure de probabilité sur (EN , 2N Les distributions de dimension finie
de Q sont les mesures sur (E"1, £9"HY) définies par

QM =Q o (x)1, (2.22)
ot 7™ est la projection 7™ : EN — E"L (0,21, 29,...) = (20, ..., Tn).

On se convainc facilement que la suite des {@(”)}neN détermine Q univoquement.
Inversement, pour qu’une suite donnée {Q (n)}nGN corresponde effectivement a une mesure
Q, les Q ™ doivent satisfaire une condition de compatibilité :

Soit ¢, la projection ¢, : E"" — E" (z0,...,2,) = (20,...,2n_1). Alors on a
7= = o, o 7™ donc pour tout A € £%", (z(»D)"1(A) = (M)~ (p1(A)). La
condition de compatibilité s’écrit donc

QN =QMoyp . (2.2.3)

Le diagramme suivant illustre la situation (toutes les projections étant mesurables, on
peut les considérer a la fois comme applications entre ensembles et entre tribus) :

(EM,E%M)

Q
()

Y Q (n)

poD | (B gentl) - [0,1]
Pn
(n—1)
\4 Q
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2.3 Noyaux markoviens

Nous allons voir comment construire une suite de Q (™) satisfaisant la condition (2.2.3).

Définition 2.3.1 (Noyau markovien). Soient (F1,&1) et (Eq, &) deux espaces mesurables.
Un noyau markovien de (E1,&1) vers (Eq, &) est une application K : Ey x & — [0,1]
satisfaisant les deux conditions

1. Pour tout x € Ey, K(z,-) est une mesure de probabilité sur (Es, ).

2. Pour tout A € &, K(-, A) est une application & -mesurable.

Exemple 2.3.2.

1. Soit p une mesure de probabilité sur (Esq, ). Alors K défini par K (z, A) = u(A) pour
tout = € E; est un noyau markovien.

2. Soit f : By — Es une application mesurable. Alors K défini par K(xz, A) = 14(f(z))
est un noyau markovien.

3. Soit X = {1,..., N} un ensemble fini, et posons Fy = Fy = X et & = & = P(X).
Alors K défini par

K(i,A) =) pij, (2.3.1)
jeEA

oll P = (pij)ijex est une matrice stochastique, est un noyau markovien.

Si p est une mesure de probabilité sur (E1, 1) et K est un noyau markovien de (E1, &r)
vers (Fa, &), on définit une mesure de probabilité p @ K sur & ® & par

(h® K)(A) = i K (21, Ay )pu(dr) (2.3.2)

ou Ay, = {x2 € Ey: (x1,22) € A} € & est la section de A en z1. On vérifie que c’est bien
une mesure de probabilité. Afin de comprendre sa signification, calculons ses marginales.
Soient 71 et 7o les projections définies par m;(x1,22) = x4, i = 1, 2.

1. Pour tout ensemble mesurable A; € &1, on a
(pe K)om ') (A1) = (n® K)(A1 x Ey)

- / Lay (1)K (@1, Ba)pa(day)
Eq

= [ K(z1, Ep)p(dzr) = p(4r) , (2.3.3)
Aq
ol on a utilisé le fait que la section (A; X F3),, est donnée par Fs si 1 € Ay, et ()
sinon. Ceci implique
(o K)o, =pu. (2.3.4)

La premiere marginale de p ® K est donc simplement pu.
2. Pour tout ensemble mesurable Ay € &, on a

(p®K)omy')(A2) = (u® K)(E1 x Ay)

= K(x1,Ag)p(dxy) . (2.3.5)
Ey
La seconde marginale de p® K sinterprete comme suit: c’est la mesure sur E» obtenue

en partant avec la mesure p sur F1, et en “allant de tout x € Fy vers Ay € & avec
probabilité K(z1, A2)”.
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Enfin, par une variante du théoreme de Fubini—Tonelli, on vérifie que pour toute fonc-
tion (p ® K)-intégrable f : F1 x B — R, on a

/El x B fdlue K) = /E1 ( o F (1, 22) K (21, d$2)>#(dl‘1) . (2.3.6)

Nous pouvons maintenant procéder & la construction de la suite {Q ™}, ey de distri-
butions de dimension finie, satisfaisant la condition de compatibilité (2.2.3). Sur 'espace
mesurable (F, £), on se donne une mesure de probabilité v, appelée mesure initiale. On se
donne pour tout n» € N un noyau markovien K,, de (E"*1, £97"F1) vers (E, £). On définit
alors la suite {Q ™M},cy de mesures de probabilité sur (E™+1, £27+1) récursivement par

QW =v,
Q(n) — Q(”_l) ® Kn_1, n>1. (2.3.7)

Par (2.3.4), on a Q™ o ;' = (Q D @ K, 1)o¢;" = Q™ Y, donc la condition de
compatibilité est bien satisfaite.

L’interprétation de (2.3.7) est simplement que chaque noyau markovien K, décrit
les probabilités de transition entre les temps n et n + 1, et permet ainsi de définir une
mesure sur les segments de trajectoire plus longs d’une unité. Remarquons enfin qu’on
peut également construire pour tout m, n un noyau K, , de (E™, £%") vers (E™,E¥™) tel
que Q (n4m) — Q () @ Kn,m-

On peut noter par ailleurs que si ¢, : E"™' — E désigne la projection sur la derniere
composante (zg,...,T,) — Ty, alors la formule (2.3.5) montre que la loi de X,,, qui est
donnée par la marginale v, = Q (n) o Y1, s’exprime comme

P{X, € A} = v,(A) = / Kn_1(z, A)Q "V (dz) . (2.3.8)

La situation est illustrée par le diagramme suivant :

(E,€)
A
Un
Un
(n)
(En—i-l7 5®n+1) Q > [0’ 1]
©®n
Q-1
Y
(E™,E%m)

2.4 Le théoreme de Ionescu—Tulcea

Nous donnons maintenant, sans démonstration, le résultat général assurant la 1égitimité
de toute la procédure.
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Théoréme 2.4.1 (Ionescu-Tulcea). Pour la suite de mesures {Q ™}, oy construites
selon (2.3.7), il existe une unique mesure de probabilité Q sur (EN,E®N) telle que Q () =
Qo (7T(”))_1 pour tout n, ¢’est-a-dire que les Q™ sont les distributions de dimension finie

de Q.
Exemple 2.4.2.

1. Mesures produit: On se donne une suite {u,}neny de mesures de probabilité sur
Pespace mesurable (F,E&). Soit, pour tout n, QM = pg @ p1 @ -+ ® iy, la mesure
produit. C’est une mesure de la forme ci-dessus, avec noyau markovien

Kn(2,A) = pins1(A) Vo€ E"VAEE . (2.4.1)

La relation (2.3.8) montre que la loi v, de X, est donnée par p,,. On dit que les variables
aléatoires X, sont indépendantes. Si tous les u, sont les mémes, on dit qu’elles sont
indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.).

2. Systéme dynamique: On se donne une application mesurable f : £ — E, une
mesure de probabilité initiale v sur E. Soit pour tout n le noyau markovien

Kn(z, A) = 1af(2n) , (2.4.2)

et construisons les Q ™ comme ci-dessus. Alors la formule (2.3.8) montre qu’on a pour
tout Ae FE

Unt1(4) = [Enﬂ Laf(2n)Q ™ (da)
:/ Laf(wn)vn(dey,)
E
:/ vn(dan) = v (f 1 (A)) - (2.4.3)
F14)

Il suit que
Up=vo f " VneN . (2.4.4)

Cette situation correspond a un systéme dynamique déterministe. Par exemple, si f
est bijective et v = 04, est concentrée en un point, on a vy, = dfn(4)-

3. Chaines de Markov: Soit X un ensemble fini ou dénombrable, muni de la tribu
P(X), et P = (pij)ijex une matrice stochastique sur X, c’est-a-dire que 0 < p;; < 1
Vi,j € X et Z]EX pij = 1 Vi € X. On se donne une mesure de probabilité v sur X, et
une suite Q (") construite & partir de (2.3.7) avec pour noyaux markoviens

Kn(if0,0-1)> in) = Pin_sin - (2.4.5)

Le processus stochastique de mesure Q, dont les distributions de dimension finie sont
les Q™| est la chaine de Markov sur X de distribution initiale v et de matrice de
transition P. Dans ce cas la relation (2.3.8) se traduit en

P{X, € A} = vn(A) =D > pirma({i}) =D Y P{Xp 1 =i}py .  (24.6)

1€EX jEA JEAIEX
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Chapitre 3

Filtrations, espérance
conditionnelle

3.1 Sous-tribus et filtrations

Soit (€2, F) un espace mesurable. Une sous-tribu de F est une sous-famille F; C F qui
est également une tribu. On dit parfois que la tribu F; est plus grossiere que la tribu F,
et que F est plus fine que F7. On notera que si X est une variable aléatoire réelle, on a
I’implication

XCFH=>XCF. (3.1.1)
Une fonction non mesurable peut donc étre rendue mesurable en choisissant une tribu plus
fine.

Exemple 3.1.1.

1. La plus petite sous-tribu de F est la tribu triviale Fo = {0,Q}. On remarquera que
si X est mesurable par rapport & Fo, alors la préimage X !(y) d’un point y doit
étre égale soit a ) tout entier, soit a l’ensemble vide, ce qui implique que X doit
étre constante. En d’autres termes, les variables aléatoires mesurables par rapport a
la tribu triviale sont les fonctions constantes.

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (E,&). Alors on
vérifie aisément que

o(X)={X"1A): Ac &}, (3.1.2)

ot X 1(A):={w e Q: X(w) € A}, est une sous-tribu de F. C’est la plus petite sous-
tribu de F par rapport a laquelle X soit mesurable.
3. Si Xi,...,X, sont des variables aléatoires & valeurs dans (E, £), alors

o(X1,..., X)) ={(X1,..., X)) H(A): AecE®}, (3.1.3)

ot (X1,...,X,) " HA) ={w € Q: (X1(w),...,Xn(w)) € A}, est une sous-tribu de F.
C’est la plus petite sous-tribu de F par rapport a laquelle les variables aléatoires
X1,...X, soient toutes mesurables.

L’exemple ci-dessus donne une interprétation importante de la notion de sous-tribu.
En effet, o(X) représente I’ensemble des événements qu’on est potentiellement capable de
distinguer en mesurant la variable X. Autrement dit, o(X) est l'information que X peut
fournir sur I’espace probabilisé.
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Définition 3.1.2 (Filtration, processus adapté).

1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Une filtration de (2, F,P) est une suite croissante
de sous-tribus
FoCFLC---CFp,C---CF. (3.1.4)

On dit alors que (Q, F,{Fn},P) est un espace probabilisé filtré.
2. Soit {Xp}nen un processus stochastique sur (2, F,P). On dit que le processus est
adapté a la filtration {F,,} si X,, est mesurable par rapport a F,, pour tout n.

Un choix minimal de filtration adaptée est la filtration canonique (ou naturelle)
Fn =0(Xo, X1,...,Xn) . (3.1.5)

Dans ce cas, JF;, représente I'information disponible au temps n, si ’on observe le processus
stochastique.

Exemple 3.1.3. Considérons la marche aléatoire symétrique sur Z. Dans ce cas, F = Z
et £ = P(Z). Le choix de Q est arbitraire, il suffit de le prendre “assez grand” pour
distinguer toutes les réalisations possibles de la marche. Un choix pratique est I’ensemble
Q = {—1,1} des suites infinies de —1 et de 1, avec la convention que le nieme élément
de la suite spécifie la direction du niéme pas de la marche. En d’autres termes,

Xn(w) =) wi. (3.1.6)
=1

La tribu associée est F = P({—1,1}1)®N = {0, {1}, {1}, {-1,1}}®N.
Construisons maintenant la filtration naturelle. Tout d’abord, Xg = 0 n’est pas vrai-
ment aléatoire. Nous avons pour tout A C Z

D si0g A,

‘ (3.1.7)
Q si0e A,

Xo_l(A):{wEQ:XO:OEA}:{

de sorte que
Fo={0,9} (3.1.8)

est la tribu triviale.

Pour n = 1, on observe que (Xg, X1)(2) = {(0,—1),(0,1)}. Il y a donc quatre cas a
distinguer, selon qu’aucun, 'un ou lautre, ou les deux points appartiennent & A C Z2.
Ainsi,

0 si(0,—1) ¢ Aet (0,1) ¢ A,
1 JHlwrwr =1} si(0,-1)¢ Aet (0,1) € A,
(Xo, X0) 7 (4) = (wiwi =1} si(0,—1) € Aet (0,1)¢ A, (3.1.9)
Q si (0,—1) € Aet (0,1)€ A,
et par conséquent
Fr={0,{w: w1 = 1},{w: w3 = —1},Q}. (3.1.10)

Ceci traduit bien le fait que F; contient I'information disponible au temps 1 : On sait
distinguer tous les événements dépendant du premier pas de la marche. Les variables
aléatoires mesurables par rapport a F; sont précisément celles qui ne dépendent que de wy.
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Jusqu’au temps n = 2, il y a quatre trajectoires possibles, puisque (Xg, X1, X2)(2) =
{(0,-1,-2),(0,—1,0),(0,1,0),(0,1,2)}. Il suit par un raisonnement analogue que F» con-
tient 2¢ = 16 éléments, qui se distinguent par quels points parmi ces quatre sont contenus
dans A. Les variables aléatoires mesurables par rapport a JF5 sont précisément celles qui
ne dépendent que de wy et ws.

Il est maintenant facile de généraliser a des n quelconques.

3.2 Espérance conditionnelle

Dans cette section, nous fixons un espace probabilisé (2, F,P) et une sous-tribu F; C
F. Nous avons vu que Fj représente une information partielle sur I'espace, obtenue par
exemple en observant une variable aléatoire X;. L’espérance conditionnelle d’une variable
aléatoire X par rapport a Fj représente la meilleure estimation que 1’on puisse faire de la
valeur de X a l’aide de I'information contenue dans Fj.

Définition 3.2.1 (Espérance conditionnelle). Soit X wune variable aléatoire réelle sur
(Q, F,P) telle que E(|X|) < co. On appelle espérance conditionnelle de X sachant Fj, et
on note E(X|F1), toute variable aléatoire Y satisfaisant les deux conditions

1. 'Y C Fy, c’est-a-dire Y est Fi-mesurable;

2. pour tout A € F1, on a
/X dP = / Y dP. (3.2.1)
A A

Si Z est une variable aléatoire réelle sur (Q, F,P), nous abrégeons E(X|o(Z)) par E(X|Z).

En fait, toute variable aléatoire Y satisfaisant la définition est appelée une version de
E(X|F1). Le résultat suivant tranche la question de I'existence et de 1'unicité de ’espérance
conditionnelle.

Théoréme 3.2.2.

1. L’espérance conditionnelle E(X|F) existe.

2. L’espérance conditionnelle est unique dans le sens que si Y et Y' sont deux versions
de E(X|F1), alors Y =Y’ presque sirement.

3. On a E(E(X|F)) = E(X) et E(E(X|F)]) < E(X]).

DEMONSTRATION. Commencons par prouver les assertions du point 3. La premiere est
un cas particulier de (3.2.1) avec A = Q. Pour montrer la seconde, soit Y = E(X|F) et
A={Y >0}:={w € Q: Y(w) > 0}. On a A € F; par mesurabilité de Y. Or par (3.2.1),

/Ysz/XdIP’</|X|dIP’,
A A A

—YdP= [ —XdP< [ |X|dP. (3.2.2)
Ac Ac Ac

Le résultat suit en ajoutant ces deux inégalités.
Montrons 1'unicité. Si Y et Y’ sont deux versions de E(X|F;), alors pour tout A € Fy

/YdP:/Y/ dP . (3.2.3)
A A
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Prenons A ={Y — Y’ > ¢} pour € > 0. Alors
0= / (Y -Y")dP > eP(A) =cP{Y —Y' > ¢} . (3.2.4)
A

Comme c’est vrai pour tout €, on a Y < Y’ presque stirement. En interchangeant les roles
de Y et Y, on obtient 'inégalité inverse, d’ott on déduit ’égalité presque stire.

Montrons finalement I'existence. Rappelons qu'une mesure v sur (€2, F7) est dite ab-
solument continue par rapport d la mesure pu si u(A) = 0 implique v(A) = 0 pour tout
A € F1. On écrit alors v < pu. Le théoreme de Radon—Nikodym affirme qu’il existe alors
une fonction f C Fj telle que

/ fdu=v(A) VAe F . (3.2.5)
A

La fonction f est appelée dérivée de Radon—Nikodym et notée dv/dpu.
Supposons d’abord que X > 0. Posons y = P et définissons v par

v(A) = / XdP VAeF, (3.2.6)
A

de sorte que v < u. Nous avons dv/du C Fj et pour tout A € F

dv
/AX dP=v(A) = /A @ dP . (3.2.7)

Ceci montre que dv/dp satisfait (3.2.1). De plus, prenant A = Q on voit que dv/du est
intégrable. Par conséquent dv/du est une version de E(X|F7).

Finalement, un X général peut se décomposer X = X — X~ avec X, X~ > 0. Soit
Y = E(XH|F1) et Yo = E(X | Fy). Alors Y7 — Y; est Fi-mesurable et intégrable et on a
pour tout A € Fy

/XdIP’:/XJF d]P’—/X_ ou@:/y1 d]P’—/YQdIF’:/(Yl—Yg) dP. (3.2.8)
A A A A A A

Ceci montre que Y] — Y3 est une version de E(X|F7). O

Dans la suite, nous allons en général ignorer I’existence de plusieurs versions de I’espé-
rance conditionnelle, puisque des variables aléatoires égales presque partout sont indistin-
guables en pratique.

Exemple 3.2.3.

1. Supposons que X soit Fj-mesurable. Alors E(X|F;) = X vérifie la définition. Cela
traduit le fait que F7 contient déja toute 'information sur X.

2. L’autre extréme est le cas de l'indépendance. Rappelons que X est indépendante de
JF1 si pour tout A € Fp et tout borélien B C R,

P({X € B}nA) =P{X € B}P(4), (3.2.9)

et qu’alors on a E(X14) = E(X)P(A). Dans ce cas nous avons E(X|F;) = E(X), c’est-
a-dire qu’en ’absence de toute information, la meilleure estimation que ’on puisse
faire de X est son espérance. En particulier, on notera que toute variable aléatoire est
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indépendante de la tribu triviale F, et que par conséquent on aura toujours E(X|Fy) =
E(X).

Pour vérifier la premiere condition de la définition, il suffit d’observer que E(X), étant
une constante, est mesurable par rapport a la tribu triviale Fy, donc aussi par rapport
a JFi. Pour vérifier la seconde assertion, prenons A € Fi. Alors 14 C Fi et par
indépendance

/ X dP = E(X14) = E(X)E(14) = E(X)P(A) = / E(X) dP. (3.2.10)
A A

Soit 21,9, ... une partition de Q telle que P(€2;) soit strictement positif pour tout .
Soit F1 = 0(21,Qs,...) la tribu engendrée par les ;. Alors

E(X|F)(w) = Eg&gi) - P(gi) /Q XdP  Vwe. (3.2.11)

Dans ce cas, 'information contenue dans JF; spécifie dans quel €2; on se trouve, et la
meilleure estimation de X est donc sa moyenne sur ;.

Pour le vérifier, observons d’abord que comme E(X|F) est constante sur chaque €;,
elle est mesurable par rapport a Ji. De plus,

/ E(X|F) dP =E(X1g,) = / X dP. (3.2.12)
Q; Q;

Comme Fj est engendrée par les €);, le résultat suit par o-additivité.
Considérons une chaine de Markov { X}, } ,en sur un ensemble X', de matrice de transi-
tion P = (p;;), et soit f: X — R une fonction mesurable. Nous prétendons que pour
tout n € N,

B(f(Xnt1)|Xn) = > F()Px0j - (3.2.13)

jeEX

En effet, cette expression étant constante sur tout ensemble ou X, est constant, elle
est mesurable par rapport a o(X,,). De plus, en appliquant (3.2.11) avec la partition
donnée par Q; = {w: X,, =i}, on a pour w €

E(f(Xn+1)1ix,=i})

E(f(Xn-‘rl) |Xn)(w) =

PX, — i}
_ . IP>{‘Xn+1 =J, Xn= 71}
—;f(y) X, = 1]
= Z f(j>P{Xn+1 = J|Xn = 'L} = Z f(j)pi,j . (3.2.14)
JEX JjEX

Proposition 3.2.4. L’espérance conditionnelle a les propriétés suivantes :

1.
2.
3.

Linéarité : E(aX + Y|F1) = aE(X|F1) + E(Y|F1).

Monotonie : Si X <Y alors E(X|F1) < E(Y|F).

Convergence monotone : Si X, = 0 est une suite croissante telle que X, " X avec
E(X) < oo alors E(X,|F1) / E(X|F1).

. Inégalité de Jensen : Si ¢ est conveze et E(|X]) et E(|p(X)|) sont finies alors

P(E(X|F1)) < E(p(X)|F1) - (3.2.15)
Contraction dans LP pour p > 1 : E(|E(X|F1)[P) < E(|XP).
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Nous laissons la preuve en exercice. Le résultat suivant décrit comment les espérances
conditionnelles se comportent par rapport a des sous-tribus. Il dit en résumé que c’est
toujours la tribu la plus grossiere qui 'emporte.

Proposition 3.2.5. Si F; C Fo, alors
1. E(E(X|F)|F2) = E(X|F1);
2. E(E(X|FR2)[F1) = E(X|F).

DEMONSTRATION. Pour montrer la premiere identité, il suffit de noter que E(X|F;) C Fa
et d’appliquer le premier point de 'exemple 3.2.3. Pour la seconde relation, on observe
que pour tout A € F; C Fo,

/AE(X|.F1) dP:/AX d[P’:/AE(XU-"g) P, (3.2.16)

la premiere égalité suivant de E(X|F;) C F; et la seconde de E(X|Fz) C Fo. O

Le résultat suivant montre que les variables aléatoires Jj-mesurables se comportent
comme des constantes relativement aux espérances conditionnelles par rapport a Fi.

Théoréme 3.2.6. Si X C F; et E(|Y]),E(|XY]) < 00, alors
E(XY|F) = XE(Y|F) . (3.2.17)

DEMONSTRATION. Le membre de droite étant Fj-mesurable, la premiere condition de la
définition est vérifiée. Pour vérifier la seconde condition, nous commengons par considérer
le cas X = 1g avec B € Fi. Alors pour tout A € F; on a

/1BE(Y|]-'1) dIP’:/ E(Y|F) dP = de:/ 15Y dP. (3.2.18)
A ANB ANB A

Ceci montre que la seconde condition est vérifiée pour des fonctions indicatrices. Par
linéarité, elle est aussi vraie pour des fonctions étagées > a;1lp,. Le théoreme de conver-
gence monotone permet d’étendre le résultat aux variables X, Y > 0. Enfin, pour le cas
général, il suffit de décomposer X et Y en leurs parties positive et négative. O

Enfin, le résultat suivant montre que ’espérance conditionnelle peut étre considérée
comme une projection de L?(F) = {Y C F: E(Y?) < oo} dans L?(Fy).

Théoréme 3.2.7. Si E(X?) < oo, alors E(X|F}) est la variable Y C Fy qui minimise
E((X —Y)?).

DEMONSTRATION. Pour tout Z € L?(F}), le théoréme précédent montre que ZE(X |F;) =
E(ZX|F1). Prenant l'espérance, on obtient

E(ZE(X|F)) =E(E(ZX|F)) =E(ZX), (3.2.19)

E(Z[X —E(X|F1)]) =0. (3.2.20)

SiY =E(X|F1) + Z C Fy, alors
E((X - Y)?) =E((X —E(X|F) - 2)?) =E((X - E(X|F))?) +E(Z?), (3.2.21)

qui est minimal quand Z = 0. O
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3.3 Exercices

Exercice 3.1. Dans une expérience consistant a jeter deux tétraedres parfaitement symé-
triques, dont les faces sont numérotées de 1 a 4, on considere les variables aléatoires X,
égale a la somme des points, et Y, égale a leur différence (en valeur absolue).

1. Spécifier un espace probabilisé permettant de décrire cette expérience.
2. Déterminer la loi conjointe de X et Y ainsi que leurs espérances.
3. Calculer E(XY) et E(Y|X).

Exercice 3.2. On jette un dé symétrique, puis on jette une piece de monnaie autant de
fois que le dé indique de points. Soit X le nombre de Pile obtenus. Déterminer E(X).

Exercice 3.3. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et F; une sous-tribu de F. Pour tout
A € F, on pose P(A|F;) = E(14]|F1). Montrer I'inégalité de Bienaymé-Chebyshev

P({|X| > a} | 1) < G%IE(X2|}"1) .

Exercice 3.4. Soient X,Y des variables aléatoires réelles intégrables telles que XY soit
également intégrable. Montrer les implications :

X,Y indépendantes = E(Y|X) =E(Y) = E(XY) = E(X)E(Y).

Indication : Commencer par considérer des fonctions indicatrices.

Exercice 3.5. Soient X et Y des variables aléatoires a valeurs dans {—1,0,1}. Exprimer
les trois conditions de l'exercice 3.4 a ’aide de la loi conjointe de X et Y. Donner des
contre-exemples aux implications inverses.

Indication : On peut supposer E(Y) = 0.

Exercice 3.6. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et F; C Fa des sous-tribus de F.

1. Montrer que
E([X — E(X|F)]?) + E([E(X|F2) — E(X|F)]?) = E([X — E(X|F1)]?)
2. On pose Var(X|F1) = E(X?|F1) — E(X|F1)%. Montrer que
Var(X) = E(Var(X|F;)) + Var(E(X|F1)) .

3. Soit Y1,Ys,... une suite de variables aléatoires i.i.d. d’espérance u et de variance o2.

Soit N une variable aléatoire & valeurs dans N, indépendante de tous les Y;. Soit
finalement X = Y7 + Yy + --- + Y. Montrer que

Var(X) = o?E(N) + p? Var(N) .
4. Déterminer la variance de la variable aléatoire X de ’exercice 3.2.

Exercice 3.7. Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et G une sous-tribu de F. On considere
deux variables aléatoires X et Y telles que

EY|G)=X et E(X?)=E(Y?

1. Calculer Var(Y — X|G).
2. En déduire Var(Y — X).
3. Que peut-on en déduire sur la relation entre X et Y7
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Exercice 3.8 (Le processus ponctuel de Poisson). Un processus ponctuel de Poisson
d’intensité A > 0 est un processus {N;};>0 tel que

i No = 0;
ii. pourt>s >0, N; — Ny est indépendant de Ny;
iii. pour ¢t > s > 0, Ny — N, suit une loi de Poisson de parametre \(t — s):

_ k
P{Nt—Ns:k}:e_’\(t_S)Wk'S)), keN .

On se donne des variables aléatoires i.i.d. {{ }ren & valeurs dans N et de carré intégrables.
Soit
Ny
Xi=) &.
k=1

1. Calculer E(X;).
2. Calculer Var(X3).



Chapitre 4

Martingales

Le nom martingale est synonyme de jeu équitable, c’est-a-dire d’un jeu ou le gain que
I'on peut espérer faire en tout temps ultérieur est égal & la somme gagnée au moment
présent. En probabilités, on appelle donc martingale un processus stochastique {X,, },, tel
que 'espérance conditionnelle E(X,,|X,,) est égale a X,, pour tout m > n. Les martingales,
ainsi que leurs variantes les sous-martingales et les surmartingales, jouissent de nombreuses
propriétés qui les rendent tres utiles dans I’étude de processus stochastiques plus généraux.
Nous allons voir quelques-unes de ces propriétés dans ce chapitre et les suivants.

4.1 Définitions et exemples

Définition 4.1.1 (Martingale, sous- et surmartingale). Soit (Q, F,{Fp}n,P) un espace
probabilisé filtré. Une martingale par rapport a la filtration {F, }, est un processus stochas-
tique { Xy tnen tel que

1. E(|X5,]) < oo pour tout n € N ;

2. { Xy, }n est adapté a la filtration {Fp}n;

3. E(Xp41|Fn) = Xy pour tout n € N.

Si la derniére condition est remplagée par E(X,1|Fn) < X, on dit que {X,}, est une
surmartingale, et si elle est remplagée par E(X,11|F,) = X, on dit que c’est une sous-
martingale.

On notera qu’en termes de jeu, une surmartingale est défavorable au joueur, alors
qu’une sous-martingale lui est favorable (la terminologie vient de la notion de fonction
sous-harmonique).

Exemple 4.1.2.

1. Soit {X,}, la marche aléatoire symétrique sur Z, et soit F, = o(Xp,...,X,) la
filtration canonique. On remarque que X,4+1 — X,, est indépendant de F,, ce qui
permet d’écrire

E(Xpi1|Fn) = E(Xn|Fn) + E(Xns1 — Xnl|Fn) = Xn + E(Xpp1 — Xp) = Xp, (4.1.1)

montrant que la marche aléatoire symétrique est une martingale. Cela traduit le fait
que si ’on sait ou se trouve la marche au temps n, alors la meilleure estimation de sa
position aux temps ultérieurs est donnée par celle au temps n.

27
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2. Soit X C R un ensemble dénombrable, et soit { X}, }, une chaine de Markov sur X, de
matrice de transition P = (p; j)i jex. Alors I'équation (3.2.13) implique

E(Xnt1|Fn) = ipx, - (4.1.2)
JjEX

Par conséquent la chaine est une martingale si Zj Jpij = 1 pour tout ¢ € X, une
surmartingale si Zj Jpij <t pour tout i € X, et une sous-martingale si Zj Jpij =1
pour tout ¢ € X. Comme ) ipij =1, la condition d’étre une martingale peut aussi
s’écrire » j (7 —1)pi; = 0 (respectivement < 0 pour une surmartingale et > 0 pour une
sous-martingale).

3. Urne de Polya : On considére une urne contenant r boules rouges et v boules vertes.
De maniere répétée, on tire une boule de l'urne, puis on la remet en ajoutant un
nombre fixé ¢ de boules de la méme couleur. Soit 7, le nombre de boules rouges apres
le nieme tirage, v, le nombre de boules vertes, et X,, = r,/(r, + v,) la proportion de
boules rouges. On aura donc

T+ C

——— avec probabilité =X,,
Tn +Un+cC Tn + Up
Xn+1 - (413)
S — avec probabilité Un - X,
Tn +Un+cC Tn + Un
de sorte que
E(Xp|Xp) = —nt€ _Tn o Tn I _ T X, . (4.14)

Tn +Up+C 1Ty + Uy Tn +Up+C 1Ty + vy Ty + Up

La suite {X,, },, est donc une martingale (par rapport a la filtration canonique).

4.2 Inégalités

Commengons par vérifier que le fait de ne faire intervenir que des temps consécutifs n et
n —+ 1 dans la définition n’est pas une restriction, mais que la monotonie s’étend & tous les
temps.

Proposition 4.2.1. Si { X, },, est une surmartingale (respectivement une sous-martingale,
une martingale), alors
E(Xp|Fmn) < Xm  Yn>m2>=0 (4.2.1)

(respectivement E( Xy, | Fp) = X, E(Xn|Fm) = X ).

DEMONSTRATION. Considérons le premier cas. Le résultat suit de la définition si n = m+1.
Sin=m+k avec k > 2, alors par la Proposition 3.2.5,

E(Xerk‘]:m) = E(E(Xm+k’]:m+kfl)’fm) < E(Xerkfl"’rm) : (42-2)

Le résultat suit alors par récurrence. Si {X,, },, est une sous-martingale, il suffit d’observer
que {—X,}, est une surmartingale et d’appliquer la linéarité. Enfin, si {X,}, est une
martingale, alors c¢’est a la fois une surmartingale et une sous-martingale, d’ou la conclusion
(ce raisonnement en trois pas est typique pour les martingales). O



4.3. DECOMPOSITION DE DOOB, PROCESSUS CROISSANT 29

Un deuxieme type important d’inégalité s’obtient en appliquant une fonction convexe
a un processus. Nous énoncerons simplement les résultats dans I'un des trois cas sur-
sous- ou martingale, mais souvent d’autres inégalités s’obtiennent dans les autres cas par
linéarité.
Proposition 4.2.2.

1. Soit X, une martingale par rapport o F,, et soit @ une fonction convexe telle que
E(|o(Xn)|) < 0o pour tout n. Alors o(Xy,) est une sous-martingale par rapport a F,.

2. Soit X,, une sous-martingale par rapport a F, et @ une fonction convexe croissante
telle que E(Jo(X,)|) < oo pour tout n. Alors ¢(Xy) est une sous-martingale par
rapport a JF,.

DEMONSTRATION.
1. Par I'inégalité de Jensen, E(p(Xpn11)|Fn) = 0(E(Xn+1]|Fn)) = @(Xn).
2. Par l'inégalité de Jensen, E(p(Xp41)|Fn) = @(E(Xnt1|Fn)) = ¢(X5). O

Plusieurs cas particuliers de fonctions ¢ joueront un role dans la suite. Pour deux
nombres réels a et b, nous notons a A b leur minimum et a V b leur maximum. De plus,
a™ = a Vv 0 dénote la partie positive de a et a~ = (—a) V 0 sa partie négative.

Corollaire 4.2.3.

1. Sip>1 et X, est une martingale telle que E(|X,|P) < oo pour tout n, alors |X,|P
est une sous-martingale.

2. Si X,, est une sous-martingale, alors (X, —a)™ est une sous-martingale.

3. Si X, est une surmartingale, alors X, A a est une surmartingale.

4.3 Décomposition de Doob, processus croissant

Définition 4.3.1 (Processus prévisible). Soit {F,}n>0 une filtration. Une suite {Hy, }n>0
est un processus prévisible si H, C F,_1 pour tout n > 1.

La notion de prévisibilité se comprend facilement dans le cadre de la théorie des jeux
(et par conséquent également dans celle des marchés financiers, ce qui est essentiellement
pareil). Supposons en effet qu'un joueur mise de maniére répétée sur le résultat d’une
expérience aléatoire, telle que le jet d’une piece de monnaie. Une stratégie est une maniere
de décider la somme misée a chaque tour, en fonction des gains précédents. Par exemple, le
joueur peut décider de doubler la mise a chaque tour, ou de miser une proportion fixée de
la somme qu’il a gagnée. Toute stratégie doit étre prévisible, car elle ne peut pas dépendre
de résultats futurs du jeu. De méme, un investisseur décide de la maniére de placer ses
capitaux en fonction de I'information disponible au temps présent, & moins de commettre
une délit d’initié.

Considérons le cas particulier ou le joueur gagne un euro pour chaque euro misé si la
piece tombe sur Pile, et perd chaque euro misé si elle tombe sur Face. Soit X,, la somme
totale qu’aurait gagnée au temps n un joueur misant un Euro a chaque coup. Un joueur
suivant la stratégie H aura alors gagné au temps n la somme

(H-X)p= zn: Hon(Xon — Xpno1) | (4.3.1)

m=1
puisque X,, — X;,_1 vaut 1 ou —1 selon que la piéce est tombée sur Pile au Face lors du
nieme jet. Le résultat suivant affirme qu’il n’existe pas de stratégie gagnante dans ce jeu.
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Proposition 4.3.2. Soit { X, }n>0 une surmartingale et H,, un processus prévisible, non-
négatif et borné pour tout n. Alors (H - X),, est une surmartingale.

DEMONSTRATION. Comme H,y1 C F, et (H - X), C F,, la linéarité de l'espérance
conditionnelle implique

E((H - X)pt1|Fn) = (H - X)n + E(Hns1(Xng1 — Xn)|Fn)
=H - X)n+Hy1E(Xpt1 — Xu|Fn) < (H- X))y, (4.3.2)
puisque Hy11 > 0 et E(X 41 — Xp|Fn) = E(Xp41|Fn) — X < 0. O
La décomposition de Doob permet d’écrire une sous-martingale comme la somme d’une
martingale et d’un processus prévisible.

Proposition 4.3.3 (Décomposition de Doob). Toute sous-martingale { X, }n>0 peut étre
écrite d’une maniére unique comme X, = M, + A,, ou M, est une martingale et A,, est
un processus prévisible croissant tel que Ag = 0.

DEMONSTRATION. La preuve est parfaitement constructive. Supposons d’abord que la
décomposition existe, avec E(M,|F,—1) = M, _1 et A,, C F,_1. Alors nécessairement

E(Xn|Fn—1) - E<Mn’fn—1) + E(An‘fn—l)

=M, 1+ A, =Xpn1—An1+ An . (4.3.3)
Il en résulte les deux relations
Ap = An1 +E(Xp|Fom1) — Xnoa (4.3.4)
et
M, =X, — A4, . (4.3.5)

Ces deux relations définissent M, et A, univoquement. En effet, Ag = 0 et donc My = Xy
par hypothese, de sorte que tous les M,, et A, sont définis par récurrence. Le fait que X,,
est une sous-martingale implique que A, > A,_1 > 0. Par récurrence, A,, C F,,_1. Enfin,

E(M,|Fn-1) = E(X,, — An|Fn-1)
= E(Xn‘fn—l) - An = An—-1— An—l = Mn—l ) (436)
ce qui montre que M,, est bien une martingale. O

Un cas particulier important se présente si X,, est une martingale telle que Xg = 0
et E(X2) < oo pour tout n. Dans ce cas, le Corollaire 4.2.3 implique que X2 est une
sous-martingale. La décomposition de Doob de X2 s’écrit alors

X2 =M, +A,, (4.3.7)

ot M,, est une martingale, et (4.3.4) implique
n n
A=Y EB(X2 | Fm1) = X2 1= D E(Xm = Xn1)*[Fin-1) - (4.3.8)
m=1 m=1

Définition 4.3.4 (Processus croissant). Le processus prévisible (4.3.8) est appelé le pro-
cessus croissant ou le crochet, ou encore le compensateur de X,,, et noté (X),,.

Le processus croissant (X),, est une mesure de la variance de la trajectoire jusqu’au
temps n. Nous verrons que sous certaines conditions, (X), converge vers une variable
aléatoire (X)oo, qui mesure alors la variance totale des trajectoires.
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4.4 Exercices

Exercice 4.1. Soient Y7,Y5,... des variables i.i.d., et soit X,, = H:fl:l Y,.. Sous quelle
condition la suite X, est-elle une surmartingale? Une sous-martingale? Une martingale?

Exercice 4.2. Soit (Q, F,{F,},P) un espace probabilisé filtré, et X, => " _ 1p, , avec
B, € F, Vn.

1. Montrer que X,, est une sous-martingale.
2. Donner la décomposition de Doob de X,,.
3. Particulariser au cas F,, = o(X1,...,X,).

Exercice 4.3 (Urne de Polya). On considere le modele d’urne de Polya, avec parametres
(r,v,c).
1. Déterminer la loi de la proportion de boules vertes X,, dans le casr =v =c= 1.
2. Dans le cas général, exprimer le processus croissant (X), en fonction des X,, et du
nombre total de boules N, aux temps m < n.
3. Montrer que limy, oo (X)), < 0.

Exercice 4.4 (Martingales et fonctions harmoniques). Une fonction continue f : C — R
est dite sous-harmonique si pour tout z € C et tout r > 0,

1 2 .
f(z) < — f(z+re?) ds .
2 Jo
f est dite surharmonique si —f est sous-harmonique, et harmonique si elle est a la fois
sous-harmonique et surharmonique.
On fixe r > 0. Soit {Uy,},>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur
{z € C: |z| = r}, et soit F,, la tribu engendrée par (Uy,...,U,). Pour tout n > 1 on pose

Xn=U1+---+U, et Y, = f(X,) .

1. Sous quelle condition sur f la suite {Y,},>1 est-elle une sous-martingale, une sur-
martingale, ou une martingale?
2. Que se passe-t-il si f est la partie réelle d’une fonction analytique?

Exercice 4.5 (Le processus de Galton—-Watson). On se donne des variables aléatoires i.i.d.
{&n,itn,i>1 & valeurs dans N. On note leur distribution py = P{¢,; = k}, leur espérance
i > 0 et leur variance 0. On notera F, la filtration F,, = o{& m,m < n}.

On définit un processus {Z, },>0 par Zyp = 1 et pour n > 0

7 i 51,n+1 + -+ an,n—l—l si Z, >0,
1=
m 0 sinon .

Ce processus modélise ’évolution d’une population avec initialement Zy = 1 individu, et
dans laquelle chaque individu 7 donne naissance au temps n a un nombre aléatoire &, ;
d’enfants, indépendamment et avec la méme loi que tous les autres individus.

1. Montrer que X,, = Z,,/u" est une martingale par rapport a F,.
2. Montrer que si p < 1, alors P{Z,, = 0} — 1 lorsque n — oo, et donc X,, — 0.
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On suppose p > 1. Soit ¢(s) = E(s%n) = 22, prs® la fonction génératrice de la

distribution d’enfants.

(a) Montrer que ¢ est croissante et convexe sur [0, 1].

(b) Soit 0, = P{Z,, = 0}. Montrer que P{Z,, = 0|21 = k} = 6 _, et en déduire que
Om = (P(am—l)-

(c) Montrer que ¢ admet un unique point fixe p sur [0,1).

(d) Montrer que 6, / p lorsque m — oo.

En déduire que P{Z,, >0Vn} =1—p > 0.

Galton et Watson on introduit leur modele afin de décrire la survie de noms de famille.

Au XVIIle siécle, ces noms n’étaient transmis que par les enfants de sexe masculin.

On suppose que chaque famille a trois enfants, dont le sexe est déterminé par une

loi de Bernoulli de parametre 1/2. Le nombre de descendants maéles est donc décrit

par un processus de Galton-Watson de loi binomiale py = p3 = 1/8, p1 = p2 = 3/8.

Déterminer la probabilité de survie du nom de famille.

Déterminer le processus croissant (X),, de X,,. Calculer lim,, o (X ).



Chapitre 5

Temps d’arret

Dans un jeu de hasard, un temps d’arrét est un temps lors duquel le joueur décide d’arréter
de jouer, selon un critere ne dépendant que du passé et du présent. Il peut par exemple
décider d’arréter de jouer des qu’il a dépensé tout son capital, des qu’il a gagné une certaine
somme, dés qu’il a gagné un certain nombre de fois successives, ou selon toute combinaison
de ces criteres. Les temps d’arrét ont donc deux propriétés importantes : ils sont aléatoires,
puisqu’ils dépendent du déroulement antérieur du jeu, et ils ne peuvent pas dépendre du
futur, puisque le joueur doit & tout moment pouvoir décider s’il arréte ou non.

5.1 Définition et exemples

Définition 5.1.1 (Temps d’arrét). Soit {Xp}nen un processus stochastique et soit JF,, =
o(Xo,...,Xp) la filtration canonique. Une variable aléatoire N a valeurs dans N =N U
{oc} est un temps d’arrét si {N =n} € F,, pour tout n € N.

La condition {N = n} € F, signifie qu’avec I'information disponible au temps n, on
doit pouvoir décider si oui ou non l'événement { N = n} est réalisé. En d’autres termes,
un temps d’arrét ne “peut pas voir dans le futur”.

Exemple 5.1.2.

1. Si N est constante presque stirement, alors c’est un temps d’arrét.
2. Supposons que X,, soit réel, et soit B C R un borélien. Alors le temps de premiére
atteinte de B
Np =inf{n e N: X,, € B} (5.1.1)

est un temps d’arrét (par convention, on pose Np = 0o si le processus n’atteint jamais
Pensemble B). Pour le vérifier, il suffit d’observer qu’on a la décomposition

n—1
{Np=n}=({X,eB}n{X,€B}EF,. (5.1.2)
k=0

3. Le temps de dernier passage dans B avant un temps fixé m,
sup{n < m: X,, € B} (5.1.3)

n’est pas un temps d’arrét. En effet, si par exemple X,, € B pour un n < m,
I'information disponible au temps n ne permet pas de dire si oui ou non le processus

33
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repassera dans I’ensemble B jusqu’au temps m. Un joueur ne peut pas décider qu’il
jouera jusqu’au dernier tour avant le centieme lors duquel il possédera au moins 100
Euros!

Proposition 5.1.3.

1. Soient N et M des temps d’arrét. Alors N ANM et NV M sont des temps d’arrét.
2. Soit Ny, k € N, une suite de temps d’arrét telle que Ny, / N. Alors N est un temps
d’arrét.

Nous laissons la preuve en exercice.

Définition 5.1.4 (Tribu des événements antérieurs). Soit N un temps d’arrét. Alors la
tribu
Fn={AecF: An{N =n} € F,¥n < o} (5.1.4)

est appelée la tribu des événements antérieurs a N.
Proposition 5.1.5. Soient N et M deux temps d’arrét tels que M < N. Alors Fyr C Fn-.

DEMONSTRATION. Soit A € Fs. Alors pour tout n > 0, N = n implique M < n d’ou
AN{N=n}=An{M <n}n{N =n} e F,, (5.1.5)
puisque AN{M < n} =;_(AN{M =£k}) € F,, et {N =n} € F,. O

5.2 Processus arrété, inégalité de Doob

Définition 5.2.1 (Processus arrété). Soit {F, }n une filtration, { Xp }n un processus adapté
a la filtration et N un temps d’arrét. On appelle processus arrété en N le processus XV
défini par

XN = Xnan . (5.2.1)

n

Si par exemple N est le temps de premiere atteinte d'un ensemble B, alors X7 est le
processus obtenu en “gelant” X a I’endroit ou il atteint B pour la premiere fois.

Proposition 5.2.2. Si N est un temps d’arrét et X,, est une surmartingale (par rapport
a la méme filtration F,, ), alors le processus arrété Xnny, est une surmartingale.

DEMONSTRATION. Considérons le processus H, = l{N>n}- Puisque l'on a {N > n} =
{N < n—1}°€ F,_1, le processus H,, est prévisible. De plus, il est évidemment borné et
non-négatif. Par la proposition 4.3.2, (H - X),, est une surmartingale. Or nous avons

n NAn

(H-X), = Z Linsmy (Xm — Xm—1) = Z (Xon — Xpm1) = Xyam — X0, (5.2.2)
m=1 m=1

donc Xyan = Xo + (H - X),, est une surmartingale. O

Il suit directement de ce résultat que si X,, est une sous-martingale (respectivement
une martingale), alors Xyx, est une sous-martingale (respectivement une martingale).

Corollaire 5.2.3. Soit X,, une sous-martingale et soit N un temps d’arrét satisfaisant
P{N <k} =1 pour un k € N. Alors

E(Xo) < E(Xy) < E(Xp) . (5.2.3)
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DEMONSTRATION. Comme X ya, est une sous-martingale, on a
E(Xo) = E(Xnro) < E(Xnak) = E(Xn) . (5.2.4)
Pour prouver la seconde inégalité, nous imitons la preuve de la proposition en utilisant

K, = 1— Hp, cest-a-dire K, = lyycpy = lyy<p—1). Clest également un processus
prévisible, donc (K - X),, est une sous-martingale (car —X,, est une surmartingale). Or

n n
(K- X)n=> Uncm13(Xm = Xm-1) = Y (X — Xm-1) =Xp — Xnnn, (5.2.5)
m=1 m=N+1

donc, comme N A k = N presque stirement,
E(X)) — E(Xy) = E((K - X)3) > E(K - X)o) =0, (5.2.6)
d’ou la seconde inégalité. O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver I'inégalité de Doob, qui est tres utile,
notamment pour estimer le supremum d’un processus stochastique. Dans la suite, nous
posons

X, = max X, = max X,,VO0. (5.2.7)

o<m<n o<m<n

Théoréme 5.2.4 (Inégalité de Doob). Soit X,, une sous-martingale. Alors pour tout
A>0,o0na
1

P{Xn 2 A} < JE(Xnlx,za) < %E(Xj{) : (5.2.8)

DEMONSTRATION. Soit A = {X,, > A} et N =inf{m: X,,, > A} An. Alors
AP(A) =E(Al4) < E(Xnla) <E(X,14) <E(X,). (5.2.9)

La premiere inégalité suit du fait que Xy > X dans A. La seconde vient du fait que
Xn = X, sur A€ et que E(Xy) < E(X,,) par le corollaire 5.2.3. La derniére inégalité est
triviale. O

L’intérét de cette inégalité est qu’elle permet de majorer une quantité faisant intervenir
tout le processus jusqu’au temps n par une quantité ne dépendant que de X,,, qui est
souvent beaucoup plus simple a estimer.

Exemple 5.2.5. Soient £1,&9,... des variables indépendantes d’espérance nulle et vari-
ance finie, et soit X,, = > 1 _; &y. Alors X, est une martingale (la preuve est la méme
que pour la marche aléatoire symétrique sur Z dans I'exemple 4.1.2), donc X2 est une
sous-martingale. Une application de I'inégalité de Doob donne I’inégalité de Kolmogorov

IP’{ max | Xom| > )\} - IF’{ max X2 > >\2} < LE(x?) = %Var(Xn) . (5.2.10)

B
1<m<n 1<m<n )\2
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Une autre application de I'inégalité de Doob est 1’inégalité du mazimum LP :
Théoréme 5.2.6. Si X, est une sous-martingale, alors pour tout p > 1
E(X?) < <1> E([X,17) . (5.2.11)
p J—

DEMONSTRATION. Soit M > 0 une constante, que nous allons faire tendre vers I'infini &
la fin de la preuve. Alors, par intégration par parties,
oo
E([X, A M]P) = / PN TIP{X, AM > A} dA
0
g/ p)\p— XE(X'rTl{Xn/\M>>\}) d)\
0

XnAM
= / X’ / pAP~2 A\ dP
0
__r / XX, A MPLdP
p—1
p +r -1
=~ _E(XF[X,AMP

< P [RGB A 2] 70 (5.2.12)

La derniere inégalité provient de I'inégalité de Holder. Divisant les deux cotés de I'inégalité
par [E(| X, A M|P)]P=1/P et élevant & la puissance p, on trouve

B Abp) < (25) By, (5.213)

et le résultat suit du théoreme de la convergence dominée, en faisant tendre M vers

Pinfini. O

Corollaire 5.2.7. SiY,, est une martingale, alors

(L") < (725) m0r) 210

5.3 Exercices

Exercice 5.1. Démontrer la Proposition 5.1.3 :

1. Si N et M sont des temps d’arrét, alors N A M et N V M sont des temps d’arrét.
2. Si Ni, k € N, est une suite de temps d’arrét telle que N * N, alors N est un temps
d’arrét.

Exercice 5.2. Soient {1,&2, ... des variables aléatoires i.i.d. telles que E(&,,) = 0, et soit
la martingale X,, = > " | &mn. On se donne X\ > 0, et soit

Py()\) = IP’{ max | Xom| > )\} .

1<m<n
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1. On suppose les &, de variance finie. Donner une majoration de P, (\) en appliquant
I'inégalité de Doob a X2.

2. Améliorer la borne précédente en appliquant I'inégalité de Doob & (X,, + ¢)? et en
optimisant sur c.

3. On suppose que les &, suivent une loi normale centrée réduite. Majorer P,(\) en
appliquant I'inégalité de Doob a X et en optimisant sur c.

4. Pour des &, normales centrées réduites, majorer P{maxij<m<n X;m = A} en appliquant
'inégalité de Doob & e“X et en optimisant sur c.
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Chapitre 6

Théoremes de convergence

Une propriété importante des suites non-décroissantes de réels est que si elles sont bornées,
alors elles convergent. Les sous-martingales sont un analogue stochastique de telles suites :
si elles sont bornées, alors elles convergent dans un sens approprié. Ceci donne une méthode
tres simple pour étudier le comportement asymptotique de certains processus stochas-
tiques.

Il faut cependant faire attention au fait qu’il existe différentes notions de convergence
de suites de variables aléatoires. Dans cette section, nous allons d’abord examiner la con-
vergence de sous-martingales au sens presque sur, qui est le plus fort. Ensuite nous verrons
ce qui se passe dans le cas plus faible de la convergence LP. Il s’avere que le cas p > 1 est
relativement simple & controler, alors que le cas p = 1 est plus difficile.

6.1 Rappel: Notions de convergence

Commengons par rappeler trois des notions de convergence d’une suite de variables aléa-
toires (une quatrieme notion, celle de convergence en loi, ne jouera pas de role important
ici).

Définition 6.1.1 (Convergence d’une suite de variables aléatoires). Soient X et { Xy, }n>0
des variables aléatoires réelles, définies sur un méme espace probabilisé (Q, F,P).

1. On dit que X,, converge presque strement vers X si
P({w €0 lim X,(w) = X(w)}) —1.

2. Si p >0, on dénote par LP(Q, F,P) l’ensemble des variables aléatoires X telles que
E(|XP) < c0. Si X,,, X € LP, on dit que X,, converge dans LP vers X si

lim E(|X, - X[") =0.
n—oo
3. On dit que X, converge en probabilité vers X si
lim P{|X, - X[>e} =0
n—oo
pour tout € > 0.

Les principaux liens entre ces trois notions de convergence sont résumées dans la propo-
sition suivante.

39
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Proposition 6.1.2.

1. La convergence presque sure implique la convergence en probabilité.

2. La convergence dans LP implique la convergence en probabilité.

3. La convergence dans LP implique la convergence dans LY pour tout q < p.

4. Si X,, — X presque sirement et | X,,| <Y Vn avec Y € LP, alors X,, - X dans LP.

DEMONSTRATION.

1. Soit Y, = 1{x,,—x|e}- S1 X, — X presque strement, alors X, — X presque partout,
donc Y, — 0 presque surement. Par le théoreme de la convergence dominée (qui
s’applique car Y, < 1), on a P{|X,, — X| > e} =E(Y,,) — 0.

2. Par l'inégalité de Markov, P{|X,, — X| > ¢} < e PE(|X,, — X|P) — 0.

Si ¢ < p, l'inégalité de Holder implique E(| X, — X|7) < E(]X,, — X|P)¥/P — 0.

4. Ona|X,—XP < (|X,|+]X])P < (2Y)? < 2°YP € L!. Comme |X,, — X|P — 0 presque
sturement, le théoreme de la convergence dominée permet d’écrire

w

lim E(|X, — X[7) :E(hm |Xn—X|p) ~0. (6.1.1)
O

Voici deux contre-exemples classiques a 'équivalence entre ces différentes notions de
convergence :

Exemple 6.1.3. Soit (2, F,P) = ([0, 1], B 1, A), ot Bjg 1] est la tribu des boréliens et
la mesure de Lebesgue.

1. Soit X,, = nl/pl[oyl/n]. Alors X,,(w) — 0 pour tout w > 0, donc X,, — 0 presque
sturement. De plus, pour tout ¢ > 0 on a P{|X,| > ¢} < 1/n, donc X,, — 0 en
probabilité. Par contre, on a E(|X,|P) = fol/n
0 dans LP.

2. Décomposons tout entier n comme n = 2™ + k avec m € N et 0 < k < 2™, et soit
Xn = ljgo-m (p41)2-m)- Alors P{|X,| > e} < 27™ pour tout ¢ > 0, donc X;, — 0 en
probabilité. De plus, pour tout p > 0, E(|X,|P) < 27, donc X,, — 0 dans LP. Par
contre, X, (w) ne converge pour aucun w (on peut trouver des sous-suites de n telles
que X, (w) = 1 pour tout n, et aussi telles que X, (w) = 0 pour tout n), donc X, ne
converge pas presque slirement.

(n*/PY? dz = 1, donc X, ne tend pas vers

6.2 Convergence presque sire

Considérons un investisseur suivant la stratégie suivante. Il se fixe deux seuils a < b. 11
acheéte un nombre fixé de parts d’action lorsque leur prix est inférieur a a. Puis il attend
que le prix de 'action atteigne ou dépasse la valeur b pour revendre ses parts. Ensuite,
il attend que le prix retombe au-dessous de a pour racheter des parts, et ainsi de suite.
Si X,, désigne le prix de ’action au temps n, la stratégie peut étre décrite formellement

comme suit. On pose Ny = —1 et, pour tout k > 1, on introduit les temps d’arrét
Nop_1 = inf{m > Nop_o: X < CL} R
Nop = mf{m > Nop_1: X 2 b} . (621)
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A
Xn
b //\ ?\\/n
a \/{/ \/ ) \)
! : : : : —
N Ny N3 Ny N5
o o *—o—o—0 [e] [e] [e] o *—o—o [e] [e] [e] o
FIGURE 6.1. Prix de 'action et stratégie de I'investisseur.
La stratégie correspond a la suite prévisible
1 ¢l existe k tel que Nop_1 < m < Nog
H, = { .1 X q 2k—1 X VoK (6.2.2)
0 sinon .

Jusqu’au temps n, 'investisseur aura revendu ses actions un nombre U,, de fois, donné par
Up =sup{k: Noj <n} . (6.2.3)

Au temps n, le gain de l'investisseur sera donc supérieur ou égal a (b — a)U,. Le résultat
suivant donne une borne supérieure sur le gain moyen dans le cas ou le processus est
favorable ou équitable.

Proposition 6.2.1. Si X,, est une sous-martingale, alors
(b= Q)E(U) <E((Xn —a)*) —E((Xo—a)") . (6.2.4)

DEMONSTRATION. Soit Y, = a+ (X, —a)™ = X,, V a. Par le corollaire 4.2.3, Y,, est aussi
une sous-martingale. De plus, Y, et X,, effectuent le méme nombre de transitions de a
vers b. On a

(b—a)Up < (H-Y)n = En: Hy (Vi — Y1) . (6.2.5)

m=1
En effet, le membre de droite est supérieur ou égal au profit fait au temps n. Soit alors
K, =1-H,,. CommeY,—Yy = (H-Y),+(K-Y),, et que (K-Y), est une sous-martingale
en vertu de la Proposition 4.3.2, on a
E(K-Y),) 2E((K-Y)y) =0, (6.2.6)
et donc E((H -Y),) < E(Y,, — Yp), d’ou le résultat. O

Cette majoration nous permet de démontrer un premier résultat de convergence.
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Théoréme 6.2.2 (Convergence presque sure). Soit X,, une sous-martingale telle que
sup,, E(X;F) < co. Alors X,, converge presque stirement, lorsque n — 0o, vers une variable
aléatoire X satisfaisant E(|X|) < co.

DEMONSTRATION. Comme (X —a)™ < X + |a|, la proposition précédente implique

la| + E(X,F)
EU,) < —————=.
(Un) o

(6.2.7)
Lorsque n — o0, la suite croissante U, tend vers le nombre total U de passages de a a b de
la suite des X,,. Si E(X;}) est borné, il suit que E(U) < oo, et donc que U est fini presque
stirement. Ceci étant vrai pour tout choix de rationnels a < b, ’événement

U {w: liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w)} (6.2.8)
a,beQ

a une probabilité nulle. Il suit que lim inf X, = lim sup X,, presque surement, et donc que
lim,, 00 X, =t X existe presque stirement. Le lemme de Fatou nous assure que E(X 1) <
liminf E(X,") < oo, et donc X < oo presque stirement. Enfin, pour montrer que X > —oco
presque stirement, on décompose

E(X,) = E(X;) - E(X,) < E(X;}) - E(X0) (6.2.9)

n
et on applique & nouveau le lemme de Fatou pour montrer que E(X ™) < oc. ]

Corollaire 6.2.3. Soit X,, une surmartingale positive. Alors X,, converge presque sire-
ment, lorsque n — 0o, vers une variable aléatoire X avec E(X) < E(Xy).

DEMONSTRATION. Y,, = — X, est une sous-martingale bornée supérieurement par 0, avec
E(Y,) = 0, donc elle converge. Comme E(Xy) > E(X,,), I'inégalité suit du lemme de
Fatou. 0

Exemple 6.2.4.

1. Considérons I'urne de Polya introduite dans I’exemple 4.1.2. La proportion X, de
boules rouges est une martingale positive, qui est bornée supérieurement par 1. Par
le théoreme et le corollaire, X,, converge presque stirement vers une variable aléatoire
X, d’espérance inférieure ou égale a 1. On peut montrer que selon le nombre initial r
et v de boules et le parametre ¢, la loi de X est soit uniforme, soit une loi béta, de
densité proportionnelle & z7/¢~1(1 — z)v/c~1,

2. Soit S, une marche aléatoire symétrique sur Z, partant de 1, N = Ny le temps de
premiere atteinte de 0, et X,, = S,an la marche arrétée en 0. Par la Proposition 5.2.2,
X, est une martingale non-négative. Par le corollaire, elle converge vers une limite X
finie presque strement. Cette limite doit étre nulle : En effet, si X,, = k > 0, alors
Xnt1 = k£ 1, ce qui contredirait la convergence. On a donc montré que la marche
aléatoire partant de 1 atteint 0 presque strement. On notera cependant que comme X,
est une martingale, on a E(X,,) = E(Xy) = 1, donc que X,, ne converge pas dans L.

6.3 Convergence dans L?, p > 1

La convergence d’une martingale dans LP suit de maniére simple de 'inégalité du maxi-
mum LP :
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Théoréme 6.3.1 (Convergence d’une martingale dans LP). Soit X,, une martingale telle
que sup,, E(|X,|P) < oo pour un p > 1. Alors X,, converge vers une variable aléatoire X
presque surement et dans LP.

DEMONSTRATION. On a (E(X;1))P < (E(|X,|))? < E(]X,[P). Donc par le Théoréme 6.2.2,
X, converge presque surement vers une variable X. Par le corollaire (5.2.7),

E<[ sup \Xm|r> < <p€1)pIE(\Xn|p) : (6.3.1)

o<m<n

Faisant tendre n vers 'infini, le théoréme de la convergence monotone montre que sup,, | X5, |
est dans LP. Comme |X,, — X|P < (2sup,,|X,|)P, le théoréeme de la convergence dominée
montre que E(|X,, — X|P) — 0. O

Dans la suite, nous considérons plus particulierement le cas p = 2. Rappelons que si
une martingale X,, est dans L?, on peut définir son processus croissant

(X0 =) E(Xpm — Xm-1)*[Fm-1) - (6.3.2)
m=1
La croissance implique que
le (X =(X)oo (6.3.3)

existe dans R  U{oo}. Cette quantité s’interprete comme la variance totale de la trajectoire
Xn(w).

Proposition 6.3.2. Soit X,, une martingale dans L? telle que Xo = 0. Alors

E(Sup Xﬁ) AR (X)) - (6.3.4)
n
DEMONSTRATION. L’inégalité du maximum L? donne

IE( sup X%) <AE(X?) = 4E((X)y) , (6.3.5)

o<m<n

puisque E(X2) = E(M,,) + E((X),) et E(M,) = E(My) = E(X3) = 0. Le résultat suit
alors du théoreme de convergence monotone. O

Théoréme 6.3.3. La limite lim,,_, X, (w) existe et est finie presque sirement sur l’en-
semble {w: (X)oo(w) < c0}.

DEMONSTRATION. Soit a > 0. Comme (X), 11 C F,, N = inf{n: (X),11 > a®} est un
temps d’arrét. Comme (X)nan < a?, la proposition ci-dessus appliquée & Xya, donne

E<sup|XN/\n]2) < 4a . (6.3.6)

Par conséquent, le théoreme 6.3.1 avec p = 2 implique que la limite de X ya, existe et est
finie presque strement. Le résultat suit alors du fait que a est arbitraire. O
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6.4 Convergence dans L'

La discussion de la convergence d’une martingale dans L' nécessite la notion d’intégrabilité
uniforme.

Définition 6.4.1 (Intégrabilité uniforme). Une collection {X;}icr de variables aléatoires
est dite uniformément intégrable si

M—o0

1€

On remarque qu’en prenant M assez grand pour que le supremum soit inférieur a 1,
on obtient

1€ 1€ 1€

Nous commengons par un résultat général montrant qu’il existe de tres vastes familles
de variables uniformément intégrables.

Proposition 6.4.2. Soit (2, F,P) un espace probabilisé et X € L*. Alors la famille
{E(X|Fi): F; sous-tribu de F} (6.4.3)
est uniformément intégrable.

DEMONSTRATION. Pour tout € > 0, le théoréme de la convergence dominée implique
qu’on peut trouver § > 0 tel que si P(A) < 4, alors E(]X|14) < &. Soit M = E(|X])/ et
A; = {E(|X||Fi) > M} € F;. Par 'inégalité de Markov,

1 1
P(4) < 3 E(E(XIF) = 1-E(X]) <5
Par I'inégalité de Jensen, il suit
E(|E(XIF)| ez ) < E(E(XIIF)14) = E(IX]1a) <c.

Comme ¢ est arbitraire (et M ne dépend pas de i), le résultat est prouvé. O

Le lien entre intégrabilité uniforme et convergence dans L' est expliqué par le résultat
suivant.

Théoréme 6.4.3. Si X,, — X en probabilité, alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

1. La famille {X,: n > 0} est uniformément intégrable;
2. X,, = X dans L';
3. E(|X,|) — E(|X]) < oo.
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DEMONSTRATION.
1. = 2. Soit
M siz>M,
om(z) =<z st |z| < M,
-M siz<-M.

L’inégalité triangulaire implique

[ Xn = X[ < | Xn — o0 (Xn)| + a1 (Xn) = oar(X)] + o (X) — XT .
Prenant 'espérance, et utilisant le fait que o (Y) — Y| < [Y|1jy =y, il vient
E(1Xn — X|) < E(loar (Xn) — oar (X)) + E(Xnl Ly x,12001) + E(X g x12003) -

Le premier terme tend vers 0 lorsque n — oo par convergence dominée et le
fait que ¢ (X,) — @a(X) en probabilité. L’intégrabilité uniforme implique
que pour tout € > 0, le second terme est plus petit que € pour M assez grand.
L’intégrabilité uniforme implique aussi que sup,, E(|X,|) < oo, donc par le lemme
de Fatou que E(|X|) < oco. Le troisitme terme peut donc également étre rendu
plus petit que € en prenant M assez grand, ce qui prouve 2.

2. = 3. Par I'inégalité de Jensen,

3. = 1. Soit
x sio<ze<M-1,
YpyE) =M —-1)(M—-2) siM—-1<z<M,
0 siz> M.

Pour tout € > 0, le théoreme de la convergence dominée montre que E(|X|) —
E(¢¥am(|X]|)) < €/2 pour M assez grand. De plus, E(¢a (| Xn|)) — E(¥a (| X)),
donc par 3.

E(|XalLjx,p0y) < E(Xal) ~ B(ar (1 Xa]) < E(X]) — E@a(1X]) + 5 <

pour les n plus grands qu'un ng(e). En augmentant encore M, on peut rendre
E(|Xn|1{x,|>m}) inférieur & ¢ pour les n < ng(e) également, ce qui montre
I'intégrabilité uniforme. O

Il est maintenant aisé d’appliquer ce résultat au cas des sous-martingales.

Théoréme 6.4.4 (Convergence d’une sous-martingale dans L'). Si X,, est une sous-
martingale, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1. {Xp}tnso est uniformément intégrable;
2. X,, converge presque sirement et dans L;
3. X,, converge dans L.

DEMONSTRATION.

1. = 2. On a sup,, E(X,,) < oo, donc X,, — X presque strement par le théoréeme 6.2.2,
et le théoréme 6.4.3 implique que X,, — X dans L.
2. = 3. Trivial.
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3. = 1. La convergence dans L' implique la convergence en probabilité, et donc le théo-
reme 6.4.3 permet de conclure. ]

Dans le cas particulier des martingales, on a

Théoréme 6.4.5 (Convergence d’une martingale dans L'). Si X,, est une martingale,
alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1. { Xy }n>o est uniformément intégrable;

2. X,, converge presque sirement et dans L';

3. X, converge dans L*;

4. il existe une variable aléatoire intégrable X telle que X,, = E(X|F,).

Dans ce cas X est la limite de X,, dans L'.

DEMONSTRATION.

1. = 2. Suit du théoreme précédent.
2. = 3. Trivial.
3. = 4. Si X,, — X dans L', alors pour tout A € F, E(X,14) — E(X14) puisque

IE(Xnla) —E(X14)| < E(|Xpmla — X14|) <E(| X, — X|) — 0.
En particulier, si A € F,,, alors pour tout m > n,
E(Xnla) = E(E(Xm|Fn)la) = E(X;n14) .
Comme E(X,,14) = E(X14),onaen fait E(X,,14) = E(X14) pour tout A € F,.

Mais ceci est la définition de X,, = E(X|F,).
4. = 1. Suit de la proposition 6.4.2. O

6.5 Loi 0—1 de Lévy

Les lois 0 — 1 jouent un role important pour les suites de variables aléatoires, et ont parfois
des conséquences surprenantes. La plus connue est la loi 0 — 1 de Kolmogorov. Soit X,
une suite de variables aléatoires indépendantes, F), = o(Xy, Xpt1,...), et T =, F»,
la tribu terminale. Intuitivement, les événements de T sont ceux dont loccurrence n’est
pas affectée par la modification d’un nombre fini de X,,, comme par exemple I’événement
{3°72, X; existe}. La loi 0 — 1 de Kolmogorov affirme alors que si A € T, alors P(A) =0
ou 1. Ceci permet notamment de prouver la loi forte des grands nombres.
Nous écrivons F,, ,/* Foo si Fy, est une filtration telle que Foo = o(UJ,, Fn)-

Théoreme 6.5.1. Si F,, " Foo, alors

E(X|F,) = E(X|Fx) (6.5.1)
presque stirement et dans L' lorsque n — 0.
DEMONSTRATION. Comme pour m > n, E(E(X|F,)|F,) = E(X|F,), YV, = E(X|F,) est
une martingale. La Proposition 6.4.2 montre que Y, est uniformément intégrable, donc par

le Théoreme 6.4.5 elle converge presque siirement et dans L' vers une variable aléatoire
Yoo, telle que Y, = E(Yoo|Fy). Par définition de 'espérance conditionnelle,

/XdIP:/YOOdIP’
A A

pour tout A € F,. En prenant la limite n — oo, justifiée par le théoréeme m-A de théorie
de l'intégration, on obtient E(X|Fy) = Y puisque Yoo C Fio. O
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Corollaire 6.5.2 (Loi 0 — 1 de Lévy). Si F,, N Foo €t A € Foo alors E(14|F,) — 14
presque strement.

Exemple 6.5.3. Supposons que X, est une suite de variables aléatoires indépendantes,
et soit A € T un événement de la tribu terminale. Pour tout n, A est indépendant de F,,
donc E(14|F,) = E(14) = P(A). Faisant tendre n vers l'infini, on obtient 14 = P(A), d’ou
P(A) =0 ou 1, ce qui n’est autre que la loi 0 — 1 de Kolmogorov.

6.6 Exercices

Exercice 6.1 (Le processus de Galton-Watson). On considere le processus de Galton—
Watson Z,, introduit dans 'exercice 4.5.

1. Montrer que X,, = Z,/u" converge dans L? vers une variable aléatoire X d’espérance
égale a 1.

2. On suppose pg > 0. A l'aide de la loi 0 — 1 de Lévy, montrer que Z,, converge presque
sturement vers une variable aléatoire Z, : 2 — {0, +00}.
Indications : Soit A = {lim, o0 Z, < o0} et B = {3In: Z,, = 0}. Montrer que dans
A, on a lim, . E(15|F,) = 1p, et en déduire que A C B. Conclure en établissant
que que Zy, = oo dans A€ et Z, = 0 dans B.

Exercice 6.2. Un joueur dispose initialement de la somme Xy = 1. Il joue & un jeu de

hasard, dans lequel il mise a chaque tour une proportion A de son capital, avec 0 < A < 1.

Il a une chance sur deux de gagner le double de sa mise, sinon il perd sa mise.
L’évolution du capital X,, en fonction du temps n est décrite par

Xn+1 =1 =X, +2X6 (n>0)
ou les &, sont i.i.d., avec P{§, =2} =P{{, =0} =1/2.

Montrer que X,, est une martingale.
Calculer E(X,,).
Discuter la convergence presque stire de X,, lorsque n — oo.
Calculer E(X2) par récurrence sur n.
Que peut-on en déduire sur la convergence dans L? de X,,?
Déterminer le processus croissant (X),,.
On suppose que le joueur mise a chaque tour la totalité de son capital, c’est-a-dire
A=1.
(a) Calculer explicitement la loi de X,.
(b) Déterminer la limite presque stre de X,.
(c) Discuter la convergence de X,, dans L.
Les X, sont-ils uniformément intégrables?
(d) Commenter ces résultats - est-ce que vous joueriez a ce jeu?

R

Exercice 6.3 (La Martingale). Un joueur mise sur les résultats des jets indépendants
d’une piece équilibrée. A chaque tour, il mise une somme S > 0. Si la piece tombe sur
Pile, son capital augmente de S, si elle tombe sur Face, le joueur perd sa mise et donc son
capital diminue de S.

Une stratégie populaire en France au XVIIle siecle est appelée La Martingale. Elle est
définie comme suit:
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e le joueur s’arréte de jouer des qu'il a gagné la premiere fois (des le premier Pile);
e il double sa mise a chaque tour, c’est-a-dire qu’il mise la somme S, = 2" au nieme
tour, tant qu’il n’a pas gagné.

Soit Y;, le capital du joueur au temps n (apres n jets de la piece). On admettra que
le capital initial est nul, et que le joueur a le droit de s’endetter d’une somme illimitée,
c’est-a-dire que Y,, peut devenir arbitrairement négatif. Soit X, le capital au temps n d’un
joueur misant un Euro & chaque tour.

1. Montrer que la stratégie est prévisible, et écrire Y, sous la forme Y,, = (H - X), en
fonction du processus { X, }n>0.

2. Montrer que {Y;},>0 est une martingale.

3. Déterminer le processus croissant (Y),. Calculer E((Y),) et discuter la convergence
de Y,, dans L2.

4. Déterminer I'image de Y,,, sa loi, et discuter la convergence presque sure de Y,,. Quelle
est sa limite?

5. Y, converge-t-elle dans L'?

On suppose maintenant que la banque n’admet pas que le joueur s’endette de plus qu’une
valeur limite L (on pourra supposer que L = 2% pour un k > 1). Par conséquent, le joueur
est obligé de s’arréter deés que son capital au temps n est inférieur & —L + 2"+, Notons
Zy ce capital.

6. Soit N la durée du jeu (le nombre de fois que le joueur mise une somme non nulle).

Montrer que N est un temps d’arrét et donner sa loi.

7. Le processus Z, est-il une martingale?

8. Discuter la convergence presque siire et dans L' de Z,, et commenter les résultats.

Exercice 6.4. Soit Xy = 1. On définit une suite {X,, },en récursivement en posant que
pour tout n > 1, X, suit la loi uniforme sur |0,2X,,_4] (c-a-d X,, = 2U, X,,—1 ou les U,
sont i.i.d. de loi uniforme sur 0, 1]).

1. Montrer que X, est une martingale.
2. Calculer le processus croissant (X),, et discuter la convergence de X,, dans L?.
3. Discuter la convergence presque stre de X,,.
4. Déterminer la limite presque sire de X,,.
Indication : Considérer Y,, = log(X,,) ainsi que Z, =Y, — E(Y,).
5. Discuter la convergence de X,, dans L'.

Exercice 6.5. Soit U une variable aléatoire uniforme sur [0,1]. Soit f : [0,1] — R une
fonction uniformément lipschitzienne. Soit Iy, ,, = [k27", (k+1)27" et soit F, la tribu sur
2 = [0, 1] engendrée par les Ij,, pour k =0,...,2" — 1. On pose

2" -1 n -n
3= 5 A 127 — a2
k=0

5= Lwenn} -

Montrer que X,, est une martingale par rapport a .

Montrer que X,, converge presque sturement. On note la limite X ..
Discuter la convergence de X,, dans L.

Montrer que pour tout 0 < a < b < 1,

E(Xeolweppy) = f(b) — f(a) -

N =
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5. On suppose f de classe C1. A T'aide de 4., expliciter X..(w) (si I'on note U(w) = w
pour tout w € ).

Exercice 6.6. Soit {X),},>1 une sous-martingale, et soit

On note x7 =0V x et log™(z) = 0V log(x).

1. Soit Y une variable aléatoire & valeurs dans R 4, et soit f : R, — R une fonction
croissante, différentiable par morceaux. Montrer que pour tout ¢ > 0,

E(f(Y)) < f(e) + / FOVB{Y > A}dA.
2. Montrer que pour tout M > 1,
E(X; A M) < 1+E(X; log* (X, AM))

et en déduire que
1+ E(X; logt (X))
1—e! '

On pourra utiliser le fait que alogb < aloga + b/ e pour tout a,b > 0.

3. Montrer que si sup,,|X,| <Y pour une variable aléatoire Y telle que E(Y") < oo alors
{X,}n>1 est uniformément intégrable.

4. En déduire que si {X,,},>1 est une martingale telle que sup,, E(|X,|log™|X,|) < oo,
alors { X, }n>1 converge dans L.

E(X,) <

Exercice 6.7 (La loi du logarithme itéré). Soit {X,,},>1 une suite de variables aléatoires
réelles i.i.d., centrées, de variance 1. On suppose que la fonction génératrice

b = E(M)
est finie pour tout A € R. Soit
n
Sn=>_X;.
i=1
Le but de ce probleme est de montrer que presque stirement

: Sn
lim sup

n—oo +/2nlog(logn)

Dans la suite, on pose h(t) = /2tlog(logt) pour t > 1.

1. Montrer que 1(A) = 1+ 1A% 4+ 0(A?).
2. Montrer que Y, = e /4(\)" est une martingale.
3. Montrer que pour tout N > 1 et tout a > 0,

<1. (6.6.1)

P{EngN: Sn>a+n10gi\b(>‘)} <e M.
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On fixe t,a > 1. Pour tout k£ > 1, on pose

k
hii) = Oy loev)

(0]
ap = §h(tk) , A\ =

Montrer que

]P’{Eln etk k1. 5, > h(n)ck} < (klogt)™@.

. Montrer que presque stirement,

Sn k k1
TN < ) 7k =1.
IP’{ hn) ek Yn €)t VT k — o0

En utilisant le point 1., montrer que

avec limg_,oo (k) = 0.
Démontrer (6.6.1).
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Processus en temps continu
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Chapitre 7

Le mouvement Brownien

Le mouvement Brownien joue un role fondamental dans la théorie des processus stochas-
tiques en temps continu. Bien qu’il soit relativement simple a définir, il jouit de nombreuses
propriétés remarquables, et parfois surprenantes. Le mouvement Brownien a été étudié de
maniére trés approfondie, et bien qu’il existe encore des questions ouvertes, c’est 'un des
processus les mieux compris. Il joue un réle important dans la construction de processus
stochastiques plus généraux.

Dans ce chapitre, nous présenterons une construction du mouvement Brownien, et une
petite sélection de ses nombreuses propriétés, plus particulierement celles en rapport avec
les martingales.

7.1 Limite d’échelle d’une marche aléatoire

Nous commencons par introduire le mouvement Brownien de maniére heuristique. Con-
sidérons pour cela la marche aléatoire symétrique X,, sur Z. Elle peut étre représentée
sous la forme

Xn:ifi, (7.1.1)
=1

ou les & sont des variables aléatoires i.i.d., prenant valeurs 1 et —1 avec probabilité 1/2.
On en déduit aisément les propriétés suivantes:
1. E(X,) = 0 pour tout n;
2. Var(X,) =n;
3. X,, prend ses valeurs dans {—n,—n+2,...,n —2,n} avec
1 !
P{X,=Fk}=——— (7.1.2)

27 (255)1 (70!

4. Propriétés des incréments indépendants: pour tout n > m > 0, X,, — X,;,, est indépen-
dant de X7, ..., Xmn;

5. Propriétés des incréments stationnaires: pour tout n > m > 0, X,, — X, a la méme
loi que X,,_s.

Considérons alors la suite de processus

a1
B = =X, teR,, neN*. (7.1.3)

53
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FIGURE 7.1. Les versions rééchelonnées Bt( ), Bt( ), B,g ) et Bt( ) d’une méme

réalisation w d’une marche aléatoire.

Cela signifie que 'on accélere le temps d’un facteur n, tout en comprimant I’espace d’un
facteur y/n, de sorte que Bt(n) effectue des pas de £1/4/n sur des intervalles de temps de
longueur 1/n (Figure 7.1).

Soit B; le processus obtenu en prenant la limite de Bt(") lorsque n — o0, au sens
des distributions finies. Autrement dit, B; est défini par le fait que pour toute partition

0<t; <ty <---<t=tdel0,t] et tout (z1,x0,...,7;) € RF,
P{B;, <1,...,By <ap} = nlggop{Bg) <an,.., B <ayb (7.1.4)

Supposons pour 'instant que cette limite existe. Le processus By aura les propriétés suiv-
antes:

1. E(B;) = 0 pour tout ¢ > 0;

2. La variance de B; satisfait

Var(By) = nli_)rgo<\/15>2LntJ _— (7.1.5)

3. Par le théoreme de la limite centrale (ou la formule de de Moivre—Laplace appliquée a
(7.1.2)), X|nt)/+/[nt] converge en loi vers une variable normale centrée réduite. Par
conséquent, By suit une loi normale N(0,t).

4. Propriétés des incréments indépendants: pour tout t > s > 0, By — B, est indépendant
de {Bu}Oéués;

5. Propriétés des incréments stationnaires: pour tout ¢ > s > 0, By — By a la méme loi
que B;_s.
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X1/2 I B[Q)

X190

X3/4 q
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=l O
—

X1/4 o)

F1GURE 7.2. Construction du mouvement Brownien par interpolation.

7.2 Construction du mouvement Brownien

La construction heuristique ci-dessus motive la définition suivante.

Définition 7.2.1. Le mouvement Brownien standard ou processus de Wiener standard
est le processus stochastique {By}i>0 satisfaisant:

1. B() = 0,’

2. Incréments indépendants: pour tout t > s > 0, By — By est indépendant de { By }u<s;
3. Incréments gaussiens: pour tout t > s > 0, By — By suit une loi normale N'(0,t — s).

Nous allons maintenant donner une démonstration de 'existence de ce processus. De
plus, nous montrons qu’il admet une version continue, c¢’est-a-dire que ses trajectoires sont
presque surement continues, et qu’on peut donc admettre qu’elles sont toutes continues
quitte a modifier le processus sur un ensemble de mesure nulle.

Théoréme 7.2.2. Il existe un processus stochastique {Bi}i>0 satisfaisant la définition
7.2.1, et dont les trajectoires t — Bi(w) sont continues.

DEMONSTRATION.

1. Nous allons d’abord construire {B;}o<i<1 & partir d’une collection de variables aléa-

toires gaussiennes indépendantes V1, Vi 9, V14, V3 4, Vys, - . ., toutes centrées, et avec
Vi et Vj /o de variance 1 et Vjo-n de variance 2-("=1) (k < 2" impair).
Montrons d’abord que si X et X; sont deux variables aléatoires telles que Xy — X
soit gaussienne centrée de variance ¢ — s, alors il existe une variable aléatoire X(;y)/2
telle que les variables X; — X142 et X(;44)/2 — X soient i.i.d. de loi N(0, (t —s)/2).
SiU = X; — X et V est indépendante de U, de méme distribution, il suffit de définir
X(t+s)/2 par

U+V
Xt = X(trs)/2 = 5
U-V

En effet, il est aisé de vérifier que ces variables ont la distribution souhaitée, et qu’elles
sont indépendantes, puisque E((U+V)(U —V)) = E(U?) —E(V?) = 0, et que des vari-
ables aléatoires normales sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées.
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X(2k+1)2*<"+1) 1
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FIGURE 7.3. Calcul de A(™).

Posons alors Xy = 0, X1 = Vi, et construisons X/, a l'aide de la procédure ci-dessus,
avec V = Vy 5. Puis nous construisons X4 a l'aide de Xo, Xy/p et V} 4, et ainsi de
suite, pour obtenir une familles de variables { X;};—xo-n >1 p<2n telles que pour t > s,
X — X, soit indépendante de X et de loi N'(0,¢ — s).

. Pour n > 0, soit {Bt(n)}ogt@ le processus stochastique a trajectoires linéaires par

morceaux sur les intervalles [k27", (k + 1)27"], k < 2", et tel que B™ 9—n = X}9-n
(Figure 7.2). Nous voulons montrer que la suite des B(™(w) converge uniformément
sur [0, 1] pour toute réalisation w des V;. Il nous faut donc estimer

A™(w) = sup [BI"™(w) — B ()]

0<t<1

= max max ‘Bt(nﬂ)(w) — Bt(n) (w)]
0<k<2n— L k2t (k+1)2— ™
1
= jnax Xohs1yz-in (W) — i(XkQ*n(W) + X(k+1)2*"(w))‘ (7.2.2)

(voir Figure 7.3). Le terme en valeur absolue vaut %V@k +1)2-(n+1) Par construction,
c.f. (7.2.1), qui est gaussienne de variance 27". Il suit que

]P’{A(”) > Vn2—’”} = I[D{ max ‘V(2k+1)2—(n+1)‘ =2V n2_n}

0<kg2n—1

g 2 . 27’L /OO e_x2/2_27n dx
2v/n2=" V2m2™n

oo
d
=2 2”/ ev?/2 ST < const 2" e 2", (7.2.3)
2/ m

et donc
ZIP’{A(n) > Vn2="} < const 2(2 e )" < oo. (7.2.4)

n=0 n=>0

Le lemme de Borel-Cantelli nous permet de conclure qu’avec probabilité 1, il n’existe
qu'un nombre fini de n pour lesquels A > /n2=". Par conséquent,

IP’{Z A < oo} ~ 1. (7.2.5)

n=0
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La suite des {Bt(n)}ogtgl est donc une suite de Cauchy pour la norme sup avec prob-
abilité 1, et alors elle converge uniformément. Nous posons pour ¢ € [0, 1]

B? _ {limn_wo Bt(n) si la suite converge uniformément (7.2.6)

0 sinon (avec probabilité 0).

Il est facile de vérifier que B satisfait les trois propriétés de la définition.
3. Pour étendre le processus a des temps quelconques, nous fabriquons des copies indé-
pendantes {B'};>0 et posons

BY 0<t<1
BY + B} 1<t<?2
By=¢ ot (7.2.7)
BY+Bl+B2, 2<t<3
Ceci conclut la démonstration. O

7.3 Propriétés de base

Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de la définition 7.2.1 et nous les
donnons sans démonstration détaillée.

1. Propriété de Markov: Pour tout borelien A € R,
IP’{Bt+S cA ‘ B; = x} = / p(y,t + s|x,t) dy, (7.3.1)
A

indépendamment de { B, },<¢, avec des probabilités de transition gaussiennes

e~ (—2)%/2s
p(y,t+ slx,t) = ———. (7.3.2)
2ms

La preuve suit directement du fait que I’on peut décomposer Byis = B+ (Biys — By),

le deuxieme terme étant indépendant du premier et de loi AV (0,s). On vérifiera en
particulier I’équation de Chapman—Kolmogorov: Pour t > u > s,

plntia,s) = [ plontlz,wp(e.ufe.s)du. (7.3.3)

2. Propriété différentielle: Pour tout ¢t > 0, {By+s — B;}s>0 est un mouvement Brownien
standard, indépendant de { By, }y<:.

3. Propriété d’échelle: Pour tout ¢ > 0, {¢B;/c2}s>0 est un mouvement Brownien stan-
dard.

4. Symétrie: {—Bi}>0 est un mouvement Brownien standard.

5. Processus Gaussien: Le processus de Wiener est Gaussien de moyenne nulle (c’est-a-
dire que ses distributions jointes finies sont normales centrées), et il est caractérisé par
sa covariance

cov{By, Bs} = E(BBs) = s At (7.3.4)

(s At désigne le minimum de s et t).



o8

CHAPITRE 7. LE MOUVEMENT BROWNIEN

DEMONSTRATION. Pour s < t, nous avons
E(B¢Bs) = E(Bs(Bs + B; — Bs)) = E(B2) + E(Bs(B; — Bs)) = s, (7.3.5)
puisque le deuxieme terme est nul par la propriété d’incréments indépendants. O

En fait, un processus Gaussien centré, dont la covariance satisfait (7.3.4) est un pro-
cessus de Wiener standard.

. Renversement du temps: Le processus {X;}>¢ défini par

0 it=0
X, = o (7.3.6)
tByyy sit>0

est un processus de Wiener standard.

DEMONSTRATION. X; est un processus Gaussien de moyenne nulle, et un calcul simple
montre que sa covariance est bien cov{X;, Xs} = s At. Le seul point non trivial est de
montrer la continuité en zéro de X;. Celle-ci est équivalente a la loi forte des grands
nombres. O

Voici enfin une propriété importante de non-régularité des trajectoires du mouvement

Brownien.

Théoréme 7.3.1. Les trajectoires t — By(w) sont presque stirement nulle part lipschitzi-
ennes, donc ausst nulle part différentiables.

DEMONSTRATION. Fixons un C' < oo et introduisons, pour n > 1,

3
Ay = {w: 3s € [0,1] t.q. | Bi(w) — By(w)] < Ot — s| si |t — s| < E} .

11 s’agit de montrer que P(A,,) = 0 pour tout n. Observons que si n augmente, la condition
s’affaiblit, donc A, C A,4+1. Soit encore, pour n >3 et 1 <k < n— 2,

Vi) = max {|Biegym(@) = Biowj-y/(@)]}

j=0,1,2
n—2

B, = U {w: Yin(w) < %}
k=1

L’inégalité triangulaire implique A,, C B,. En effet, soit w € A,. Si par exemple s = 1,
alors pour k =n — 2

n n

3 2
| Bn—3)/n(@) = B(n—2)/n(W)| < |Bin—g)/m(w)—Bi(w)|+|B1(w) = Bn—2)/n(w)| <C<+>

donc w € B,,. 1l suit des propriétés des incréments indépendants et d’échelle que

P(A,) < P(Bn) < nIP<\Bl/nI 50) —”]P’<|Bl| f/%) g”(%f)

11 suit que P(A,) — 0 pour n — oo. Mais comme P(A4,,) < P(A,+1) pour tout n, ceci
) =

implique P(A

0 pour tout n. ]
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7.4 Temps d’arrét

Soit {Bt}+>0 un mouvement Brownien standard. Nous allons laisser de coté les détails
techniques de la construction de l'espace probabilisé (2, F,P) sur lequel B; est défini (la
construction utilise le théoreme d’extension de Kolmogorov). Précisons simplement que
I'univers €2 peut étre identifié a ’ensemble des fonctions continues f : R — R telles que
f(0) = 0. Introduisons pour tout ¢ > 0 la tribu

Fi =0 ({Bs}o<s<t) » (7.4.1)

contenant les événements ne dépendant que du mouvement Brownien jusqu’au temps t.
La suite {F;}+>0 est une suite croissante de sous-tribus de F, c’est la filtration canonique
engendrée par le mouvement Brownien.!

Définition 7.4.1 (Temps d’arrét). On appelle temps d’arrét une variable aléatoire T :
Q — [0,00] telle que {T <t} € F; pour tout t > 0.

Remarquons que si {7 < t} € Fy, alors

{T<t}—U{T§t—Tll}€ft. (7.4.2)

n>1

La continuité & droite de la filtration montre en plus que si {7 < t} € F;, alors

{Tgt}:m{7'<t+:b}eft. (7.4.3)

n=1

On peut donc remplacer sans autres 7 < t par 7 < t dans la définition des temps d’arrét
(ce qui n’est pas le cas pour les processus en temps discret).

Commencons par énoncer quelques propriétés de base permettant de construire des
exemples de temps d’arrét.

Proposition 7.4.2.

1. Soit A un ouvert. Alors le temps de premier passage dans A, T4 = inf{t > 0: B, € A}
est un temps d’arrét.

2. SiT, est une suite décroissante de temps d’arrét telle que 1, — T, alors T est un temps
d’arrét.

3. Si T, est une suite croissante de temps d’arrét telle que 1, — 7, alors T est un temps
d’arrét.

4. Soit K un fermé. Alors le temps de premier passage dans K est un temps d’arrét.

DEMONSTRATION.
1. Par continuité de By, {74 <t} = cq 4<:1Bq € A} € Fi.
2. Ona{r <t} =U,>{m <t} € F.
3. Ona {1 <t} =, {m <t} € F.

'Pour étre précis, on préfere considérer 7/ = (., Fs, qui est continue a droite : F; = (., F+. Pour
des raisons techniques, on compleéte en général cette tribu par les ensembles de mesure nulle (c.f. [Dur96,
Section 7.2]).
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4. Soit Ay = U e (x—1/n,2+1/n) et 7, le temps de premier passage dans A,. Comme
A, est ouvert, 7, est un temps d’arrét par 1. Les A,, étant décroissants, les 7,, sont
croissants. Soit o = lim,,_,c 7, € [0, 00]. Comme 7T > 7, pour tout n, on a o < 7.
Si 0 = 00, alors Tx = 0o = o. Supposons que o < co. Comme B, € A, et B, — By,
il suit que B, € K et donc 7 < 0. Ainsi 7x = o et le résultat suit de 3. ]

Comme dans le cas & temps discret, nous introduisons

Définition 7.4.3 (Tribu de événements antérieurs). Soit 7 un temps d’arrét. Alors la

tribu
Fr={AeF: An{r <t} e /vt >0} (7.4.4)

est appelée la tribu des événements antérieurs a 7.

Proposition 7.4.4.

1. Sio et T sont des temps d’arrét tels que o < 7 alors Fo C Fr.

2. Si T, — T est une suite décroissante de temps d’arrét, alors Fr = (), Fr,-
DEMONSTRATION.

1. Voir la preuve de la Proposition 5.1.5.
2. D’une part par 1., on a F,, D F, pour tout n. D’autre part, soit A € (), F,. Comme
An{r, <t} € F; et 7, décroit vers 7, on a AN{r <t} € F, donc (), Fr, C Fr. O

L’une des propriétés les plus importantes du mouvement Brownien, liée aux temps

d’arrét, est la propriété de Markov forte.

Théoréme 7.4.5 (Propriété de Markov forte du mouvement Brownien). Si 7 est un temps
d’arrét tel que P{T < oo} =1, alors { B;++— B+ }t>0 est un mouvement Brownien standard,
indépendant de F.

DEMONSTRATION. Voir [Dur96, Section 7.3] ou [McK69], p. 10. O

Corollaire 7.4.6 (Principe de réflexion). Pour L > 0 et 7 = inf{t > 0: By > L}, le
processus

Lt <
S PO ras
est un mouvement Brownien standard.
Voici une application classique du principe de réflexion.
Corollaire 7.4.7. Pour tout L > 0,
]P’{ sup B, > L} = 9P{B, > L}. (7.4.6)

0<s<t
DEMONSTRATION. Si 7 = inf{t > 0: B; > L}, alors {supgc,<; Bs > L} = {7 < t}. Les
trajectoires du mouvement Brownien étant continues, By > L implique 7 < t. Ainsi,
P{B;>L}=P{B, > L,7 <t}
=P{2L - B, < L, 7 <t}
=P{Bf < L,7 <t}
=P{B; < L,7 <t} (7.4.7)

Le résultat suit de la décomposition P{r <t} =P{B; < L,7 <t} +P{B; > L, 7 <t}. O
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On remarquera que lorsque ¢t — oo, 'expression (7.4.6) tend vers 1, donc le mouvement
Brownien atteint presque stirement tout niveau L.

7.5 Mouvement Brownien et martingales

Le mouvement Brownien, ainsi que toute une série de processus dérivés, sont des martin-
gales. Les martingales, sur- et sous-martingales sont définies comme dans le cas discret,
sauf qu’on considere tous les temps ¢ > s, pour lesquels F; D F,. Commengons par con-
sidérer le mouvement Brownien.

Théoréme 7.5.1 (Propriété de martingale du mouvement Brownien). Le mouvement
Brownien est une martingale par rapport a la filtration canonique {Fi}>0-

DEMONSTRATION. Pour tout t > s > 0, on a
E(By|Fs) = E(B, — Bs|Fs) + E(Bs|Fs) = E(B,—s) + Bs = By,
en vertu de la propriété différentielle et de la propriété des incréments indépendants. [J

L’inégalité de Jensen implique que B? et e?P* pour v > 0 sont des sous-martingales.
Le résultat suivant montre qu’en les modifiant de maniere déterministe, on obtient des
martingales :

Proposition 7.5.2.

1. B? —t est une martingale.

2. Pour tout v € R, exp(yBy — v%t/2) est une martingale.
DEMONSTRATION.

1. E(B?|Fs) = E(B2 +2Bs(By — Bs) + (B; — Bs)?|Fs) = B2+ 0+ (t — s).
2. B(e7Bt | Fy) = 7B B(e7Bi=Bs) | F,) = e7Bs B(e7Bi+), et

0 efx2/2(tfs)

]E(e'VBtfs) _ » pots T de = 7’ (t=5)/2
par complétion du carré. O
On peut donc écrire
Bl =t+ M, M; martingale , (7.5.1)

ce qui est 'analogue de la décomposition de Doob du cas en temps discret. Le processus
croissant associé au mouvement Brownien est donc donné par

(B)y=t. (7.5.2)
Ceci peut étre vu intuitivement comme conséquence du fait que
E((Bi — Bs)* | Fs) =E((B: — By)®) =E(Bf,) =t —s, (7.5.3)

et donc que laccroissement infinitésimal de B? est en moyenne E((Bs qs — Bs)?|Fs) = ds.

Nous donnons deux types d’applications de la propriété de martingale. Un premier type
d’applications suit du fait qu'une martingale arrétée est encore une martingale (c.f. Sec-
tion 5.2).
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Proposition 7.5.3. Soit X; une martingale continue a droite, adaptée a une filtration
continue a droite. Si T est un temps d’arrét borné, alors E(X;) =E(Xj).

DEMONSTRATION. Soit n un entier tel que P{r < n—1} =1, et 7, = ([2™7] +1)/2™. Le
processus discrétisé {Y," }r>1 = Xjo-m est une martingale pour la filtration F}* = Fro-m,
et o, = 2™, est un temps d’arrét pour cette filtration. Il suit que

Xy =Y = BV | F ) = B(X0|Fr,) - (7.5.4)

Om

Lorsque m — oo, X;,, tend vers X, par continuité a droite, et F,  \, Fr par la Proposi-
tion 7.4.4. Ceci implique que X, = E(X,,|F;). Par la propriété de martingale, il suit que
E(X;) =E(X,) = E(Xy). O

Voici quelques applications de ce résultat.

Corollaire 7.5.4.
1. Soit 7, = inf{t > 0: z + B, = a}. Alors pour a < x <b on a

b—=x
P{r, = . 5.
{Ta <1} s (7.5.5)
2. Soita <0 <b, et T=1inf{t > 0: B; & (a,b)}. Alors
E(7) = |ab| . (7.5.6)
3. Soita >0 etT=inf{t > 0: B; € (—a,a)}. Alors pour A >0,
1
Ee )= —— (7.5.7)

cosh(av/2)) -

DEMONSTRATION.

1. Soit 7 = 74 A 1. Alors E(z + Bya) = x. Le Corollaire 7.4.7 montre que 7, et 7 sont
finis presque sturement, donc aussi 7. Faisant tendre ¢ vers l’infini, on obtient

x=E(x+ B;) = aP{ry < 7} + bP{7, < 70} ,

et le résultat suit en résolvant par rapport a P{7, < 73}.
2. Comme B? —t est une martingale, on a E(B2,,) = E(7At). Le théoréme de convergence
dominée et (7.5.5) permettent d’écrire

b b
_ o 2 ) _|(B2) = 2 21— = -
E(T)—tli,mooE(T/\t)_th_fgoE(Bﬂ\t)_E(BT)_G b—a+b (1 b—a) ab .

2 . _~2 .
3. Comme e"Bt=7°/2 est une martingale, on a E(e¥B¢=7"(7A)/2) — 1 Faisant tendre t
vers 'infini et invoquant le théoréme de convergence dominée, on obtient

E(e’yB-r_'Y27'/2) -1.

Par symétrie, on a P{B, = —a} = P{B; = a} = 1/2 et B; est indépendant de 7. Par

conséquent, , ,
E(eYB7=7"7/2) = cosh(ya)E(e™ 7/?)
et le résultat suit en prenant v = V2. O

Remarquons que E(e*)‘f) est la transformée de Laplace de la densité de 7, donc

Pexpression (7.5.7) permet de trouver cette densité par transformée de Laplace inverse.
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Le second type d’applications que nous considérons suit de 'inégalité de Doob.

Théoréme 7.5.5 (Inégalité de Doob). Soit X; une sous-martingale & trajectoires contin-
ues. Alors pour tout A > 0,

1
]P’{ sup X > )\} < <EX[). (7.5.8)
0<s<t A
DEMONSTRATION. Voir la preuve du Théoréme 5.2.4. O

Corollaire 7.5.6. Pour tout v, A > 0,

IP’{ sup [Bs - 'yg} > A} <e . (7.5.9)

0<s<t

7.6 Exercices

Exercice 7.1. Montrer que pour tout 7 € R, le processus X; = e~ 7t/2 cosh(vBy) est une
martingale.
En déduire une autre preuve du fait que 7 = inf{t > 0: B; € (—a, a)} satisfait

1
E(e™)= ——— .
( cosh(av2\)
Exercice 7.2.
1. Montrer que si X; = f(By,t,7) est une martingale, alors (sous des conditions de

régularité qu’on précisera) % f(By,t,7) est également une martingale.
2. Soit f(z,t,vy) = e1*=7*1/2_ Calculer le développement limité de f en v = 0 jusqu’a
I'ordre 4*. En déduire deux nouvelles martingales dérivées du mouvement Brownien.
3. Soit 7 = inf{t > 0: B; € (—a,a)}. Calculer E(72) & I'aide du résultat précédent.

Exercice 7.3. Pour a,b > 0, on pose X; = By — bt et 7 = inf{t > 0: X; = a}.

1. En utilisant la martingale Y Bi=7?t?/ 2 ou v est la solution positive de 42 —2by—2\ = 0,
calculer
E(e_m— 1{7’<oo}) :

2. Particulariser au cas b = 0.
3. Soit b > 0. En choisissant une valeur convenable de A, déterminer P{7 < co}.

Exercice 7.4. Le but de ce probleme est de montrer, de trois manieres différentes, que la
premiere intersection d’un mouvement Brownien bidimensionnel avec une droite suit une
loi de Cauchy.

Soient {Bt(l)}t>o et {B§2)}t>0 deux mouvements Browniens standard indépendants. On
dénote par F; la filtration engendrée par (Bt(l), Bt(Q)). Soit {X¢}=0 le processus a valeurs
dans C donné par

X, =i+BY +iB® .

Soit
7=inf{t >0: X, e R} =inf{t > 0: 1+ B¥ =0} .
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1. Approche martingale.

(a) Montrer que Y; = ¢*** est une martingale pour tout A > 0.
(b) Calculer E(e**7) pour tout A > 0, puis pour tout A € R.
(¢) En déduire la loi de X.

. Approche principe de réflexion.

(a) Déterminer la densité de Bt(l).

(b) En utilisant le principe de réflexion, calculer P{7 < t} et en déduire la densité
de 7. La propriété d’échelle du Brownien permet de simplifier les calculs.

(c) En déduire la loi de X, = BY,

. Approche invariance conforme.

On rappelle qu’'une application f : C — C est conforme si elle préserve les angles. On
admettra le résultat suivant: le mouvement brownien bidimensionnel est invariant
conforme, c’est-a-dire que son image sous une application conforme est encore un
mouvement brownien bidimensionnel (a un changement de temps pres).

(a) Soit lapplication conforme f: C — C définie par

z—1

f(z):z+i'

Vérifier que c’est une bijection du demi-plan supérieur H = {z € C: Imz > 0}
dans le disque unité D = {z € C: |z| < 1} qui envoie i sur 0.

(b) Par un argument de symétrie, donner la loi du lieu de sortie de D du mouvement
Brownien issu de 0. En déduire la loi de X,.



Chapitre 8

L’intégrale d’Ito

Le but de 'intégrale d’It6 est de donner un sens a des équations de la forme

ax dB;
S = HX) + ()

Par exemple, si f = 0 et g = 1, on devrait retrouver X; = Xy+ By, décrivant le mouvement
suramorti d’une particule Brownienne.

Le probleme est que, comme nous ’avons mentionné, les trajectoires du processus de
Wiener ne sont pas différentiables, ni méme a variations bornées.

Comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, on interprete une solution
de I’équation différentielle (8.0.1) comme une solution de I’équation intégrale

(8.0.1)

t t
Xt:X0+/O f(Xs)ds+/0 9(X,)dB; . (8.0.2)

C’est & la deuxieme intégrale qu'il s’agit de donner un sens mathématique. Si s — g(Xy)
était différentiable, on pourrait le faire a 'aide d’une intégration par parties, mais ce n’est
en général pas le cas. Itd0 a donné une autre définition de l'intégrale stochastique, qui
s’applique a une classe beaucoup plus vaste d’intégrants (et donne le méme résultat que
I'intégration par parties dans le cas différentiable).

8.1 Définition

Notre but est de définir 'intégrale stochastique

t
/ X, dB, (8.1.1)
0

simultanément pour tous les t € [0, 7], ou X; est lui-méme un processus stochastique. Plus
précisément, nous supposerons que X; est une fonctionnelle Brownienne non-anticipative,
c’est-a-dire ({F:}i>0 désignant la filtration canonique engendrée par {B;}i>0)

1. X est mesurable par rapport a F;
2. X; est adapté a Fy, c’est-a-dire mesurable par rapport a F; pour tout t € [0, 7.

Ceci revient a exiger que X; ne dépende que de I'histoire du processus de Wiener jusqu’au
temps ¢, ce qui est raisonnable au vu de (8.0.2). En outre, nous allons supposer que

P{/OTXEdt<oo}:1. (8.1.2)

65
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Remarque 8.1.1. On peut admettre que X; dépende de variables aléatoires supplémen-
taires, indépendantes de By; par exemple, la condition initiale peut étre aléatoire. Il con-
vient alors d’étendre les tribus F et F; dans la définition ci-dessus a des tribus plus grandes
A et A;, ou A; ne doit pas dépendre de la tribu engendrée par {Bi1s — Bi}s>o0.

Dans un premier temps, nous allons définir I'intégrale stochastique pour un intégrant
simple.

Définition 8.1.2. Une fonctionnelle Brownienne non-anticipative {e;}ycpo,r] est dite sim-

ple ou élémentaire s’il existe une partition 0 = tg < t; < --- < ty = T de [0,T] telle
que
N
“ = Z €t s Lty ) (1) - (8.1.3)
k=1

Pour une telle fonctionnelle, nous définissons I'intégrale stochastique par

t m
/ (2 st = Z €t [Btk — Btkfl] + €t [Bt — Btm} s (814)
0 k=1

ot m est tel que t € [ty tyt1)-
Il est aisé de vérifier les propriétés suivantes:

1. Pour deux fonctionnelles simples e(!) et e(2),

t t t
/ (elV) + @) dB, :/ ell) dB, +/ e dB; . (8.1.5)
0 0 0
2. Pour toute constante c,
t t
/ (ces) dBs; = c/ e, dB; . (8.1.6)
0 0

3. I’ 1ntegrale (8.1.4) est une fonction continue de ¢.

4. Si fo (les]) ds < oo, alors
t
E</ esst> ~0. (8.1.7)
0

DEMONSTRATION. Posons t,11 =t. On a

E(/Ot es st> = E(Tnil et 1 (Bi, — Btk_1)>

k=1
m—+1

= Z €ty 1 Btk - Btk—l) =0,
—_—
0

en vertu des propriétés des incréments indépendants et gaussiens. ]

5. Si fo ds < 00, on a 'isométrie d’Ito

E((/Ot es dBS>2> = /OtE(ez)ds. (8.1.8)
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DEMONSTRATION. Posons t,,11 =t. On a

E((/Ot es dB5>2> = E(Tg:l e, et (B, — By,_,) (By, — Btl_1)>

k,l=1
m+1

=3B )B(By By )

te—tr—1

= /tIE(ez) ds . (8.1.9)
0

Nous avons utilisé la propriété des incréments indépendants afin d’éliminer les termes
k # 1 de la double somme, et le fait que e; est non-anticipative. O

L’idée d’It6 pour définir I'intégrale stochastique d’une fonctionnelle non-anticipative

générale X est de trouver une suite de fonctionnelles simples e(™ approchant X dans
L?(P), c’est-a-dire

lim [ E((X,—e™)?)ds=0. (8.1.10)

n—oo 0

L’isométrie (8.1.8) nous permet alors d’affirmer que la limite suivante existe dans L?(P):

t t
lim [ e™dB,= / X,dB; . (8.1.11)
0

n—oo 0

C’est par définition l'intégrale d’It6 de X.

Nous allons maintenant prouver que cette construction est bien possible, indépendante
de la suite des e, et que l'intégrale résultante est une fonction continue de ¢. Nous
commencons par énoncer deux lemmes préparatoires. Dans ce qui suit, nous utilisons la
notation abrégée

P{An,nﬁoo}zl = P{ZIA%<OO}:1 & P{limsupAg}:o. (8.1.12)
n=1 n

Autrement dit, avec probabilité 1, une infinité de A, sont réalisés, c’est-a-dire que pour
presque tout w € €, il existe ng(w) < oo tel que A, > w pour tout n > no(w). Le lemme
de Borel-Cantelli affirme que c’est le cas si la somme des P{A$} converge.

Lemme 8.1.3. Pour toute fonctionnelle non-anticipative X satisfaisant (8.1.2), il existe
une suite {e™},>1 de fonctionnelles simples telles que

T
]P{/ (Xt—eﬁ”))zdtgrn,n—mo} —1. (8.1.13)
0
DEMONSTRATION. Considérons les fonctionnelles simples
9-m|gmy|
™R — ok / X, ds . (8.1.14)
(2—m|2m¢|—2-k)vO

Faisant tendre d’abord m, puis k vers l'infini, on s’apercoit que fOT(Xt — egm’k))2 dt — 0.
On peut donc trouver des suites m,, et k, telles que e(™ = e(mnkn) gatisfasse

T
JP{/ (X, —ei™)2dt > 2—"} <27, (8.1.15)
0

La relation (8.1.13) suit alors du lemme de Borel-Cantelli. O
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Lemme 8.1.4. Pour une suite {f n }n>1 de fonctionnelles non-anticipatives simples sat-
isfaisant ]P’{fo 2dt <27 n— oo} =1 et tout 6 > 1,

{Sup /f dB, \/Og” —>oo} 1. (8.1.16)
o<t<T

DEMONSTRATION. Pour tout v € R, le processus stochastique

t 2 t
M = eXp{V/O fmaB, - 72/0 (fs("))2d5} (8.1.17)

est une martingale par rapport a {B;};>0. En effet, nous avons démontré cette propriété
pour f (") =1 dans la proposition 7.5.2. La méme démonstration montre que si f (n) = ¢
ol ¢ est une variable aléatoire mesurable par rapport a Fg, alors E(M|Fs) = M;. Le cas
d'un £ simple arbitraire est alors traité par récurrence.

L’inégalité de Doob implique

{ozlET(/ fi" dB, - / (F)? dS) > L} <e . (8.1.18)

Posons alors v = 1/2" logn et L = 0+/2-("+1) logn. Utilisant 'hypothése sur les f(")

nous obtenons

t
IP’{ sup </ £ st> > (1+0)y/2-(+1) logn} Lelloen — =0 (8.1.19)

o<t<T \Jo
Le lemme de Borel-Cantelli nous permet alors de conclure. ]

Théoréme 8.1.5. La limite (8.1.11) eziste, est indépendante de la suite des {e(™},>1
convergeant vers X, et est une fonction continue de t.

DEMONSTRATION. Quitte & passer & une sous-suite, nous pouvons choisir les e(™ de
maniere a satisfaire (8.1.13). Mais ceci implique aussi que

T
IP’{/ (eﬁ") - egnfl))th < const 27", n — oo} =1. (8.1.20)
0

Le lemme 8.1.4 montre alors que

t 1
P{ sup / (eg") - egn_l)) dBs| < const 0 Og?,n — oo} =1. (8.1.21)
o<t<T|Jo A
Ainsi la suite des fg egn) dB; est de Cauchy presque stirement, et dans ce cas elle converge
uniformément. O

8.2 Propriétés élémentaires

Les propriétés suivantes sont prouvées aisément pour des processus X et Y non-anticipatifs
satisfaisant la condition d’intégrabilité (8.1.2).
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1. Linéarité:
t t t
/ (X, +Y,)dB, = / X, dB, +/ Y, dB, (8.2.1)
0 0 0
et
t t
/ (cX,)dB, = ¢ / X, dB, . (8.2.2)
0 0
2. Additivité: Pour 0 <s<u <t < T,
t u t
/ X,dB, = / X, dB, +/ X,dB, . (8.2.3)
S S u
3. Pour un temps d’arrét ,

TAT T
/ X, dB; = / Lier X¢ dB; . (8.2.4)
0 0

4. Si fOT E(X?)dt < oo, alors pour tout ¢t < 7,

E(/Ot X, dBS> =0 (8.2.5)
E<</0th d35)2) :/OtIE(XSQ)ds. (8.2.6)

De plus, le processus {fg X st}t>0 est une martingale.

5. Le processus
t 1 t
M; = exp{/o X,dB, — 2/0 X2 ds} (8.2.7)

et

est une surmartingale.

8.3 Un exemple

Nous donnons ici un exemple de calcul explicite d’une intégrale stochastique par la méthode
d’It6:

¢ 1 t
/ BsdB, = -B? — - . (8.3.1)
0 2 2

Le résultat, quelque peu surprenant au premier abord, prendra tout son sens lorsque nous

aurons vu la formule d’It0.
(n)

Considérons la suite de fonctionnelles simples définies par e; " = Bj-n|gny. 1l suffit
alors de vérifier que
t 1 t
i (n) —-p2_"C
nh_{glo ; ey dB; th 5 (8.3.2)
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Notons t, = k27" pour k < m = [2"t] et t;,41 = t. Il suit de la définition (8.1.4) que

t m—+1
2/ eMdB, =2 By, ,(By — By,_,)
0 k=1
m+1 )
= [BtQk - BtQk—l - (Btk - Btkfl) }
k=1
m+1 )
=B — ) (B, — By ,) . (8.3.3)
k=1
Considérons la martingale
m+1 ) m+1 )
Mt(n) - Z (B, — By ,)" —t= Z (B, = By oy)” — (ke — te—1)] - (8.3.4)
k=1 k=1

Les termes de la somme sont indépendants et d’espérance nulle. Nous avons donc

m—+1

E((M™)’) = 3 B([(By — Biy)” = (s — tr1)])

k=1

(m+ DE([(Bi, — By)” — (t1 — t0)]°)

const 2”E(|:(B2—n)2 - 2_"}2)

= const 2*"E([(B1)2 - 1]2)

< const 277, (8.3.5)

NN

a cause de la propriété d’échelle. (Mt(n))2 étant une sous-martingale, I'inégalité de Doob
nous donne

}P’{ sup (MS(”))2 > n22_”} < Q”n_QE((Mt(n))z) < const n™2 . (8.3.6)
0<s<t
Le lemme de Borel-Cantelli nous permet alors de conclure que
]P’{ sup ‘M§")‘ <n27% n - oo} =1, (8.3.7)
0<s<t

ce qui prouve (8.3.2).

8.4 La formule d’Ito

Considérons une intégrale stochastique de la forme

t t
Xt=X0+/ fsds—i-/gsst, te[0,T] (8.4.1)
0 0

ou Xy est indépendante du mouvement Brownien, et fs et g5 sont des fonctionnelles non-
anticipatives satisfaisant
T
IP’{/ \fsds<oo} =1
0

P{/Ong ds < oo} =1. (8.4.2)



8.4. LA FORMULE D’ITO 71

Le processus (8.4.1) s’écrit également sous forme différentielle

dX: = frdt + ¢g: dB; . (8.4.3)
Par exemple, la relation (8.3.1) est équivalente a

d(B?) = dt +2B;dB; . (8.4.4)

La formule d’It6 permet de déterminer de maniere générale 'effet d’un changement de
variables sur une différentielle stochastique.

Lemme 8.4.1 (Formule d’1t6). Soitu : [0,00) xR — R, (¢, z) — u(t, ) une fonction con-
tintiment différentiable par rapport a t et deux fois continument différentiable par rapport
a x. Alors le processus stochastique Yy = u(t, X;) satisfait I’équation

tou tou tou
Yt—Yo—F/O &(S’Xs)d8+/(] 813(8sz)de8+/0 %(S,Xs)gsst

t 92

i W(s, X.)g2ds . (8.4.5)

T3
DEMONSTRATION. Il suffit de prouver le résultat pour des fonctionnelles simples, et par
I'additivité des intégrales, on peut se ramener au cas de fonctionnelles constantes. Mais
alors Xy = fot + goB: et Vi = wu(t, fot + goB:) peut s’exprimer comme une fonction
de (t,By). Il suffit en définitive de considérer le cas X; = B;. Or pour une partition
O=tr<th1 <---<tp,=t,ona

n

u(ta Bt) - U(Oa 0) = Z [u(tk’ Btk) - u(tk—b Btk)] + [u(tk’—b Btk) - u(tk—lv Btk—l)]

k=1
ou

Z o7 (i1 B ) (b = thr) + 5 (teo1, By ) (Bry, — B,

182 ) ,
*s 20 53 (11, By ) (B, = By,,) +<9(tk — 1) + o((By, — By, _,)?)

8u 82
_Oat(SB ds+/8 sB)dB+ 82(33)01
10%u )
T Z 2 92 = 1’Btk—1)[(Btk — By )" = (tk — tkfl)] +o(1).
(8.4.6)
(n

La somme se traite comme M, ) dans la section 8.3 lorsque t —tx_1 — 0, c.f. (8.3.4). O

Remarque 8.4.2.

1. La formule d’It6 s’écrit aussi sous forme différentielle,

ou ou 10%u

dy; = m —(t, Xy) dt + — o (t, Xe)[frdt + g dBy] + 332 2(t Xy)g?dt . (8.4.7)
2. Un moyen mnémotechnique pour retrouver la formule est de I’écrire sous la forme
ou ou 10%u
dY; = —dt dX dx? 4.
t ot + = o t+ 5 291 9.2 t (8 8)

ott dX? se calcule en utilisant les regles

dt? =dtdB; =0, dB?=dt. (8.4.9)



72 CHAPITRE 8. L’INTEGRALE D'ITO

3. La formule se généralise a des fonctions u(t, Xt(l), e ,Xt(n)), dépendant de n processus
définis par dXt(z) = ft(l) dt + g,gz) dB;, en

2 . .
0 ;m ax?ax" (8.4.10)
? J

Ox;

_ ou ou G 1
av; = - dt+zi:a$idXt +2;

ot dX{Pdx = gl dt .

Exemple 8.4.3.

1. Si X; = B; et u(w) = 22, on retrouve la relation (8.4.4).
2. SidX; = ¢g;dB; — %gtz dt et u(x) = e*, on obtient

d(e*) = geXt dB; . (8.4.11)
Ainsi la martingale M; = exp{’th — 72%} de la proposition 7.5.2 est la solution de
I’équation dM; = yM; dBy.
8.5 Exercices

Exercice 8.1. On consideére les deux processus stochastiques
¢
Xt:/ e*dB, , Vi=e¢tX,.
0
. Déterminer E(X;), Var(X;), E(Y;) et Var(Y;).
. Spécifier la loi de X; et de Y;.
. Montrer que Y; converge en loi vers une variable Y, lorsque t — oo et spécifier sa loi.
. Exprimer dY; en fonction de Y; et de B;.
t
X = / sdBg .
0
Calculer E(X;) et Var(Xy).
Quelle est la loi de X7

Calculer d(tBy) a laide de la formule d’Tt6.
En déduire une relation entre X; et

t
Yt:/Bsds.
0

(a) directement a partir de sa définition;
(b) en calculant d’abord la covariance de By et X}, a I'aide d’une partition de [0, t].

En déduire la loi de Y;.

NGO NI

Exercice 8.2. Soit

Ll e

5. Calculer la variance de Y3,
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Exercice 8.3 (Inégalité de Bernstein).

1. Soit Y une variable aléatoire normale centrée, de variance o?. Montrer que
2
E(GY) — /2

2. Soit By un mouvement Brownien standard, et ¢ : [0,7] — R une fonction indépen-
dante de By. Pour t € [0,T] on pose

t
Xt—/ »(s) dBs
0

Calculer E(X}) et Var X;. On précisera les hypotheses faites sur la fonction ¢.

3. Montrer que
1 t
M; = exp{Xt — / o(s)? ds}
2 Jo
est une martingale.
4. Démontrer 'inégalité de Bernstein : Pour tout A > 0,

AQ
IP’{ X > A} < —
ooy eXp{ 2c1><t>}

ou P(t) :/0 o(s)?ds.

Exercice 8.4 (Intégrale de Stratonovich). Soit {B;};c[o,7] un mouvement Brownien stan-
dard. Soit 0 =tg < t; < --- <ty = T une partition de [0,77], et soit

N
e =D eu i Ly a0 (t)
k=1

une fonction simple, adaptée a la filtration canonique du mouvement Brownien.
L’intégrale de Stratonovich de e; est définie par

r o al €ty + Cty_1 N o
epodBy =Y " tAB, ot ABy =By — By, -
0 k=1

L’intégrale de Stratonovich fOT X; odB; d’'un processus adapté X; est définie comme la

limite de la suite fOT egn) odBy, ot (™ est une suite de fonctions simples convergeant vers
X, dans L2. On admettra que cette limite existe et est indépendante de la suite e(™.

1. Calculer T
/ B;odB; .
0

2. Soit g : R — R une fonction de classe C?, et soit X; un processus adapté satisfaisant
t
X = / 9(Xs) odBs vVt € [0,T] .
0

Soit Y; 'intégrale d’'Ito
t
th :/ g(Xs) st .
0

Montrer que

1 t
X, -V, = 2/ J(X)g(Xs)ds  Veel[o,T].
0
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Chapitre 9

Equations différentielles
stochastiques

Nous avons maintenant tous les éléments en main pour définir la notion de solution d’une
équation différentielle stochastique (EDS), de la forme

ou f,g: R x [0,7] - R sont des fonctions déterministes mesurables. La fonction f est
communément appelée coefficient de dérive, alors que g est appelée coefficient de diffusion.
Dans tout ce chapitre, nous supposons que

e Soit Xy € R est une constante, et alors {]:t}te[o,T] désigne la filtration engendrée par
le mouvement Brownien.

e Soit Xg : 2 — R est une variable aléatoire, de carré intégrable, et indépendante du
mouvement Brownien. Dans ce cas, {ft}te[O,T] désignera la filtration engendrée par le
mouvement Brownien et par Xj.

9.1 Solutions fortes

Définition 9.1.1. Un processus stochastique {Xt}te[o,T] est appelé une solution forte de
I’EDS (9.0.1) avec condition initiale Xo si

o X, est Fi-mesurable pour tout t € [0,T];
e on a les conditions de régularité

IP{/OTU”(XS,S)]ds < oo} = IP{/OTg(XS,s)st < oo} =1; (9.1.1)

e pour toutt € [0,T], on a

t t
Xt:XO—i—/ f(XS,s)ds—i—/ 9(Xs,s) dBg (9.1.2)
0 0

avec probabilité 1.

Remarque 9.1.2. On définit de maniere similaire la solution forte d’'une EDS multidi-
mensionnelle, c’est-a-dire qu’on peut supposer que X € R", f(x,t) prend des valeurs dans
R™, et, si B; est un mouvement Brownien de dimension k, g(x,t) prend des valeurs dans
les matrices n X k.
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Avant de montrer 'existence de solutions fortes dans un cadre général, nous donnons
quelques exemples d’équations pour lesquelles une solution peut étre donnée explicitement
sous forme d’intégrales. Il n’est pas surprenant que de tels cas solubles sont extrémement
rares.

Exemple 9.1.3. Considérons ’'EDS linéaire avec “bruit additif”

ol a et o sont des fonctions déterministes. Dans le cas particulier o = 0, la solution peut
s’écrire simplement

t
X, =e"WXy, at)= / a(s) ds . (9.1.4)
0
Ceci suggere d’appliquer la méthode de la variation de la constante, ¢’est-a-dire de chercher

une solution de la forme X; = e®®Y;. La formule d’It6 appliquée & Y; = u(X;,t) =

e—a(t) X; nous donne

aY; = —a(t) e D X, dt + e W) dX, = e W 5(¢) dB; , (9.1.5)

d’ol en intégrant et en tenant compte du fait que Yy = X,
t
Y, = Xo + / ) 5(s) dB . (9.1.6)
0
Ceci donne finalement la solution forte de 1’équation (9.1.3)
t
X, = Xpeo 1 / e00-0(s) (5) dB, . (9.1.7)
0

On vérifie effectivement (9.1.2) en appliquant encore une fois la formule d’It6. On notera
que si la condition initiale X est déterministe, alors X; suit une loi normale, d’espérance
E(X;) = Xge*® et de variance

t
Var(X;) = / e2el)=als)) 5(5)2 ds | (9.1.8)
0

en vertu de 'isométrie d’It0.

Exemple 9.1.4. Soit 'EDS linéaire avec “bruit multiplicatif”
dX; = (I(t)Xt dt + O'(t)Xt dB; , (919)

avec a nouveau a et o des fonctions déterministes. Nous pouvons alors écrire

4,

< - a(t)dt + o(t) dB; . (9.1.10)

En intégrant le membre de gauche, on devrait trouver log(Xy), mais ceci est-il compatible
avec le calcul d’It6? Pour s’en assurer, posons Y; = u(X;) = log(X;). Alors la formule d’It6

donne
1 1

dY; = — dX; — — dX?
Tx, T ax2

— a(t) dt + o () dB; — %a(t)2 dt . (9.1.11)
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En intégrant et en reprenant ’exponentielle, on obtient donc la solution forte

X, = X, exp{/ot [a(s) - %a(s)Q] ds + /Ota(s) st} . (9.1.12)

En particulier, si a = 0 et 0 = «, on retrouve la martingale X; = Xgexp{vB; — 7*t/2},
appelée mouvement Brownien exponentiel.

9.2 Existence et unicité de solutions

Nous donnons d’abord un résultat d’existence et d’unicité d’une solution forte sous des
conditions un peu restrictives sur les coefficients f et g.

Théoreme 9.2.1. Supposons que les fonctions f et g satisfont les deux conditions suiv-
antes:

1. Condition de Lipschitz globale: Il existe une constante K telle que

|f(@,t) = fy. )| + |g(z,t) — g(y, )| < K|z —y| (9.2.1)

pour tous les x,y € R et t € [0,T].
2. Condition de croissance: Il existe une constante L telle que

(@, )] + lg (2, )] < L(1 + |z[) (9.2.2)

pour tous les x € R et t € [0,T].

Alors ’EDS (9.0.1) admet, pour toute condition initiale Xo de carré intégrable, une solu-
tion forte {Xi}ic(o,r), presque sirement continue. Cette solution est unique dans le sens
que i { Xt }eepo,r) €t {Yitiepr) sont deux solutions presque sirement continues, alors

}P’{ sup | X; — Y| > O} = 0. (9.2.3)

o<t<T

DEMONSTRATION. Commencons par démontrer 1'unicité. Soient X; et Y; deux solutions
fortes de condition initiale Xg. Posons ¢(t) = f(X¢, t) — f(Yi,t) et v(t) = g(Xy, t) —g(Yi, t).
Alors en utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwartz et 1'isométrie d’It6 on trouve

E(X, - Vi) = EK/O o(s) ds+/0tv<s> st)z]
e ([0 ([ )
<2E [t /0t¢(s)2 ds] + 2R [/Ot'y(s)Z ds]

t
<201 +t)K2/ E(|Xs — Ys|?) ds .
0
Ainsi la fonction v(t) = E(|X; — Y;|?) satisfait I'inégalité

v(t) < 2(1+T)K? /Ot v(s) ds, (9.2.4)
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donc par l'inégalité de Gronwall,
v(t) < v(0) 2D — o (9.2.5)
puisque v(0) = 0. 11 suit que
P{|X; - Y| =0vteQNn[0,T]} =1, (9.2.6)

ce qui implique (9.2.3) en vertu de la continuité des trajectoires.
Afin de prouver 'existence, nous posons Xt(o) = X et définissons une suite {Xt(k)}keN
récursivement par

t t
x®HD _ x4 / FXW),s) ds + / g(X®) 5) dB, . (9.2.7)
0 0
Un calcul similaire au calcul ci-dessus montre que

t
E(| XD - xF ) <201+ T)KQ/ E(IX® — xF12) ds (9.2.8)
0

pour tout k > 1 et ¢t € [0, 7], alors que
E(|xM - x9)?) < At (9.2.9)
pour une constante A; = A;(L, T, Xy). Par récurrence, nous avons donc

k1 k+1
E(‘Xt(lﬂ—l) _Xt(k)‘Q) o AT

<Grr (9.2.10)

pour tout £ > 1 et ¢t € [0,7] et une constante Az = As(K, L, T, Xo). Il est alors facile
de vérifier que la suite des X*) est une suite de Cauchy dans L?(P x A), c’est-a-dire par
rapport au produit scalaire défini par la mesure P sur 2 et la mesure de Lebesgue A sur
[0, T7]. Il existe donc un processus limite

X, = lim X" e L2(P x \) . (9.2.11)
n—oQ

Il reste & montrer que c’est la solution forte cherchée. Faisons tendre k vers l'infini
dans (9.2.7). Le membre de gauche tend vers X;. La premiere intégrale dans le membre
de droite tend dans L?(P x \) vers l'intégrale de f(Xs,s)ds par l'inégalité de Holder.
La seconde tend dans L?(P x \) vers l'intégrale de g(X,,s)dBs par l'isométrie d’'Ito.
Ceci montre que X; satisfait (9.1.2). Les relations (9.1.1) sont satisfaites en conséquence
de la condition de croissance et du fait que Xy est de carré intégrable. Finalement, le
Théoreme 8.1.5 implique la continuité presque stire de X;. ]

Les conditions (9.2.1) et (9.2.2) sont en fait trop restrictives, et peuvent étre remplacées
par les conditions plus faibles suivantes :

1. Condition de Lipschitz locale: Pour tout compact I € R, il existe une constante
K = K(K) telle que

|f(x,t) = fy. )| + |9z, t) — 9(y, )| < K|z —y| (9.2.12)

pour z,y € K et t € [0,T].
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2. Condition de croissance: 1l existe une constante L telle que
xf(z,t) + gz, t)? < L*(1 + 2?) (9.2.13)

pour tous z,t.

Par exemple, le coefficient de dérive f(z,t) = —2? satisfait les conditions (9.2.12) et
(9.2.13), alors qu'il ne satisfait pas les conditions (9.2.1) et (9.2.2). Par contre, la condi-
tion de Lipschitz locale est nécessaire pour garantir 1'unicité, comme le montre le contre-
exemple classique f(x,t) = 322/3 (toute fonction valant 0 jusqu’'a un temps arbitraire
a, puis (t — a)® pour les temps ultérieurs est solution). De méme, le contre-exemple
f(x,t) = 22, dont les solutions divergent pour un temps fini, montre la nécessité de la
condition de croissance (9.2.13).

Sans entrer dans les détails, pour montrer I’existence d’une unique solution forte sous
les conditions (9.2.12) et (9.2.13), on procede en deux étapes, tout a fait similaires & celles
du cas déterministe :

e On montre que sous la condition de Lipschitz locale, toute trajectoire solution X;(w)
soit existe jusqu’au temps T', soit quitte tout compact K en un temps 7(w) < 7. Par
conséquent, il existe un temps d’arrét 7, appelé temps d’explosion, tel que soit 7(w) =
+oo et alors Xy(w) existe jusqu'au temps T, soit 7(w) < T, et alors X;(w) — +oo
lorsque t — 7(w).

e On montre que sous la condition de croissance, les trajectoires X;(w) ne peuvent pas
exploser (car le terme de dérive ne croit pas assez vite, ou ramene les trajectoires vers
Porigine si x f(x,t) est négatif).

9.3 Exercices
Exercice 9.1. On considere I’équation

ou a(t), b(t) et c(t) sont des processus adaptés.
Résoudre cette équation par la méthode de la variation de la constante, c¢’est-a-dire
1. Soit a(t) = fg a(s)ds. Vérifier que Xge*® est la solution de 1’équation homogene,
c-a-d avec b=c = 0.
2. Poser V; = e—a(t) X; et calculer dY; a l'aide de la formule d’Ito.

3. En déduire Y; puis X; sous forme intégrale.
4. Résoudre 'EDS
dX; = 1th—l—ldB Xo=0
A R 0T

Exercice 9.2. Résoudre 'EDS

1
AX; = —5 X dt+ /1 - X?dB,, Xy

a l'aide du changement de variable Y = Arcsin(X).

I
o
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Exercice 9.3.

1. En utilisant ’exercice 9.1, résoudre I’EDS:

dX; =

b— X
ttdt+dBt, 0<t<1l, Xo=a.

2. Déterminer la variance de X;. Calculer lim;_,; X; dans L.
3. Soit M; = fot(l — 5)~1dBs. Montrer que

IP’{ sup (1 —¢)| M| > 6} <

5 .
1-2-ngi1—2—n—1 g=2n

A l’aide du lemme de Borel-Cantelli, en déduire lim;_,;_ X; au sens presque sur.
4. Le processus X; est appelé un pont Brownien — expliquer pourquoi.

Exercice 9.4. On se donne 7, € R. Résoudre 1’équation différentielle stochastique

dY, = rdt + aY;dB,, Yy=1.

Indication : Soit le “facteur intégrant”

1
Fy = exp{—aBt + 2a2t} i

Considérer X; = F;Y;.



Chapitre 10

Diffusions

On appelle diffusion un processus stochastique obéissant & une équation différentielle

stochastique de la forme
dX; = f(Xy)dt + g(X¢) dB; . (10.0.1)

Le terme f(x) peut s’interpréter comme la force déterministe agissant sur une particule
dans un fluide au point z, et s’appelle donc le coefficient de dérive. Le terme g(x) mesure
leffet de I'agitation thermique des molécules du fluide en x, et s’appelle le coefficient de
diffusion.

Dans I’étude des diffusions, il est particulierement intéressant de considérer la dépen-
dance des solutions dans la condition initiale X¢ = x. La propriété de Markov affirme que
I’état X; en un temps donné ¢t détermine univoquement le comportement a tous les temps
futurs. Ceci permet de démontrer la propriété de semi-groupe, qui généralise celle du flot
d’une équation différentielle ordinaire. Un semi-groupe de Markov peut étre caractérisé
par son générateur, qui s’avere étre un opérateur différentiel du second ordre dans le cas
des diffusions. Il en résulte un ensemble de liens importants entre équations différentielles
stochastiques et équations aux dérivées partielles.

10.1 La propriété de Markov

Définition 10.1.1 (Diffusion d’It6). Une diffusion d’It6 homogene dans le temps est un
processus stochastique {X¢(w)}i=0 satisfaisant une équation différentielle stochastique de
la forme

dXt:f(Xt)dt-i-g(Xt)dBt s t>2s>0, X;=uxo, (1011)

ot By est un mouvement Brownien standard de dimension m, et le coefficient de dérive
f:R™ = R" et le coefficient de diffusion g : R™ — R"™*™ sont tels que ’EDS (10.1.1)
admette une unique solution en tout temps.

Nous noterons la solution de (10.1.1) X;**. L’homogénéité en temps, c’est-a-dire le fait
que f et g ne dépendent pas du temps, a la conséquence importante suivante.

Lemme 10.1.2. Les processus { X\, }n>o0 et {(X)"}hso ont la méme loi.

DEMONSTRATION. Par définition, X,?’x satisfait I’équation intégrale

h h
X0 = +/ F(X0%) do +/ 9(X%%)dB, . (10.1.2)
0 0
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De méme, X7, satisfait I'équation
s+h s+h
Xio=as [ s aus [ g ab,
S

h ~
—ot / rect o [l ab, (10.1.3)

ou nous avons utilisé le ~changement de variable u = s + v, et EU = Bsiy — Bs. Par la
propriété différentielle, B, est un mouvement Brownien standard, donc par unicité des
solutions de I'EDS (10.1.1), les intégrales (10.1.3) et (10.1.2) ont la méme loi. O

Nous noterons P* la mesure de probabilité sur la tribu engendrée par toutes les vari-
ables aléatoires X?’JC, t >0, x € R™ définie par
0, 0,
PI{th €Ay, ..., th S Ak} = P{thm €Ay, ... ,thx S Ak} (1014)
pour tout choix de temps 0 < t1 < to < -+ < tg et de boréliens Ay,..., Ay C R™. Les
espérances par rapport a P* seront notées E*.

Théoréme 10.1.3 (Propriété de Markov pour les diffusions d’It6). Pour toute fonction
mesurable bornée ¢ : R™ — R,

E” (p(Xitn) | Fo) (w) = BN (p(X5)) | (10.1.5)
le membre de droite désignant la fonction EY(p(X})) évaluée en y = Xy(w).

DEMONSTRATION. Considérons pour y € R™ et s > ¢ la fonction

Flyt,s,0) = XV(w) =y + / F(Xu(w)) du + / 0(Xu(@)dBu(w) . (10.1.6)

t t
On notera que F' est indépendante de F;. Par unicité des solutions de 'EDS (10.1.1), on a
Xs(w) = F(Xi(w), t,s,w) . (10.1.7)

Posons ¢(y,w) = ¢ o F(y,t,t + h,w). On vérifie que cette fonction est mesurable. La
relation (10.1.5) est alors équivalente &

E(9(Xp,w) | i) =E (@OF(y,O,h,w))‘y:Xt(w). (10.1.8)

On a

E(g(X¢,w \ft)=E(9(y,W)}Ft)(yzxt(w). (10.1.9)

En effet, cette relation est vraie pour des fonctions de la forme g(y,w) = ¢(y)¥(w), puisque

E(6(X)0(w) | F) = 6B W) | F) =E(@@)0ew) | 7). (0.110)

y=X¢(w)
Elle s’étend alors a toute fonction mesurable bornée en approximant celle-ci par une suite
de combinaisons linéaires de fonctions comme ci-dessus. Or il suit de 'indépendance de F'
et de F; que

E(g(y,w) | Ft) = E(g(y,w))

E(<poF (y,t,t+ h, w))
E(¢o F(y,0,h,w)) , (10.1.11)
1.2

la derniere égalité suivant du Lemme 10.1.2. Le résultat s’obtient alors en évaluant la
derniere égalité en y = X;. O
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mm ur le mouvement Brownien ropriété rkov énéralise mps
Comme pour le mouvement Brownien, la propriété de Markov se généralise a des temps
d’arrét.

Théoréme 10.1.4 (Propriété de Markov forte pour les diffusions d’Itd). Pour toute fonc-
tion mesurable bornée ¢ : R™ — R et tout temps d’arrét T fini presque stirement,

E* (o(Xrin) | Fr)(w) = EX7) (p(X7)) (10.1.12)
DEMONSTRATION. La preuve est une adaptation relativement directe de la preuve précé-
dente. Voir par exemple [Dks95, Theorem 7.2.4]. O
10.2 Semigroupes et générateurs

Définition 10.2.1 (Semi-groupe de Markov). A toute fonction mesurable bornée ¢ :
R™ — R, on associe pour tout t = 0 la fonction Typ définie par

(Trp)(x) = E*(p(X1)) - (10.2.1)
L’opérateur linéaire Ty est appelé le semi-groupe de Markov associé a la diffusion.
Par exemple, si ¢(z) = 14(z) est la fonction indicatrice d'un Borélien A C R"™, on a
(Ti1a)(z) =P*{X, € A} . (10.2.2)
Le nom de semi-groupe est justifié par le résultat suivant.
Lemme 10.2.2 (Propriété de semi-groupe). Pour tous t,h >0, on a
ThoTy=Tip . (10.2.3)

DEMONSTRATION. On a

= (Tinp)(@) (10.2.4)
ou l'on a utilisé la propriété de Markov pour passer de la troisieme a la quatrieme ligne. [

De plus, on vérifie facilement les propriétés suivantes:

1. T; préserve les fonctions constantes: Ty (clgn) = clgn;
2. T; préserve les fonctions non-négatives: p(z) > 0 Vo = (Typ)(x) > 0 Vu;
3. T} est contractante par rapport a la norme L*:

sup |(Typ)(x)| = sup [E*(o(X4))| < sup [o(y)| sup E*(1) = sup [o(y)| . (10.2.5)
zeR™ zeR™ yeR™ zeR™ yeR™
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Le semi-groupe de Markov est donc un opérateur linéaire positif, borné par rapport a la
norme L. En fait, il est de norme opérateur 1.

La propriété de semi-groupe implique que le comportement de 73 sur tout intervalle
[0, €], avec € > 0 arbitrairement petit, détermine son comportement pour tout ¢ > 0. Il est
donc naturel de considérer la dérivée de T; en t = 0.

Définition 10.2.3 (Générateur d’une diffusion d’It6). Le générateur infinitésimal L d’une
diffusion d’Ito est défini par son action sur une fonction test ¢ via

(L) (z) = hlg&_ (Thﬂﬁ)(ﬂz — () '

(10.2.6)

Le domaine de L est par définition l’ensemble des fonctions ¢ pour lesquelles la lim-
ite (10.2.6) existe pour tout © € R™.

Remarque 10.2.4. Formellement, la relation (10.2.6) peut s’écrire

dT;
L=— . 10.2.7
dt lt=0 ( )
Par la propriété de Markov, cette relation se généralise en
d Tivn — T, Ty, —id
S = lim SF T g 2O = 1 (10.2.8)
dt h—04 h h—04
et on peut donc écrire formellement
T, = 't . (10.2.9)

Nous préciserons ce point dans la Section 10.4.

Proposition 10.2.5. Le générateur de la diffusion d’Ité (10.1.1) est l'opérateur différen-
tiel

. 0 1< 9?
L= (2)=— + = i (@) =—=— . 10.2.10
Le domaine de L contient [’ensemble des fonctions deux fois continiment différentiables a
support compact.

DEMONSTRATION. Considérons le cas n = m = 1. Soit ¢ une fonction deux fois con-
tiniment différentiable & support compact, et soit Y; = ¢(X;). Par la formule d’Ito,

h h h
Yi, = o(Xo) + / (X3 F(X,) ds + / o(X)g(X,) B, + / ' (X.)g(X)2ds

2
(10.2.11)
En prenant 'espérance, comme ’espérance de I'intégrale d’It6 est nulle, on trouve

h h
E*(Yy) = o(z) + E” (/0 o' (Xs) f(Xs) ds—i-;/o go”(Xs)g(Xs)st) , (10.2.12)
d’ou
Ex(ap(Xh))—go(x) 1 h x( 1 h x( N 2
2 =1 [ B as g [ B 000 ds

(10.2.13)
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En prenant la limite h — 04, on obtient

1
(L) (x) = ¢'(x) f(2) + 5@”(96)9(33)2 : (10.2.14)
Les cas ou n > 2 ou m > 2 se traitent de maniere similaire, en utilisant la formule d’Ito
multidimensionnelle. ]

Exemple 10.2.6 (Générateur du mouvement Brownien). Soit B; le mouvement Brownien
de dimension m. C’est un cas particulier de diffusion, avec f = 0 et g = 1. Son générateur
est donné par

L—lzm:ai—lA (10.2.15)
24 0x 27 -

C’est donc le Laplacien a un facteur 1/2 pres.

10.3 La formule de Dynkin

La formule de Dynkin est essentiellement une généralisation de 1’expression (10.2.12) a des
temps d’arrét. Elle fournit une premiere classe de liens entre diffusions et équations aux
dérivées partielles.

Proposition 10.3.1 (Formule de Dynkin). Soit {X:}i>0 une diffusion de générateur L,
x € R™ 7 un temps d’arrét tel que E*(1) < oo, et ¢ : R™ — R une fonction deuz fois
continiment différentiable a support compact. Alors

B (o) = (o) + B ( [ (L)X ds) (103.1)

DEMONSTRATION. Considérons le cas n = m = 1, m étant la dimension du mouvement
Brownien. En procédant comme dans la preuve de la Proposition 10.2.5, on obtient

E* (p(X,)) = plz) + B ( [ wox ds) 1B ( JCIEES st) (1032)

Il suffit donc de montrer que ’espérance de 'intégrale stochastique est nulle. Or pour toute
fonction h bornée par M et tout N € N, on a

E® < /0 MN h(X,) st) =E° ( /0 ! 1aeryh(Xs) st) =0, (10.3.3)

en vertu de la Fg-mesurabilité de 1g,.,y et h(X;). De plus,

E* < [/OT h(X,)dB,s — /OMN h(Xs) dBS} 2) =[E® </T;N h(X)? ds)

< M?E*(r =7 AN), (10.3.4)

qui tend vers 0 lorsque N — oo, en vertu de I'hypothese E*(7) < oo, par convergence
dominée. On peut donc écrire

0= lim E” ( /O MN h(Xs) st) —E° ( /0 " h(X) dBS> , (10.3.5)

ce qui conclut la preuve, en substituant dans (10.3.2). La preuve du cas général est ana-
logue. O
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Considérons le cas ou le temps d’arrét 7 est le temps de premiere sortie d’'un ouvert
borné D C R™. Supposons que le probleme avec conditions au bord

(Lu)(z) = 0(x) reD
u(z) = (x) x € 0D (10.3.6)

admet une unique solution. C’est le cas si D, 0 et 1 sont suffisamment réguliers. Substituant
o par u dans la formule de Dynkin, on obtient la relation

w(z) = B (w(XT) - /0 TG(XS)ds> . (10.3.7)

Pour ¢p = 0 et § = —1, u(z) est égal a l'espérance de 7, partant de z. Pour § = 0 et
¥ lindicatrice d’une partie A du bord 9D, u(zx) est la probabilité de quitter D par A.
Ainsi, si 'on sait résoudre le probleme (10.3.6), on obtient des informations sur le temps et
le lieu de sortie de D. Inversement, en simulant 1’expression (10.3.7) par une méthode de
Monte-Carlo, on obtient une approximation numérique de la solution du probléme (10.3.6).

Exemple 10.3.2 (Temps de sortie moyen du mouvement Brownien d’une boule). Soit
K ={z € R": ||z|| < R} la boule de rayon R centrée a ’origine. Soit

Tk =inf{t >0: x+ By ¢ K} (10.3.8)

et soit
T(N)=Tk AN . (10.3.9)
La fonction ¢(z) = [|[*1(js<r) est & support compact et satisfait Ap(z) = 2n pour

z € K. On peut par ailleurs la prolonger en dehors de K de maniere qu’elle soit lisse et a
support compact. En substituant dans la formule de Dynkin, on obtient

T(N) 1
B (o + B ) = lal? + B2( [ S a0(.) ds)
= ||lz||* + nE* (r(N)) . (10.3.10)
Comme ||[z+B,(n)| < R, faisant tendre N vers I'infini, on obtient par convergence dominée

R? — ||

n

E* (k) = (10.3.11)
Exemple 10.3.3 (Récurrence/transience du mouvement Brownien). Soit & nouveau K =
{r € R™: ||z|| < R}. Nous considérons maintenant le cas ou = ¢ K, et nous voulons
déterminer si le mouvement Brownien partant de x touche K presque strement, on dit
alors qu’il est récurrent, ou s’il touche K avec une probabilité strictement inférieure a
1, on dit alors qu’il est transient. Comme dans le cas des marches aléatoires, la réponse
dépend de la dimension n de 1’espace.
Nous définissons
Tk =inf{t >0: x4+ B, € K} . (10.3.12)

Pour N € N, soit Ay anneau

Ay ={z e R": R < |z| < 2V R}, (10.3.13)
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et soit 7 le temps de premiere sortie de x + B; de Ay. On a donc
T=Tk AT, 7 =inf{t > 0: ||z + By|| = 2V R} .

Soit enfin

p=P" {1 <7} =P*{|z+ B;|| = R} =1 -P*{ ||z + B,;| =2"R} .

Les solutions a symétrie sphérique de Ay = 0 sont de la forme

|z| sin=1,
p(x) =< —log|lz|]| sin=2,

z]>™ sin>2.
Pour un tel ¢, la formule de Dynkin donne
E*(p(z + Br)) = ¢() -

Par ailleurs, on a
E”(p(x + Br)) = o(R)p + ¢(2VR)(1 - p) .

En résolvant par rapport a p, on obtient

Lorsque N — oo, on a 7/ — oo, d’oll

_ p(z) — 92V R)
P =1 .
{rc <o} = Jim R 02" R)
Considérons alors séparément les casn =1, n=2et n > 2.

1. Pourn=1,0on a

Np _
Pm{TK<oo}:]\}im 2 R m—l,

S0 2NR— R

donc le mouvement Brownien est récurrent en dimension 1.
2. Pour n =2, on a

1 Nlog2 —1
P*{rx < oo} = lim oz + Nlog oglt _

1
N300 Nlog?2 ’

donc le mouvement Brownien est également récurrent en dimension 2.

3. Pour n > 2, on a

z YRR P (R
P <oop = I “onprn s pen — (o) <1

Le mouvement Brownien est donc transient en dimension n > 2.
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10.4 Les équations de Kolmogorov

La seconde classe de liens entre équations différentielles stochastiques et équations aux
dérivées partielles est constituée par les équations de Kolmogorov, qui sont des problemes
aux valeurs initiales.

On remarque qu’en dérivant par rapport a t la formule de Dynkin, dans le cas particulier
T = t, on obtient

O (1)) = TBF (9(X0) = B (Lp)(X) = (TiLp)(a) (10.4.1)

que I'on peut abréger sous la forme

d
T, =T,L. 10.4.2
et Tt (10.4.2)

Or nous avons vu dans le remarque 10.2.4 que l'on pouvait aussi écrire formellement
d—dtTt = LT;. Par conséquent, les opérateurs L et T; commutent, du moins formellement.
Le théoreme suivant rend ce point rigoureux.

Théoréme 10.4.1 (Equation de Kolmogorov rétrograde). Soit ¢ : R™ — R une fonction
deuz fois continument différentiable a support compact.

1. La fonction

u(t,z) = (Tip)(x) = E” (o(X,)) (10.4.3)

satisfait le probleme auz valeurs initiales

g::(t,a:):(Lu)(t,m), t>0, zeR",
u(0,z) = ¢(x) , reR™. (10.4.4)

2. Si w(t,z) est une fonction bornée, continument différentiable en t et deuz fois con-
tiniment différentiable en x, satisfaisant le probléme (10.4.4), alors w(t,x) = (Typ)(x).

DEMONSTRATION.
1. On a u(0,z) = (Top)(x) = p(z) et

(Lu)(t,2) = lim (Lo Te)(@) = (Tip)()

h—04 h
iy D) (@) — (Tip)(2)
h—04 h
_ ;(Ttw)(l«) — aatu(t,x) | (10.4.5)

2. Si w(t, z) satisfait le probleme (10.4.4), alors on a

Lw=0 ot Lw= 5 + Lw . (10.4.6)

Fixons (s,z) € R4 x R™. Le processus Y; = (s —t, Xf’w) admet L comme générateur.
Soit
TR = inf{t > 0: || X¢|| > R} . (10.4.7)
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La formule de Dynkin montre que

tATR
E>* (w(Yiprg)) = w(s,z) + E5® (/ (Lw)(Yy) du> =w(s,z) . (10.4.8)
0

Faisant tendre R vers l'infini, on obtient

w(s,z) = E>" (w(Y})) Vi>0. (10.4.9)
En particulier, prenant ¢ = s, on a

w(s,z) = E% (w(Yy)) = E(w(0, X)) = E(p(X*)) = E*(p(X,)) . (10.4.10)
O

On remarquera que dans le cas du mouvement Brownien, dont le générateur est L =
%A, I'équation de Kolmogorov rétrograde (10.4.4) est 1’équation de la chaleur.

La linéarité de ’équation de Kolmogorov rétrograde implique qu’il suffit de la résoudre
pour une famille complete de conditions initiales ¢, pour connaitre la solution pour toute
condition initiale.

Un premier cas important est celui ou I'on connait toutes les fonctions propres et
valeurs propres de L. Dans ce cas, la solution générale se décompose sur les fonctions
propres, avec des coeflicients dépendant exponentiellement du temps.

Exemple 10.4.2 (Mouvement Brownien). Les fonctions propres du générateur L = %;—:2

du mouvement Brownien unidimensionnel sont de la forme ¢'**. Décomposer la solution
sur la base de ces fonctions propres revient a résoudre ’équation de la chaleur par trans-
formation de Fourier. On sait que la solution s’écrit

1 —k2t/2 o ikx
— [ e k) e dk | 10.4.11
%/R ¢ (k) ( )

ou ¢(k) est la transformée de Fourier de la condition initiale.

u(t,x) =

Un second cas important revient a décomposer formellement la condition initiale sur
une “base” de distributions de Dirac. En pratique, cela revient a utiliser la notion de
densité de transition.

Définition 10.4.3 (Densité de transition). On dit que la diffusion {X;}: admet la densité
de transition p¢(x,y), aussi notée p(y,t|z,0), si

E*(p(X)) =/Rntp(y)pt(w,y) dy (10.4.12)

pour toute fonction mesurable bornée ¢ : R™ — R.

Par linéarité, la densité de transition, si elle existe et est lisse, satisfait 1’équation
de Kolmogorov rétrograde (le générateur L agissant sur la variable x), avec la condition
initiale po(z,y) = é(x — y).

Exemple 10.4.4 (Mouvement Brownien et noyau de la chaleur). Dans le cas du mouve-
ment Brownien unidimensionnel, nous avons vu (c.f. (7.3.2)) que la densité de transition

était donnée par
1 2
tr,0) = ——— o~ (@)7/2t 10.4.13
p(y, t|z,0) Wors ( )
qui est appelé le noyau de la chaleur. C'est également la valeur de l'intégrale (10.4.11)

avec p(k) = e % /\/21, qui est bien la transformée de Fourier de () = §(x — v).
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L’adjoint du générateur L est par définition 'opérateur linéaire L* tel que

(Loly) = (| L") (10.4.14)

pour tout choix de fonctions ¢, : R™ — R deux fois contintment différentiables, avec ¢
A support compact, ot (-|-) désigne le produit scalaire usuel de L2. En intégrant (Le|v)
deux fois par parties, on obtient

1"82

(L*w)(y) = ay ay (( zg

) ( Z 5y ) ) (10.4.15)

2

Théoréme 10.4.5 (Equation de Kolmogorov progressive). Si X; posséde une densité de
transition lisse py(x,y), alors celle-ci satisfait I’équation

%)
Pt (@ y) = Lypi(z,y) (10.4.16)

la notation L;, signifiant que L* agit sur la variable y.

DEMONSTRATION. La formule de Dynkin, avec 7 = ¢, implique

/n e(Y)pe(z,y) dy = E* (p(Xy))
= (o) + [ B ((Lp)(X0) ds
<[] wowmenay. (10.4.17

En dérivant par rapport au temps, et en utilisant (10.4.14), il vient

0 x
5 L= [ Townend = [ coEmend. (10413)
d’ou le résultat. O

Supposons que la loi Xy admette une densité p par rapport a la mesure de Lebesgue.
Alors X; aura une densité donnée par

plt) = (Sip)w) = [ piap)p(o)da (10.4.19)

En appliquant 1’équation de Kolmogorov progressive (10.4.16), on obtient 1’équation de
Fokker—Planck

9 ]
ap( y) = Lyp(t,y), (10.4.20)
que 'on peut aussi écrire formellement
ES L*S. (10.4.21)
dt t = t . A

Le générateur adjoint L* est donc le générateur du semi-groupe adjoint S;.

Corollaire 10.4.6. Si po(y) est la densité d’une mesure de probabilité satisfaisant L*py =
0, alors pg est une mesure stationnaire de la diffusion. En d’autres termes, si la loi de X
admet la densité pg, alors X; admettra la densité pg pour tout t > 0.
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10.5 La formule de Feynman—Kac

Jusqu’ici nous avons rencontré des problémes a valeurs au bord elliptiques de la forme
Lu = 6, et des équations d’évolution paraboliques de la forme 0yu = Lu. Le formule de
Feynman—Kac montre qu’on peut également lier des propriétés d’une diffusion a celles
d’équations paraboliques ou le générateur contient un terme linéaire en wu.

L’ajout d’un terme linéaire dans le générateur peut s’interpréter comme le fait de
“tuer” la diffusion avec un certain taux. Le cas le plus simple est celui d’un taux constant.
Soit ¢ une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A, indépendante de By.
Posons

N {Xt sit<(, (10.5.1)

X =
A sit>=(,

ou A est un “état cimetiere” que l'on a ajouté a R™. On vérifie que grace au caractere
exponentiel de ¢, X; est un processus de Markov sur R™ U {A}. Si ¢ : R™ — R est une
fonction test mesurable bornée, on aura (si I'on pose p(A) = 0)

E*(p(X1)) = ¥ (p(Xo)Liegy) = P{C > YET (0(X0)) = e ME"(p(X2)) . (10.5.2)

11 suit que

Jim Ew(w(thz) o) —Ap(z) + (L)(z) , (10.5.3)

ce qui montre que le générateur infinitésimal de X est lopérateur différentiel
L=L-\. (10.5.4)

Plus généralement, si ¢ : R™ — R est une fonction continue, bornée inférieurement, on
peut construire une variable aléatoire ( telle que

E?(p(X)) = E*(p(X;) e~ Jo a(Xs)ds) (10.5.5)
Dans ce cas le générateur de )th sera
L=L-q, (10.5.6)

Cest-iedire (Lg)(z) = (Le)(x) — q(0)o(a).

Théoréme 10.5.1 (Formule de Feynman—Kac). Soit ¢ : R™ — R une fonction deux fois
continument différentiable o support compact, et soit ¢ : R™ — R une fonction continue
et bornée inférieurement.

1. La fonction

u(t,z) = E° (e— Jo a(Xs) ds @(Xt)) (10.5.7)
satisfait le probleme aux valeurs initiales
ov
E(t’ x) = (Lv)(t,z) — q(z)v(x) , t>0, zeR™,
v(0,z) = p(x) , reR™. (10.5.8)

2. Si w(t,z) est une fonction continiment différentiable en t et deux fois continiment
différentiable en x, bornée pour x dans un compact, satisfaisant le probléme (10.5.8),
alors w(t,z) est égale au membre de droite de (10.5.7).
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DEMONSTRATION.
1. Soit Y; = p(X;) et Z; = e~ Jo 4X)ds et soit v(t, ) donnée par (10.5.7). Alors
% [IE””(U(L‘, Xp)) — v(t, x)} - %[E”” (EXh (YtZt)> - E»’C(Ytzt)}
= % [Egﬂ <E$(Y2+h o o aXern)ds 7y YtZt)]
= %Ew (Yt+th+h el a(Xe)ds _YtZt)
= 2B (Yo Zuen — i)
- %Ew <Yt+th+h [efoh 9(Xs) ds —1D . (10.5.9)

Lorsque h tend vers 0, le premier terme de la derniére expression tend vers dv(t, x),
alors que le second tend vers q(z)v(t, x).

2. Si w(t,x) satisfait le probleme (10.5.8), alors on a

ow

Lw=0 ot Lw= 5 + Lw —quw . (10.5.10)

Fixons (s,z,2z) € R4z x R™ x R™ et posons Z; = z + f(f q(Xs)ds. Le processus Y; =
(s —t, Xt0 * Z;) est une diffusion admettant comme générateur

~ 9
L=——+L+4q-. (10.5.11)

Soit ¢(s,x,z) = e *w(s,z). Alors L¢ = 0, et la formule de Dynkin montre que si g
est le temps de sortie d’'une boule de rayon R, on a

E*%%(¢(Yinrg)) = &(s, 2, 2) . (10.5.12)

Il suit que

w(s,x) = ¢(s,2,0) = " ((Yirry))
=B (6(s — t A i X03% Zines) )

tATR

:Ex(e* o R du g A, X0 )) , (10.5.13)

tATR

qui tend vers E¥(e™ Jo a(Xw) du w(s—t, Xto’x)) lorsque R tend vers 'infini. En particulier,
pour t = s on trouve

w(s,z) = E (e— J5 a(Xa)du . ngx)) , (10.5.14)
qui est bien égal a la fonction v(t, z) définie dans (10.5.7). O

En combinaison avec la formule de Dynkin, la formule de Feynman—Kac admet peut
étre généralisée a des temps d’arrét. Si par exemple D C R"™ est un domaine régulier, et
que 7 désigne le temps de premiere sortie de D, alors sous des conditions de régularité sur
les fonctions ¢, ¢, 0 : D — R, la quantité

tAT AT s
v(t,x) =E* (e_ Jo'TaX)ds o x,) — / e~ JoaXwdugx ) ds) (10.5.15)
0
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satisfait le probleme avec valeurs initiales et aux bords

8—7;(75,36) = (Lv)(t,z) — q(z)v(t,z) — O(x) , t>0, zeD,
v(0,z) = p(z) , reD,
v(t,z) = ¢(x) , x€0D . (10.5.16)

En particulier, si 7 est fini presque stirement, prenant la limite ¢ — 0o, on obtient que

v(z) = E* (efqu(XS)dsap(XT) - / efdsq(X")d“G(XS)ds> (10.5.17)
0
satisfait le probleme
(Lv)(z) = q(x)v(z) + 0(x) , zeD,

v(x) = ¢(x), x€0D . (10.5.18)
On remarquera que dans le cas ¢ = 0, on retrouve les relations (10.3.6), (10.3.7).
Exemple 10.5.2. Soit D =] — a,a[ et X; = z + B;. Alors v(z) = E¥(e~*7) satisfait

1

51}”(3:) = Mv(z), zeD,

v(—a) =v(a)=1. (10.5.19)

La solution générale de la premiere équation est de la forme v(z) = ¢; V2 4y e VAT,
Les constantes d’intégration c; et co sont déterminées par les conditions aux bords, et on

trouve
h(v2A
E? () = ©Sh(vV2AT) (10.5.20)
cosh(v2\a)
qui généralise (7.5.7). En évaluant la dérivée en A = 0, on retrouve E¥(7) = a® — 22, qui
est un cas particulier de (10.3.11), mais (10.5.20) détermine tous les autres moments de 7
ainsi que sa densité.
En résolvant 1’équation avec les conditions aux bords v(—a) = 0 et v(a) = 1 on obtient

sinh(v2X (z + a))

2

E%(e ™ 1g, <r 1) = , 10.5.21
( (a<ra}) sinh(v/2X - 2a) ( )
qui nous permet de retrouver P*{r, < 7_,} = (x + a)/(2a), mais aussi
(a® — 2%)(3a + 2)
E*(r1 =
(T {Ta<7'7a}) 6a )
BT [ 70 <7-a) = L x):(fa o) (10.5.22)

10.6 Exercices

Exercice 10.1. On considere la diffusion définie par ’équation
dX; = —-X;dt +dB;
(processus d’Ornstein—Uhlenbeck).

1. Donner le générateur L associé et son adjoint L*.
2. Soit p(x) = 7~ /2 e~*". Calculer L*p(x). Que peut-on en conclure?
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Exercice 10.2. On considere la diffusion définie par ’équation
dX; = X;dBy .

1. Donner le générateur L associé.

2. Trouver la solution générale de I’équation Lu = 0.

3. En déduire P*{7, < 7}, ou 7, dénote le temps de premier passage de X; en a.
Indication: 11 s’agit de calculer E*(¢(X;)), ou 7 est le temps de premiere sortie de

[a,b], et ¥(a) =1, ¥(b) = 0.

Exercice 10.3 (Mouvement Brownien géométrique). On considere plus généralement la
diffusion définie par I’équation

dXt:TXtdt+XtdBt, reR

(mouvement Brownien géométrique).

1. Calculer son générateur L.
2. Montrer que si r # 1/2, la solution générale de I’équation Lu = 0 s’écrit

u(z) =1z’ +ca

ol 7 est une fonction de r qu’on déterminera.

3. On suppose r < 1/2. Calculer P*{7, < 7,} pour 0 < a < x < b, puis P*{7, < 79} en
faisant tendre a vers 0. On remarquera que si X, = 0 alors X; = 0 pour tout ¢ > to.
Par conséquent si 7y < 73, alors X; n’atteindra jamais b. Quelle est la probabilité que
cela arrive?

4. On suppose maintenant r > 1/2.

(a) Calculer P*{7, < 7} pour 0 < a < x < b, et montrer que cette probabilité tend
vers 0 pour tout x €|a, b| lorsque a — 04. En conclure que presque strement, X;
n’atteindra jamais 0 dans cette situation.

(b) Trouver « et 3 tels que u(x) = alogx + [ satisfasse le probleme

(Lu)(x) =—-1 si0<z<b,
u(z) =0 siz=>0.

(c¢) En déduire E* (7).

Exercice 10.4. On appelle processus d’Ornstein—Uhlenbeck la solution de 'EDS
dXt:—Xtdt+UdBt, X()ZZL‘.

1. Résoudre cette équation, c’est-a-dire écrire X; a l’aide d’une intégrale stochastique
d’une fonction explicite.

2. Donner le générateur infinitésimal L de X;.

3. On se donne a < 0 < b. On note 7,, respectivement 7, le temps de premier passage
de X; en a, respectivement b. A D'aide de la formule de Dynkin, exprimer

h(z) =P*{1, < 7}

pour x €]a, b] comme un rapport de deux intégrales.
4. Etudier h(z) lorsque o — 0, sachant que f: el W/o* qy ~ exp{supye[mb] f(y)/o?}.
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Exercice 10.5.

1. On considere une diffusion d’équation

Les fonctions f,g : R — R sont supposées suffisamment régulieres pour assurer
I’existence d’une unique solution pour tout temps ¢ > 0.

(a) Calculer

d_, o EN(X) -
FE D), = lim —
(b) Calculer
EEI <e’y[Xt*Ez(Xt)]> ’ _ E ef'yEz(Xt) E* (e’YXt)
dt t=0, dt =04

(¢) En déduire
d

e (fx-wronr)

t=04
pour k=2,3,....

2. On se donne une suite d’ensembles dénombrables XY¥), N e N*. Sur chaque X™) on

(N)

définit une chaine de Markov {Y,§N)}®0, de matrice de transition P'"*). On pose

o) =B (Y —y) = Y -y PV(y.2)
zeX(N)

et, pour k=2,3,...,
N N N
m}(C )(y) - Ey([yl( ) _ Ey(yl( ))]k> _

On définit une suite de processus {Xt(N)}t>0, a trajectoires continues, linéaires par
morceaux sur tout intervalle |k/N, (k + 1)/NJ, telles que

XUy =Ny, neN
pour un « > 0.
(a) Exprimer, en fonction de v(V) et m,(CN),

B (x(™ )

lim = \Ah %) I
hg& h ot hi%i h
(N) (V) (N)

(b) Donner des conditions nécessaires sur les v
converge vers la diffusion X;.

et m, ' pour que la suite des X;

3. Montrer que ces conditions sont vérifiées, pour un « approprié, dans le cas ou chaque
Y (V) est la marche aléatoire simple sur Z et X; = B, est le mouvement Brownien.
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4. On rappelle que le modele d’Ehrenfest & N boules est la chaine de Markov YTSN) sur
{0,1,..., N} de probabilités de transition

PM(yy—1) =2 P H=1-2.
yy—1)=+ (y,y+1) N
En supposant que la suite de processus définis par

(N) _ ar—1/2 n N
Xn/N_Nl/(Yn()—2>, neN,

converge vers une diffusion X;, déterminer les coefficients f(z) et g(z) de cette diffu-
sion.

Exercice 10.6 (La loi de I’arcsinus). Soit {B}:>p un mouvement Brownien standard
dans R. On considere le processus

1

t
Xt:t/01{35>0}d8, t>0.

Le but de ce probleme est de démontrer la loi de [’arcsinus :
2
P{X; < u} = = Arcsin(vu) , 0<u<l. (10.6.1)
T

1. Que représente la variable X;?7
2. Montrer que X; est égal en loi a X; pour tout ¢ > 0.
3. On fixe A > 0. Pour t > 0 et z € R, on définit la fonction

o(t, @) = E (oMo Hwmeoor 40)

et sa transformée de Laplace

Montrer que

4. Calculer %(t, x) a l'aide de la formule de Feynman—Kac.

5. Calculer g;(x). En déduire que g,(z) satisfait une équation différentielle ordinaire
linéaire du second ordre a coefficients constants par morceaux. Montrer que sa solution
générale s’écrit

gp(x) = Ay + BL " +Cp e 12"
avec des constantes A4, By, Cy, v+ dépendant du signe de .
6. Déterminer les constantes en utilisant le fait que g, doit étre bornée, continue en 0, et

que g, doit étre continue en 0. En conclure que g,(0) = 1//p(A + p).
7. Démontrer (10.6.1) en utilisant I'identité

1

> L1t x™
1+A:§(_k) 7T/0 NZET




Appendix A

Corrigés des exercices

A.1 Exercices du Chapitre 3

Exercice 3.1

1. 11 suffit de prendre Q = {1,2,3,4}? avec la probabilité uniforme.

2. Les lois de X(w) = w1 + w2 et Y(w) = |wi — wa| sont données dans les tableaux
suivants :
X|1 2 3 4 Y[1 2 3 4
112 3 4 5 170 1 2 3
213 4 5 6 211 0 1 2
314 5 6 7 312 1 0 1
415 6 7 8 413 2 10

Par simple dénombrement, on obtient leur loi conjointe et les marginales :

Y\X | 2 3 4 5 6 7 8
1/16 0 1/16 0 1/16 0 1/16 | 4/16
0 2/16 0 2/16 0 2/16 0 |6/16
0 0 2/16 0 2/16 0 0 |4/16
0 0 0 2/16 0 0 0 |2/16
1/16 2/16 3/16 4/16 3/16 2/16 1/16

W N = O

On en déduit les espérances

8 3
E(X)=) aP{X=a}=5, E(Y):ZyP{Y:y}:;
=2 y=0

3. Notons E(X|Y = y) la valeur constante de E(Y|X) sur Uensemble {Y = y}. Il suit de
la relation (3.2.11) du cours que

E(XLiy—y) _ Z”C]P{X —2,Y =y

B =9 = =) P =4}

b D aP{X = a2V =y} .
xX
En appliquant a notre cas, on obtient
E(X|Y =y)=5 Vye{0,1,2,3},

97
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ce qui traduit le fait que la distribution de X est symétrique autour de 5 pour tout Y.
De maniere similaire, on trouve

E(Y|X =2)=E(Y|X =8)=0,
EY|X=3)=EY|X=7 =1,
E(Y|X =4)=E(Y|X =6) =1,
E(Y[X =5) =

Cela permet en particulier de vérifier que E(E(Y]X)) = E(Y).

Exercice 3.2

Un choix possible d’espace probabilisé est Q = {1,...,6} x {0,1}%, avec la probabilité
uniforme et

w1
Nw)=uw, X(w):ZwiH.
i=1

Avant de calculer E(X), commencons par calculer E(X|N). Conditionnellement & N = n,
X suit une loi binomiale de parametres n et 1/2, d’ou

E(X|N) = % .

Il suffit alors de prendre I’espérance pour conclure :

E(X) = E(E(X|N)) = JE(N) =

Exercice 3.3

La monotonie de ’espérance conditionnelle nous permet d’écrire

E(XCIF1) 2 E(X L (xoze2y | 1) 2 E(a*L(x2z02) [ 1) = P({IX] 2 a} [ 1) -

Exercice 3.4

Soit X =1getY =1p.
e Si X et Y sont indépendantes, alors P(AN B) = E(XY) = E(X)E(Y) = P(A)P(B).
Or

/ Y dP = / dP = P(AN B) = P(A)P(B) = P(AE(Y) = / E(Y)dP .
A ANB A

On vérifie facilement des relations analogues avec A remplagé par A€, par () et par Q.
Comme o(X) = {0, A, A¢,Q} et E(Y) C Fy C 0(X), on a bien que E(Y|X) =E(Y).
e Supposons que E(Y|X) =E(Y). Comme A € ¢(X) on a

E(XY) = / YdP = / E(Y|X)dP = / E(Y)dP=E(Y)P(A) =E(Y)E(X) .
A A A
Le résultat s’étend a des variables aléatoires quelconques de la maniere habituelle, en
les décomposant en partie positive et négative et en approchant chaque partie par des
fonctions étagées.
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Exercice 3.5

Notons la loi conjointe
Pzxy :P{X :337Y2y} )

et ses marginales

p$.:P{X:JJ}:ZPJJy7 P-y:P{Y:y}:ZPW'
" x

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si

Pzy = PzeDey Va,y .

Les espérances conditionnelles sont données par

1
Z YPzy »
xre y
donc on aura E(Y|X) = E(Y) si et seulement si
Zypxy = Z YDzePey Vo .
y y

Enfin la condition E(XY) = E(X)E(Y) s’écrit

> Ypay =D TyPrepey -
Ty Ty

B(Y|X =)=

Si X et Y prennent leurs valeurs dans {—1,0,1} et E(Y) = 0, on aura nécessairement
De— = De+. Si de plus on veut avoir E(Y|X) = E(Y), alors il faut que p,— = py4+ pour
tout .

Il est alors facile de construire des contre-exemples aux implications inverses. Le tableau
suivant donne un exemple de loi conjointe pour laquelle E(Y|X) = E(Y) = 0, mais X et
Y ne sont pas indépendantes :

Y\X| -1 0 1
—1 | 1/10 0 2/10 | 3/10
0 0 4/10 0 |4/10
1 |1/10 0 2/10 | 3/10

2/10 4/10 4/10

Et voici un exemple ott E(XY) = E(X)E(Y) =0, mais E(Y|X) #E(Y) =0:

x| -1 o 1
—1 [1/10 2/10 1/10 | 4/10
0 0 2/10 0 |[2/10
1 [2/10 0 2/10 | 4/10
3/10 4/10 3/10
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Exercice 3.6

1. Notons X2 == E(X|f2) et Xl == E(X|f1) = E(X2|f1) On a
E(XX1) = E(EXX1|7)) = E(XL1E(X|F)) =E(X7) .
Par conséquent, en développant le carré on obtient

E([X — X1%) = E(X?) ~ E(X}) .

De maniere similaire, on montre que E(X X3) = E(X3) et E(X;X3) = E(X?), d’ou
E([X - Xof") = E(X") —E(X3)
E([X2 — X1]?) = E(X3) — E(X7) .

Ceci implique le résultat (qui est équivalent au théoreme de Pythagore appliqué a X,
X1 et Xo, considérés comme des vecteurs de L%(F)).
2. On peut procéder par un calcul direct. Une autre méthode est de commencer par
observer que
Var(X|F1) = E([X - E(X|F)? | 1) -

Appliquons alors 1’égalité montrée en 1. avec F; remplacgé par Foy, et Fo remplagé
par Fi. Comme E(X|Fy) = E(X), le premier terme du membre de gauche est égal a
E(Var(X|F1)), le second & Var(E(X|F7)), alors que le membre de droite vaut Var(X).

3. Appliquons le résultat précédent avec F; = o(N). On a E(X|N) = uN et en dévelop-
pant la somme on trouve E(X?|N) = 02N + p2N2. 1l suit que

Var(X|N) = ¢%N .

Comme d’autre part on a Var(E(X|N)) = Var(uN) = p?Var(N), le résultat est
montré.

4. C’est une application du résultat précédent, avec u = 1/2, 02 = 1/4 et Var(N) =
35/12. On trouve donc Var(X) = 77/48.

Exercice 3.7
1. Ona E(Y — X|G) = X —E(X|G) =0, et
E((Y - X)*| G) = E(Y?|G) — E(X?|G) = E(Y?|G) —

Par conséquent,
Var(Y — X|G) = E(Y?G) —

Var(Y — X) = E(Var(Y — X|G)) + Var(E(Y — X|G))
E(E(Y?]G)) - E(X?)

E(Y?) — E(X?)
0

3. Elles sont égales presque strement.
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Exercice 3.8

1. Les & étant indépendants, on a
E(X¢|Ni) = N E(&o)

et donc
E(Xt) = E(E(Xt|Nt)) = E(Nt)E(fo) = )\tE(fo) :

2. La variance étant une forme quadratique, on a
Var (E(X;|V;)) = Var(N,) E(&)? = M E(&)? .

Afin de déterminer Var(X;|N;), on commence par calculer

Ny
E(XP|IN:) = > B(&) = NeE(&5) + (N7 — Ni) E(£0)* = Ny Var(&o) + N7 E(&)? -
fi=1

Par conséquent,
Var(Xy|N;) = E(X7|Ny) — E(X¢|Nt)? = N; Var(&)
d’ou il suit
E(Var(Xt\Nt)) = E(N;) Var(§) = Mt Var(&p) .

En appliquant I’Exercice 3.6, on conclut que

Var(X;) = Var(E(X;|V;)) + E(Var(X,|N;)) = M E(&5) .

A.2 Exercices du Chapitre 4

Exercice 4.1

On choisit la filtration canonique. Comme E(|X,,|) = E(]|Y1])", une premieére condition est
E(|Y1]) < oo, c’est-a-dire Y; € L.

D’autre part, E(X,,+1|Fn) = E(Yot1Xn|Fn) = XnE(Y,1+1]|Fn) = XpE(Y1), ot nous avons
utilisé X,, C Fp, Yop1 L Fp et E(Y,41) = E(Y1). La suite X, est donc une surmartingale,
une sous-martingale ou une martingale selon que E(Y;) < 1, E(Y;) > 1 ou E(Y;) = 1.

Exercice 4.2

1. Le processus est clairement adapté et intégrable.
De plus, E(X11|Fn) = E(1B, ., + Xu|Fn) = E(1B, | Fn) + X0 = X,
2. La décomposition de Doob donne X,, = M,, + A,, avec

An = Z E(le‘Fm—l) )

m=1

n
M, = 1p, —E(lp,|Fm-1) .
m=1
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3. Comme F; =o(1p,) = {0,Q, By, B{}, '’équation (3.2.11) donne

E(1p,1
(Pf; ’)91) =P(By|B)) siwe B,
1
E(1p,|F1)(w) =
2 RIS P(Bo|BS) siw e BS
P(By) ' .

De maniére générale, E(1g,,|Fn_1) = P(B,,|C" 1) pour tout w € CI™~1, ott les O !
sont les éléments de la partition engendrant F,,—1 (c’est-a-dire Fp,,—1 = o (||, Cf%l)),
obtenus par intersection des B; et Bf pour i < m — 1.

Exercice 4.3

1. Apres n tirages, 'urne contient n + 2 boules, dont m + 1 vertes, ou m € {0,1,...,n}.
La probabilité de tirer d’abord les m boules vertes, puis les [ = n — m rouges est
1 2 m 1 l m!l!

23 " m+1 m+2 n+l (n+ 1)l

Pour tout autre ordre des boules, les termes sont arrangés différemment, mais le
résultat est le méme. On a donc

m+1 n m!l! 1
]P’{X - }: _ , —1.2,....n,
" on42 (m)(n—i—l)! n+1 " "

2 n+1

c’est-a-dire que la distribution de X,, est uniforme sur {%4-2’ prorn, PR
2. Apres n tirages, le nombre de boules est N, =1, + v, =r +v+nc. On a
Up—1+¢C Un—1

avec probabilit¢ —— = X,,_1,
Un—1+7Tpn—1+C Up—1+ Tn—1

X =

Up— Ty
n-l avec probabilité n-l =1—X,_1.

Up—1+Tn—1+¢C Un—1 + Tn—1

On en déduit que

1-X,_
C(an) avec probabilité X,,_1 ,
Xp—Xp1= "
—cXpq el s
_ avec probabilité 1 — X,, 1,
Ny,
et donc
2
c
E((Xn = Xn1)* | Fo1) = 5z [Kno1(1 = Xo2)® + Xy (1= X))
2

Le processus croissant vaut donc

= mel(]- - mel)
<X>n = C2 Z N2 .
m=1 m

3. Comme N,, > cm et Xp—1(1 — X;;,—1) est borné, le critéere de Riemann montre que
(X)), converge.



A.2. EXERCICES DU CHAPITRE 4 103

Exercice 4.4

1. On a

1 27 )
E(Ypi1 | Fo) = E(f(Xp + Unt1) | Fn) = 7 f(Xn +7re?)do.
0
Par conséquent, Y,, est une sous-martingale si f est sous-harmonique, une surmartin-
gale si f est surharmonique, et une martingale si f est harmonique.
2. Si f est la partie réelle d’une fonction analytique, le théoréme de Cauchy s’écrit

1) = g [ 1

2w Jow—2

dw

ot C est un contour entourant z. En prenant un contour de la forme w = z + re'?,

avec 0 < 0 < 2w, on obtient que f est harmonique, donc que Y;, est une martingale.

Exercice 4.5

L. On a E(Zn41|Fn) = E(§1n1]Fn) + - + E(§z, nt1|Fn) = Znp.
2. X,, étant une martingale, on a E(X,,) = E(Xy) = E(Z) = 1, donc E(Z,) = p* — 0

lorsque n — oo.

Par conséquent, P{Z,, > 0} = >, P{Z, = k} <E(Z,) — 0, dou P{Z, = 0} — 1.

Z, ayant valeurs entieres, cela signifie que pour toute réalisation w, il existe ng(w) tel

que Z,(w) = 0 pour tout n > np(w), et donc aussi X,,(w) = 0 pour ces n.

3. (a) Ona ¢/(s) =Y 22, kprs®™1 > 0. En fait, ¢ est méme strictement croissante pour
s > 0. En effet, on a nécessairement pg < 1, car sinon on aurait u = 0, donc il
existe au moins un k > 1 tel que pg > 0.
De méme, ¢”(s) = > 70, k(k — 1)prs®2 > 0. En fait, ¢ est strictement convexe
pour s > 0. En effet, si tous les pg pour k£ > 2 étaient nuls, on aurait u = p; < 1.
Il existe donc nécessairement un k > 2 tel que py > 0, d’ott ¢”’(s) > 0 pour s > 0.

(b) Si Z; =k, on a au temps 1 k individus dont la descendance évolue de maniere
indépendante. Chacune des k descendances se sera éteinte au temps m avec prob-
abilité 6, 1. Par indépendance, toutes les k lignées se seront éteintes a la fois au
temps m avec probabilité 0F .

I suit O, = Y oo g P{Zn = 0|21 = k}P{Z1 = k} = 3320 0% _ 1ok = @(Om—1).

(¢) Notons d’abord que (1) =1, ¢'(1) = E(§) = p, ¢(0) =po = 0 et ¢'(0) =p; < 1.
La fonction ¢(s) = ¢(s) — s satisfait donc (1) =0, /(1) =p—1> 0, 1(0) >0
et ¢'(0) < 0. Etant strictement convexe sur (0, 1], ¢ admet un unique minimum
en sop = (0,1). Elle s’annule donc exactement deux fois: une fois en un p € [0, so),
et une fois en 1.

(d) On a 6y = 0. Si pg = 0, 6,, = 0 pour tout m, mais dans ce cas on a également
p=0.Sipy>0,onab =p)>0,etp=(p) > py, donc 0 < 6, < p. Par
récurrence, on voit que la suite des 6, est croissante et majorée par p. Elle admet
donc une limite, qui est nécessairement p.

Le fait que Z,, = 0 implique Z,, = 0 pour tout m > n permet d’écrire

P{3n: Z, = 0} =P(U,{Zn = 0}) =lim,oc P{Z, =0} =p < 1.

4. On a ¢(s) = (1 +3s+ 3s? + s%). En utilisant le fait que ¢(s) — s s’anulle en s = 1,
on obtient par division euclidienne 8(¢(s) — s) = (s — 1)(s? + 4s — 1). La seule racine

dans [0,1) est p = /5 — 2. La probabilité de survie vaut donc 3 — /5 ~ 0.764.
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5. Il est commode d’introduire les variables centrées 7; ., = & n — .
Ona Z, —pZn—1=mun+- - +nz,_,n, ce qui implique, par indépendance des n; n,
E((Zn - NZn—1)2‘]:n—1) =E((mn+--+ 77Zn—1,n)2‘]:n—l) = Zp—10?, et donc
E(Xp — Xn1)?|Fn1) = Zn_102/u* = X,y 102/ 1 suit

X
2 m—1
<X>°O - Z pumtl
m=1
De plus,
o0 (o)
E(Xm-1) 1 o?
E((X)s) = o? —————L =0 = <00
(X)) mzzl pm mZ:lM"“ p(p—1)

A.3 Exercices du Chapitre 5

Exercice 5.1

1. La décomposition

{N/\M:n}:({N:n}ﬂ{M>n})U<{N2n}ﬂ{M:n}>
- ({N:n}ﬂ{M<n}C)U({N<n}CO{M:n}>

montre que {N A M = n} € F,, pour tout n, et donc que N A M est un temps d’arrét.
De méme, la décomposition

{NVM:n}:({N:n}m{M<n})U({Ngn}m{M:n})

montre que {N VM = n} € F, pour tout n, et donc que N V M est un temps d’arrét.
Remarque : On peut également observer que N est un temps d’arrét si et seulement
si {N < n} € F, pour tout n. Cela permet d’utiliser la décomposition

{NAM <n}={N<n}[ {M<n}

pour montrer que N A M est un temps d’arrét.
2. Il suffit d’observer que le fait que Ny ' N implique

{(N<n}=(){Ne<n}eFn.
keN

Exercice 5.2

1. Notons o2 la variance des &,,. X2 étant une sous-martingale, on a

Pa()) = IP’{ X2 > )\2} < Lr(x2) = no®
N 12173;(” mz Y a2
2. Pour tout ¢ > 0, (X, + ¢)? est une sous-martingale et on a (z — (x + c)? étant
croissante sur R )

no? + ¢

P,(\) = IE”{ max (X, +¢)? > ()\‘1‘0)2} < ( : 2E((X” +C)2) - A+0)2

1<m<n A+c)
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puisque E(X,,) = 0. Cette borne est minimale pour ¢ = no?/\, et donne
2
no
PN < e
Contrairement a la premiere borne, celle-ci est toujours inférieure & 1.
2 .
3. Pour tout ¢ > 0, e est une sous-martingale et on a

P,(\) = ]P’{ max e“Xm > ec’\Q} eV E(ecxg) .

1<m<n
Or comme X,, est normale centrée de variance n, on a

.2
E(eXh) = /OO R P S
oo V21 V1=2nc’

et donc
—c)\2

e
PN < —.
) V1 —2nc

Le meilleure borne est obtenue pour 2nc = 1 — n/A? et donne

Po() < e~ (2my/2n

n

Cette borne est utile lorsque A2 > n. Dans ce cas elle fournit une décroissance expo-
nentielle en \?/2n.
4. Pour tout ¢ > 0, e“*» est une sous-martingale et on a

]P’{ max X,, )\} = ]P’{ max e“Xm > eC)‘} < e*"’)‘]E(eCX") .

1<m<n 1<m<n
Par complétion du carré on trouve
00 —x2/2n

E(GCX") _ ecT €

s V2mn

2
dz = e~ /2

d’olt
IP’{ max X,, )\} < ec'n/2=e

1<m<n

La borne est optimale pour ¢ = A/n et vaut

]P’{ max X,, > )\} < e N/

1<m<n

A.4 Exercices du Chapitre 6

Exercice 6.1

1. Nous avons montré précédemment que
2

E((X QZ mﬁ = 22 m+1: 0_1)<OO‘

mlu

Par la proposition 6.3.2 du cours, E(X?2) est uniformément bornée, donc X,, converge
dans L? vers une variable aléatoire X. Comme X, converge & fortiori dans L', on a
E(X) =1, et également P{X >0} =1—p
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2. S’il y a Z, individus au temps n, alors Z,11 = 0 si et seulement si chacun des Z,
individus n’a aucun descendant, ce qui arrive avec probabilité pg”. Ceci montre que
E(l{z,..=0}|Fn) = pg”, et donc que E(1g|F,) = py™. Or si w € A, alors il existe
L = L(w) tel que Z,(w) < L(w) pour tout n. Il suit que lim,, oo E(15|F,)(w) > p§
pour ces w. Mais par la loi 0-1 de Lévy, cette limite vaut 1p(w). Par conséquent,
1p(w) =1 pour tout w € A, ou encore A C B.

D’une part, par définition, Z, = oo dans A°. D’autre part, B C {lim, - Z, = 0} et
donc Zo, = 0 dans B. Ceci montre qu’en fait A = B = {Z., = 0} et A° = {Z = o0}.

Exercice 6.2

1. Par construction, &, est indépendant de F,, = o (o, . .., &n—1). Par conséquent
E(&n|Fn) =E(&) =1, et il suit que E(X,11|Fn) = (1 = M) X, + AX,, = X,

2. Comme X, est une martingale, E(X,,) = E(E(X,|Fy)) = E(Xy) = 1.

3. X, étant une surmartingale positive (donc —X,, une sous-martingale bornée supérieu-
rement), elle converge presque stirement vers une variable aléatoire intégrable X.

4. Comme &, est indépendante de F,,, avec E(£,) = 1 et E(£2) = 2, on obtient
E(X2,,) = (14 A?)E(X2) donc E(X2) = (1 + A?)".

5. La suite E(X?2) diverge, donc la suite des X,, ne converge pas dans LZ.

6. On a E((Xns1 — Xn)2|Fn) = M2 X2E((&, — 1)?) = A2X2, d’on

n—1 n—1
(X =Y E((Xmp1 — Xm)? | Fn) =X > X7,
m=0 m=0

7. (a) Comme X,4+1 = Xp&p, on vérifie par récurrence que X, (2) = {0,2"} avec

1
P{X, =2"} = on
1
(b) Comme P{X,, =0} — 1 lorsque n — oo et X,,(w) = 0 implique X,,(w) = 0 pour
tout m > n, X,, converge presque strement vers X = 0.
(¢) On a E(|X,, — X|) = E(|X,|) = E(X,) = 1 pour tout n, donc X,, ne converge pas
dans L'. Les X,, ne peuvent donc pas étre uniformément intégrables.
On peut aussi le voir directement & partir de la définition d’intégrabilité uniforme :
on a
1 si2"> M,

E(!Xn\l{xn>M}) = 2"P{X, > M} = {0 sinon

Par conséquent, Suan(|Xn|1{Xn>M}) = 1 pour tout M.

(d) C’est a vous de voir — sachant que vous allez perdre votre mise presque stirement.
Toutefois, il y a une probabilité non nulle de gagner beaucoup d’argent apres tout
nombre fini de tours.

Exercice 6.3

L. OnaY, =Y, 1+ Hy(X, — Xy1) avec Hp, = 2"1yx,— 1 x,——2.. X, 1=1-n} qui est
clairement prévisible.
2. E(Yn|Fno1) = Yoo1 + HYE(X,, — Xp—1|Fn—1) = Yoot + HYE(X,, — Xp—1) = Yo1.
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3. On a E((Y,, — Yn—1)?|Fp1) = H2 donc (Y), = > 0 | H2,.

Comme E(H2) = 22"P{X; = —1,Xo = —2,...,X,_1 = 1 —n} = 2™ on obtient
E(Y)n) =30 _; 2™t = 4(2" — 1). Par conséquent, Y™ ne converge pas dans L.

4. Par inspection, on voit que Y,, prend les valeurs 1 et 1 —2", avec P{Y,, = 1-2"} =27"
(si 'on a perdu n fois) et donc P{Y,, =1} =1—-27".

On observe que E(Y,) < 2 pour tout n, donc Y, converge presque stirement vers
une variable Y,,. L’expression de la loi de Y,, montre que Y., = 1 presque stirement,
c’est-a-dire qu’on aura gagné un Euro avec probabilité 1.

5. Non, car E(Y,,) =0 # 1 =E(Yy).

6. Ona N =inf{n > 1: Z, —2""! < —L ou Z, = 1}. C’est un temps d’arrét puisqu’il
s’agit d’un temps de premier passage. Sa loi est donnée par P{N = n} = 27" pour
n=1,....,k—1et P{N =k} =2-(-1,

7. Oui car Z, = Y,anN est une martingale arrétée.

8. Comme dans le cas de Y, Z, est une martingale telle que E(Z;") est bornée, donc
elle converge vers une variable aléatoire Z,,. On trouve P{Z,, = 1} = 1 —27% et
P{Zs = 1— 2%} = 27%. En particulier, E(Zs) = 0 = E(Z,) donc Z, converge dans
L'. Avec la contrainte de la banque, la grande probabilité de faire un petit gain est
donc compensée par la petite probabilité de faire une grande perte!

Exercice 6.4
1. E(Xn‘fn—l) = E(2Uan_1|fn_1> = 2XTL—1E(Un’]:n—1) — 2Xn_1E(Un) — Xn—l-
2. On a .

E(Xy | Fao1) = E4UZXG_y | Faor) = 4X5 L E(U7) = §X72L—1 :

Par conséquent, le processus croissant est donné par

n

1
(X)n=> E(X2 —X7 1| Fm) = 3 X2
m=1 m=1

Comme
n

n m—1
B(X).) = DB ) =3 (5)
m= m=1

1

on a (X)e = 00, donc la suite ne peut pas converger dans L? (on peut aussi observer
directement que E(X?2) diverge).

3. X, est une surmartingale positive, donc elle converge presque stirement (on peut aussi
observer que c’est une sous-martingale telle que E(X;") = E(X,,) = 1 Vn).

4. Comme Y, =Y,,_1 + log2 + log(U,), on a

E(Yy) =E(Ya-1) +1og2 + E(log(Upn)) = E(Ya—1) — [1 —log2] ,

et donc E(Y;,) = —n[l —log 2] tend vers —oo lorsque n — oo. On peut donc s’attendre
a ce que Y, converge vers —oo, donc que X,, converge vers ( presque stirement.

Pour le montrer, nous devons controler les fluctuations de Z,, = Y,, + n[l — log2]. On
peut ’écrire sous la forme

Zn=> Vi ot Vi=1+log(lh).
k=1
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Nous allons montrer que pour n assez grand, Z, < cn presque surement pour tout
¢ €]0,1[. En prenant 0 < ¢ < 1 —log 2, cela montrera qu'en effet Y, converge presque
stirement vers —oo, et donc X,;, — 0 p.s.

e Une premieére méthode consiste a écrire
P{Z, > cn} = ]P’{e”’Z" > e’} < e*'YC"IE(eVZ") = [e*'ch(eV‘/l)]n .

Comme ¢V = e7 U/, on a

1 2
E(e”vl) :ew/ e = ———
0 v+1
Il suit donc que
]P) Z 6_7(6_1) n
< -
V> eny [ v+1 }

pour tout v > 0. La meilleure borne est obtenue pour v = ¢/(1 — ¢), et a la forme
P{Z, > cn} < [e°(1 —¢)]".

La série de terme général [e¢(1 — ¢)|™ converge pour tout ¢ €]0,1[, donc le lemme
de Borel-Cantelli montre que

Z,
limsup — < ¢
n—oo T

presque surement. C’est le résultat cherché.
e Une seconde méthode de montrer que Z, < cn presque sirement pour n assez
grand consiste a écrire

1
(en)t

P{|Z,| > en} =P{Z; > (en)*} < E(Zy) .

n
Zn=Y_ ViV;ViVi.
ik, l=1

On trouve facilement les moments
E(V;)=0, E(V?)=1, E(V’)=-2, E(V')=9.

Comme les V; sont indépendants, les seuls termes contribuant & E(Z1) sont ceux
qui contiennent soit quatre indices identiques, soit deux paires d’indices identiques.
Un peu de combinatoire nous fournit alors

E(Zﬁ,) = ”E(V14) + <;1> n(n2_1)E(V12)2 =3n%+6n.

Ceci implique

3
ctn?
et le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure.

P{|Zn| > en} <

)

5. Nous avons montré que X, — 0 presque surement. Par conséquent, nous avons
aussi X,, — 0 en probabilité. Comme par ailleurs, E(]X,|) = 1 pour tout n, le
Théoréme 6.4.3 du cours montre que X,, ne peut pas converger dans L'.
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Exercice 6.5

1. Commengons par montrer que les X,, sont intégrables. Si K dénote la constante de
Lipschitz, on a |f((k+1)27") — f(k27")| < K27, d’ou

2" —1

E(IXa)) < Y KP{U €Ly} <K.
k=0

Pour calculer les espérances conditionnelles, on observe que chaque intervalle I, ,, est
la réunion disjointe des deux intervalles Iop 41 et Iop11,41 de méme longueur. Par
conséquent

1
E(W et nin) | Fr) = B(letsa wn} | Fn) = 5lwen,) -

En séparant les termes pairs et impairs, on a

2" —1

o [L(@r 12~ D) — f(2e2” D)

E(Xn+1 | -Fn) = |: 9—(n+1) E(l{U€I2e,n+1} ‘ ‘Fn)
=0

L fer+ 2)2-(+D) — F((20+ 1) 2= (D)

o—(n+1) E(l{U612£+1,n+1} } ‘7:")
270 F((20 + 2)2- (D)) — p202- (D))
- 9—(n+1) Hvet,)
/=0
 f((20+2)27) - f(2e2- D)
= 2—n l{Uell,n}
/=0
=X, .

2. On a E(X,") < E(|X,,]) € K, donc X,, converge presque sirement vers une variable
aléatoire X .

3. En bornant chaque fonction indicatrice par 1 et en utilisant a nouveau le caractere
lipschitzien, on voit que | X, (w)| est borné par K pour tout w. Par conséquent,

Lix,>my =0 pour M > K |

donc les X,, sont uniformément intégrables. Il suit que X,, converge vers X, dans L.
4. Pour tout n, on a

") - f(k277)

2—1’L 1{U€Ik,nm[a7b]}

on_1
f((k+1)2

an{UE[a,b}} = Z

k=0

_ 2 fl(k+1)27") — f(k27") 1
- 9—n {Uelxn} -
k: Iy ,N[a,b]#0

Soient k_(n) et k4 (n) le plus petit et le plus grand k tel que Iy ,, N [a,b] # 0. Prenant
I'espérance, comme P{U € I} ,,} = 27" on voit que

E(XoLefany) = F((ke(n) + 127") = Fk_(m)2 ") .

Lorsque n — oo, on a k_(n)2™" — a et (k+(n) +1)27" — b.
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5. D’une part,

1 b
E(Xool{Ue[a,b]}) :/0 Xoo(w)l{we[a,b]}dw:/ Xoo(w)dw.

D’autre part, par le théoreme fondamental du calcul intégral,

b
£(b) — fla) = / £(w) dow

On en conclut que

Exercice 6.6

1. Comme

Y 0
FO) = Ly < () + Lysey / SN A< f(e) + / Loney /(0 dA

on obtient, en prenant ’espérance,

E(f(Y)) < f(c) +/oo P{Y > A} f'(A)dX.

C

2. Pour tout M > 1 nous pouvons écrire

E(XnAM)<1+/ P{X, AM > A}d\.
1

Par I'inégalité de Doob,
00 - 1 —
/1 P{X, AM > A} dX < /1 XE(X”I{XMM%}) dA
|
:/1 A/QXil{anM»} AP d\

N Xn/\M 1
= | X —dMl 5 dpP
/Q n /1 )\ {Xn/\M>1}

= / XM logt (X, A M) dP
Q
=E(X, log" (X, A M))
1_,—
<E(X,!log™(X,1)) + —E(X, A M) .
e
Il suit que

(1 - i)E(Xn AM) <1+E(X;) log™ (X)) .

Le résultat s’obtient en faisant tendre M vers I'infini, et en invoquant le théoréme de
convergence dominée.
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3.

Pour une variable Y intégrable, on a nécessairement
lim E(Y1 lim [E(Y) - E(Y1 | =
A Ylysany) = JHm (Y) (Ylyy<any)| =0

en vertu du théoreme de convergence monotone. Comme par ailleurs

| Xn 1y x50 < Yliysan

pour tout n, le résultat suit en prenant le sup puis ’espérance des deux cotés.

Soit Y = sup,|X,|. On a Y < X,J + X, ou X, = sup,(—X,,). Alors le résultat
du point 2. implique E(Y) < oo, et le point 3. montre que que la suite des X, est
uniformément intégrable. Le théoreme de convergence L' permet de conclure.
uniforme.

Exercice 6.7

1.

Le théoreme de dérivation sous le signe intégral de Lebesgue montre que 1(\) est de
classe C* avec

¥™(0) = E(XT)
pour tout n > 0. Le résultat suit alors de la formule de Taylor et des hypotheses sur
la loi de X;.

La relation
e Xnt1

—Y,

v "
montre que E(|Y,]) est bornée par 1 et que E(Y;,11|Y,) =Y.
Le probabilité peut se réécrire

1 A
]P’{ sup (Sn — nOgd}()) > a} = P{sup Y, > e’\a}
n<N A n<N

et la borne suit de I'inégalité de Doob.
On remarque que pour n €|tF t*+1] on a

Yn+1 =

gh(tk>+tk+1log¢()\k) S aptn log () _

> h(t*) e =
h(n)cx = h(t®)ck 5 N k oy

La probabilité cherchée est donc bornée par e Mk = e—alog(klogt) — (klogt)™@ en
vertu du résultat précédent.

. Cela suit du lemme de Borel-Cantelli, et du fait que

o0

1
— (klogt)™ logt Z k:a

t
ck = *y )\2 10g<1 + )\k + (9()%)) = % +0(1).

Soit € > 0. Prenons a@ = t = 1 4 ¢/2. Les résultats précédents montrent que pour
presque tout w, il existe kg(w,e) < oo tel que
Sp(w)
h(n)
pour tout k > ko(w,e) et n €]tk t*T1]. En prenant de plus k assez grand pour que
r(k) < /2, on obtient S, /h(n) < 1+ e pour tous les n assez grands, d’ou le résultat.

<1+§+NH
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A.5 Exercices du Chapitre 7

Exercice 7.1
Pour t > s > 0,

% (e (BeBa) e e (BB
E(COSh(’YBt)LFS) = ?}E(QV ¢ s |fs) + TE(e RAdd s |f8)
e¥Bs e VBs
— A (t—s)/2
2 © T

= cosh(yBs) e’ (t=9)/2

72 (t=s)/2

On a 1 = E(X;.). Faisant tendre ¢ vers 'infini, on obtient par le théoréme de convergence
dominée 1 = E(X,) = cosh(ya)E(e™*7/2). 1l suffit alors de prendre v = v/2).

Exercice 7.2

1. X, étant une martingale, E(| X;|) < co. Pour tout A € F, on a
E(Xi14) =E(Xsly) .

Si f est contintiment différentiable en ~y et E(|0, f(B, t,)|) < oo, on peut prendre la
dérivée des deux cotés et permuter espérance et dérivée, ce qui montre le résultat.
2. En développant ’exponentielle ou en calculant des dérivées successives, on trouve

2 3 4
fz,t,y) =14~z + %(x"’ — 1) + %(:L‘?’ — 3tx) + %(:LA — 6tz + 3t%) + O(7°) .
On retrouve le fait que B; et B? —t sont des martingales, mais on trouve aussi deux
nouvelles martingales: B} — 3tB; et Bf — 6tB? + 3t2.
3. On a E(BYL, — 6(t AT)B2..) = —3E((t A 7)?). Nous avons déja établi que E(1) =
a? < oo. Lorsque t tend vers linfini, E((t A 7)) tend vers E(72) par le théoreme

de convergence monotone. D’autre part, par le théoreme de convergence dominée,
E(Bf, — 6(t A7)B2,,) tend vers E(B} — 67B2) = a* — 6a?E(7) = —5a®. Ainsi,

E(r?) = ga4 .

Exercice 7.3

1. Soit la martingale M, = YBi=7*1/2 — ¥Xe=Xt Dang ce cas, nous ne savons pas si le
temps d’arrét 7 est borné. Mais la preuve de la Proposition 7.5.3 peut étre adaptée
afin de montrer que

l= E(Mt/\Tl{T<OO}) - E(GVXMT_MMT) 1{7’<oo}) :
Faisant tendre t vers l'infini, on obtient
l= E(MTl{T<OO}) = E(GWXT_)\T 1{T<OO}) = E(e_)ﬂ— 1{T<oo}) )

et donc
E(e_)\T 1{T<oo}) = o710 = gma(btVEIH2Y)
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2. On a E(e™" Lrcoo}) = emaV2A,
En particulier, prenant A = 0, on obtient P{7 < oo} = 1. Donc en fait E(e™*") =
e~ V2, Remarquons toutefois qu’en prenant la dérivée par rapport a A, on voit que
E(T) = limy_,04 E(Te ) = —limy_,04 d%\e*‘“/ﬁ = 4o00. Cela est lié au fait que,
comme la marche aléatoire, le mouvement Brownien est récurrent nul.

3. Prenant A = 0, on obtient P{7 < oo} = e~%. Le mouvement Brownien a donc une
probabilité 1 — e~ de ne jamais atteindre la droite z = a + bt.

Exercice 7.4

1. Approche martingale.

(a) On a E([e?¥X¢]) = E(e ™ Xt) < 0o pour A > 0 et t < co. De plus, sit > s > 0,
alors

]P;<ei/\Xt ‘}—s) _ ei)st E(ei)\(Xt—Xs)>

POV E(ei,\(Bé”—BS)))E(G_A(B,SZ’—B§2>))

— oA e—(t—s))\2/2 e(t—s)A2/2

_ ei)\XS )

Par conséquent, Xt est bien une martingale.

(b) Comme e*Xt | le théoreme d’arrét montre que
E(eMXinr) = o ¥o — g4

Si A > 0, le membre de gauche est borné par 1 puisque Re(iAXipr) < 0. On
peut donc prendre la limite ¢ — oco. Si A < 0, on peut appliquer un raisonnement
similaire & la martingale e =Xt Par conséquent on obtient

E(ei)‘Xt“) —e A,

(c) La densité de X, s’obtient par transformée de Fourier inverse,

1 [ . 1/ 1 1 1
_ = —|Al —1)\a:d)\:7 R I R
Jx. (@) 277/ e 27r<1+ix+1—ia:> 1+ 22)

—00

X suit donc une loi de Cauchy (de parametre 1).
2. Approche principe de réflexion.
(a) Bt(l) suit une loi normale centrée de variance ¢, donc sa densité est
1 e—m2/2t )
V2mt

(b) Le principe de réflexion implique

) @ _ 1 A
P{r <t} =2P{1+ B, <0}:21P>{B1 <_\/%}:2/ 7 dy
—00 e

ce qui donne pour la densité de 7

d 1
—P{r<tl=———=e /2
dt { ) V273
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(c) La densité de X, = BY vaut donc

/OO 1 IRV Sy dat 1 /OO e~ (I+a?)/2t Y 1
e e = — - dt=—"—
0o V2rtd V27t 2m Jo t2 7T(1 -+ 952)

ou on a utilisé le changement de variable u = 1/¢.

3. Approche invariance conforme.

(a) On vérifie que f/(z) # 0, que f admet une réciproque, et que |f(x)| = 1 pour x
réel.

(b) Le lieu de sortie du disque DD du mouvement Brownien issu de 0 a une distribution
uniforme, par symétrie. Par le théoreme de transfert, la loi de X est alors donnée

par
1 1

P XT = — / = — .

{X: e dx} 27r|f(:1c)|d3: Tt 29) dz

A.6 Exercices du Chapitre 8

Exercice 8.1

1. X, étant l'intégrale d’un processus adapté, on a E(X;) = 0.

Par conséquent, I'isométrie d’Itd donne Var(X;) = E(X?) = fg e?ds = L[ —1].
Enfin, par linéarité E(Y;) = 0 et par bilinéarité Var(Y;) = e~ Var(X;) = 3[1 — e~ %].

2. Etant des intégrales stochastiques de fonctions déterministes, X; et Y; suivent des lois
normales (centrées, de variance calculée ci-dessus).

3. La fonction caractéristique de Y; est E(e*¥) = e—u?Var(Y1)/2_ Elle converge donc vers
e—u?/4 lorsque t — oco. Par conséquent, Y; converge en loi vers une variable Y, de loi
normale centrée de variance 1/2.

4. La formule d’Tté avec u(t,r) = etz donne

1
2

dY; = —e ' Xydt + e 'dX; = ~Y;dt + dB; .

Y; est appelé processus d’Ornstein—Uhlenbeck.

Exercice 8.2

1. Xy étant l'intégrale d’un processus adapté, on a E(X;) = 0.
Par conséquent, l'isométrie d’It6 donne Var(X;) = E(X?) = Ots2 ds = 3.
2. X, suit une loi normale centrée de variance %t‘g.
La formule d’It6 avec u(t,x) = tx donne d(tBy) = By dt + t dBs.
4. Comme By ds = d(sBs) — sdBs, on a la formule d’intégration par parties

©w

t t
Y;j = / d(SBS) — / Sst = tBt — Xt .
0 0

Y} suit donc une loi normale de moyenne nulle.
5. (a) Comme E(BsB,) = s Au,

t t t t
E(Y?) =E /BSBU dsdu:/ /(s/\u) ds du
0 JO 0 JO
u t

t tr 1
:/ / 3d8+/ uds du:/ “u? 4+ ut —u? | du= =13 .
o LJo u 0 L2 3
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(b) Pour calculer la covariance, on introduit une partition {¢;} de [0, t], d’espacement

1/n. Alors
COV(_Bt7 Xt) = E(BtXt)
t
:E/ sB; dBg
0
= lim >tk aB(Bi(Bi, — By,_,))
k
= lim Zk:tk—l(tk —lp—1)
t
1
= / sds = =t% .
0 2
Il suit que

1 1
Var(Y;) = Var(tB;) 4+ Var(X;) — 2cov(tBy, X¢) = 2 + =3 — 2t cov(By, X;) = =3 .
3 3

Y; = tB; — X; étant une combinaison linéaire de variables normales centrés, elle suit
également une loi normale centrée, en 'occurrence de variance +3/3. Remarquons que
Y; représente l'aire (signée) entre la trajectoire Brownienne et I'axe des abscisses.

Exercice 8.3

1. En complétant le carré (y — y%/20% = 02/2 — (y — 0%)%/20?), il vient
_y2/202 —(y—62)2 /202
E(e") = <><>eyey/t7 52/2 00 o—(y—0?)%/20
—0  V2mo? —o  V2mo?
2. p(s) étant adapté, on a E(X;) = 0 pourvu que ¢ soit intégrable. L’isométrie d’It6
montre que

dy:e dy2602/2 i

t
Var X; = / o(s)*ds =: ®(t) ,
0

pourvu que ¢ soit de carré intégrable.
3. Soit t > s > 0. La différence X; — X, = fst ©(u) dB,, est indépendante de Fj, et suit
une loi normale centrée de variance ®(t) — ®(s). Par conséquent,

E(eXt ‘-Fs) _ E(eXs e Xt—Xs ’]:S) — oXs E(eXt*Xs) — o(@(t)—%(s))/2

en vertu de 1., ce qui équivaut a la propriété de martingale pour M;.
4. Soit v > 0. En remplacant ¢ par ¢ dans la définition de X;, on voit que

J2
Mt(w = exp{'th - 2/ ©(s)? ds}
0

est également une martingale. Il suit que

IP’{ sup X; > )\} = IP’{ sup ?%s > e'y)‘}

0<s<t 0<s<t

_ p{ sup M) 72/ 5 ew}

0<s<t

< P{ sup M) > ewm%aw}

0<s<t

< oV (1) /2= E(Mt(v)) :
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la derniere inégalité découlant de I'inégalité de Doob. Comme E(th) = 1 par la
propriété de martingale, le résultat suit en optimisant sur -y, c’est-a-dire en prenant

v =A®().
Exercice 8.4
1. Soit t =tg(n) = k27" et N = |2"T'|. Alors

T N B, +B
/ B, odB; = hmZ%ABk
0

n—00
k=1

N
L.
- QnILHOlo;(BEk - Bt2k71)

=-B2.
2T

2. On choisit une partition ¢;(n) comme ci-dessus. Alors les processus

N
)~ 9( X)) +9(Xy, )
xM =3 ; AB;

ol
—_

Y;t(n) = 9(X,_,)ABy

E

k=1

avec N = N(t) correspondant & Uintervalle de la partition contenant ¢, convergent
respectivement vers X; et Y; lorsque n — oco. Leur différence s’écrit

1 N

X =Y = 530X — (X)) ABy
k=1

La formule de Taylor implique

g(th) - g(th—l) = g,(th—1)<th - th—1) + O(th - th—1) .

i
th — th71 = / g(XS) O dBS

tk—1

— (X, )ABy + / " [9(X0) — 9(Xu_,)] 0 dB,

tr—1
= g(th_l)ABk + O(tk — tk—l) .
On en conclut que
9(Xp,) = 9(Xe, ) = ¢' (Xt )9(Xe,_,)ABy + 0(ABg) + 0(ty — t—1) -
)

En substituant dans I’expression de Xt(n) - Yt(n , on obtient donc

XM -y = SN[ (X )9(Xe )AB} + 0(AB2) + o((ty — ty-1)ABy)] -
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En procédant comme dans la preuve de la formule d’It6, on peut remplacer AB,% par
Aty, et il suit

t
lim [x — v = L /0 ¢ (X)g(X,)ds

n—oo 2

A.7 Exercices du Chapitre 9

Exercice 9.1

2.

dY; = —a(t) e *® X, dt + e M dX,
=W p(t)dt + e W ¢(t) dB; .

3. En intégrant, il vient
t t
;=Y —I—/ e~ ) p(s) ds —i—/ e~ ) ¢(s) dB, ,
0 0
puis, comme X = Y,

t t
X; = Xoe*® 4 / =) p(s) ds + / =) ¢(5) dB, .
0 0

4. Dans ce cas, a(t) = —log(1 +t), donc e®®) = (1 +t)~! et

t1 1 B
th/ ts dB, = 2t
o 1+tl+s 1+t

Exercice 9.2

La formule d’It6 donne
dX; 1 Xy

Viox?  2(1-xp)pP

Par conséquent, X; = sin(B;) pour tous les t < inf{s > 0: |B,| = 7 }.

dy; = dX? =dB; .

Exercice 9.3

1. Avec a(t) =log(1 —t), il vient

t
1
Xt:a(l—t)+bt+(1—t)/ —aB,.
0

— S

2. Par 'isométrie d’It0,

Var(X;) = (1—t)2/0 (1_15) =

Par conséquent, Var(X; —b) — 0 lorsque t — 1_, donc X; — b dans L? lorsque t — 1_.

2ds:(1—t)2[1—1] e
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3. Comme M; est une martingale, M? est une sous-martingale, et I’inégalité de Doob
nous permet d’écrire

P{ sup (1 —t)| M| > E} < IP’{ sup | My| > 2“5}
1-2-ngt<1-2-n—1 1-2-ngt<1-2- -1
= P{ sup M? > 22”62}
1_277L<t<1_27n71
1 2
= 8222nIE(]\/Il—2—"—1)
< 2
S og2on
Soit alors I’événement
A, = {w: sup (1 —t)| My >2_”/4} :
1-2-n<t<1—2- -1

Nous avons P(A4,) < 2-27"/2, qui est sommable. Le lemme de Borel-Cantelli montre
alors que

IP’{ sup (1 —t)| My §2"/4,n—>oo}—1,

1-2-ngtgl1—2—n—1

et donc que (1 —t)M; — 0 presque strement lorsque ¢ — 1_. Par conséquent, X; — b
presque stirement lorsque ¢t — 1_.

4. On a Xg = a et X7 = b presque strement. De plus, les incréments de X; sont
indépendants et gaussiens. La seule différence par rapport au mouvement Brownien
est que la variance de X; — X est donnée par (1 —t) — s(1 — s) au lieu de ¢ — s.

Exercice 9.4

—ax+a’t/2

En appliquant la formule d’Ité a Fy = u(t, By) avec u(t,x) = e , on obtient

1 1
dF, = §a2Ft dt — aF, dB; + §a2Ft dB?
= OéQFt dt — OéFt dBt .

Soit alors Xy = FY; = u(Fy,Y:). On applique maintenant la formule d’It6 a plusieurs
variables, avec la fonction u(z1,z2) = x1x2. Cela nous donne

dX; = F,dY; + Y; dF, + dF; dY;
=rF,dt + aF,Y; dB; — aF,Y; dB; + o*F,Y; dt — o’ F,Y; dt
= ’I"Ft de .

Comme Xg = FyYy = 1, on a donc
t
thl—i—r/ Fyds,
0
et finalement

t
0
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A.8 Exercices du Chapitre 10

Exercice 10.1

1.

o 1 0? . 0 10%p
L:—x%+§w, Lp:%(xp)+§@.

2. On trouve L*p = 0. Par conséquent, p(x) est une solution stationnaire de I’équation

de Kolmogorov progressive (ou de Fokker—Planck) d;u = L*u, ce qui signifie que c’est
une mesure invariante du systeme : Si X suit la loi p, alors X; suit la méme loi pour
tout ¢ > 0.
Remarquons que p est la densité d’une variable aléatoire normale, centrée, de variance
1/2. Nous avons déja obtenu dans 'exercice 8.1, que p est la loi asymptotique de
la solution de la méme EDS avec Xy = 0. En fait on peut montrer que pour toute
distribution initiale, la loi de X; tend vers la distribution stationnaire p.

Exercice 10.2

1.
1 5, 0%
=_—z'—.
2" 0z
2. On a Lu = 0 si u”(z) = 0, dont la solution générale est u(z) = c1z + ca.
3. On sait que u(z) = P*{r, < 7} est solution du probleme

L

Lu(x) =0 pour z € [a,b],

En substituant la solution générale dans les conditions aux bords, on peut déterminer
les constantes d’intégration c; et co, d’ou la solution

h—
P71, <7} = b—z )
Exercice 10.3
1. )
0 1,0
L=rz—+ a2~ .
mj@x + 2" 0z2

2. En substituant, on obtient Lu(z) = ¢17(r + (v — 1))27, donc Lu = 0 a condition de
prendre v =1 — 2r.
Remarque : La solution générale s’obtient en observant que v(x) = u/(z) satisfait
I’équation
V' () 2r

que 'on peut intégrer.
3. Dans ce cas, on a v > 0. En procédant comme a I’exercice précédent, on obtient
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Comme a” — 0 lorsque a — 0, il suit que
T\
]P)‘T{Tb < T()} = <5> .
La probabilité que X; n’atteigne jamais b est donc 1 — (X/b)7.
4. (a) Dans ce cas, on a 7 < 0. En procédant comme a ’exercice précédent, on obtient
¥ —bY

P1, < 1} = ey

Comme a” — +oo lorsque a — 0, toutes les autres grandeurs étant constantes, on
obtient en faisant tendre a vers 0

IPI{T() < Tb} =0 VY E]a, b[ .
(b) L’équation Lu = —1 donne o« = —1/(r — 1/2) et la condition au bord donne

B =logh/(r—1/2).
(c) C’est précisément la solution du probléme ci-dessus, donc

B (n) = - _11 s log<z> .

Cela montre que les solutions tendent & croitre exponentiellement. En effet, on a
E*(1p) = T pour

b=z VAT

Exercice 10.4
1. Par variation de la constante,

t
X, =xze! +U/ e (t=9) dB; .
0

2. Le générateur infinitésimal L de X; est

2 32

3. En admettant que 7 est fini presque strement, la formule de Dynkin implique que
h(z) = E*(1,(X,)) satisfait le systéme

—xh/(z) + %h"(m) =0 poura <z <b,
h(a) =1,
h(b) = 0
Soit g(x) = h/(x). On a
2
g'(x) = —ug(x),
o

dont la solution générale est, par séparation des variables,

2/0.2

g(z) =ce”
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Il suit que
h(z)=1 —|—c/ v’/ dy ,

et la condition h(b) = 0 implique

1

b 2 2 ’
/ eV /7 dy

On peut écrire la solution sous la forme

b 2 2
/ eV /7 dy
hz) =22

N b 2 2 .
/ eV /7 dy

4. Lorsque ¢ — 0, chaque intégrale est dominée par la valeur maximale de y dans le
domaine d’intégration. Il suit que pour a < x < b,

C = —

2 /o b2 /o2
h(z) ~ % .
ea?/o 4 eb /o
Par conséquent,
e silal > b, h(z) — 0;
o sia=—b, h(z) = 1/2;
o silal <b, h(z) — 1.

Exercice 10.5

1. (a) Soit ¢(z) = z. Alors (Lp)(z) = f(z)¢'(z) + 2g(2)%¢"(z) = f(z), et par la
définition du générateur,

_ E*(X)) -z
Jim =2~ (Lo)@) = f(@)

Ainsi le coefficient de dérive f(z) s’interpréte comme la dérivée de la position

moyenne.
(b) On a
d = d @ d
| oV ET (X)) (o7 X — | ET(Xe) 9k =T = | R Xt
e G | El I L G|
+ + +
d
= —ya [EI(Xt)} e 1Tl f 77 (L ew)(m)
t=04
—YT X 1 xX
= @)+ e F @ 4 gl
1
= -7g(x)?
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(c) Comme

%Em (ew[xt_mxt)]) L:O+ _ kgo Z:(EEIGXt B Ex(Xt)]k) ‘

on obtient, par identification terme a terme des séries,

t=04

d 0 sik=1,

z x k .

B (B ] )| = qe@? sik=2,
0 sik>3.

En particulier, g(x)? s’interpréte comme la vitesse de croissance de la variance du

processus.

2. (a) Le processus Xt(N) étant linéaire sur 'intervalle [0,1/N], on a

T N
lim Er(xN) — )  ET(X{y o)
h—0.4 h N 1/N
Ev(N—oy M) - N-oy)
1/N
— N_OH_l’U(N)(NaZC) )

y=N%x

De méme, on obtient

b ER(GY — EROGM)
1m
h—04 h

— N—ka—l—lml(fN)(Nax) ]

(b) En vertu du point 1., il faut que
lim N~toMN)(Nog) = f(x) ,

N—oo

]\}gnoo N72a+1mgN)(Nax) — g(x)Q 7

A}im N_ka+1m§€N) (N“z) =0, k>3.
—00

3. Dans ce cas on a vM(y) = 0 et m,(CN) (y) = 1 pour k pair et 0 pour k impair. En

prenant o = 1/2, les conditions sont donc satisfaites avec f(x) =0 et g(z) = 1.

4. On a 5
v(N)(y)Z(y—l)%+(y+1)(1—%)—y=1—ﬁy

et
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La diffusion limite est donc le processus d’Ornstein—Uhlenbeck

dX; = -2X;dt+dB; .

Exercice 10.6

1. X; est la proportion de temps avant ¢ pendant laquelle le mouvement Brownien est
positif. Le résultat montre qu’elle est indépendante de ¢, ce qui est une conséquence
de I'invariance d’échelle du mouvement Brownien.

2. La propriété différentielle du mouvement Brownien montre que By, est égal a t=1/2B,
en loi, donc que 1¢p, -0} est égal a 1¢p -0y en loi. Le changement de variable s = tu

montre que

1 t 1
Xt = t/o 1{Btu>0}th=/0 1{B,,>0y du

qui est égal a X7 en loi.
3. On a v(t,0) = E(e ™ Xt) = E(e=MX1). Par conséquent

0 1
—E —(p+AX1)t t=F —— ).
gp(O) /() ¢ d p+ )\Xl

4.
Ov 1 0%
a(t»ﬂf) = 5@(@@ — Mpsoyv(t, @) .
5.
* 92y
" _ —pt
g,(z) = ; @(t,:n)e Pt dt
= 2/ —(t,x)e Ptdt + 2)\1{$>0}/ v(t,z)e Pt dt
o Ot 0
00 o0
= 2u(t, ) efpt‘o + Qp/ v(t, @) e Pt dt + 2X 1 {5 01.9p(2)
0
= =2+ 2pg,(z) + 2M (503 9p(7) -
On a donc I'équation différentielle ordinaire
") = 20+ Ng(x)—2 siz>0,
r 2pg(x) — 2 six<0.
Considérons séparément les équations sur R et R_. Les équations homogenes ad-
mettent les solutions linéairement indépendantes e¥+% et e 7+% ol v = 1/2(p + ) et
v— = +/2p. De plus chaque équation admet une solution particuliere constante, égale
a Ay =1/(p+ A), respectivement A_ = 1/p.
6. Pour que g, soit bornée, il faut que By = C_ = 0. La continuité de g, et g;) permet

de déterminer B_ et C'y. En particulier

A VPEA- P

G VTRt N VBN
Il suit que ) )
MO S T
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7. Nous avons
oo

1 1 n n
7 =00 =51 ) = SOV ERD.

L’identité montre que

1t z"
E(XT) = / ——dz
R =
pour tout n > 0, donc que X; admet la densité 1/4/x(1 — ). Le résultat suit en
intégrant cette densité et en utilisant I’égalité en loi de X; et X;.
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