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TD M4-5 – Option Physique Mathématique

Série 2 – Fonctions de Lyapunov

Exercice 1

On considère le pendule amorti:

θ̈ + αθ̇ + sin θ = 0, α > 0.

1. Montrer que l’énergie

E(θ, θ̇) =
1
2
θ̇2 − cos θ

est une fonction de Lyapunov pour l’origine. Que peut-on en conclure?
2. Améliorer ce résultat à l’aide d’une fonction de Lyapunov de la forme

V (θ, θ̇) =
1
2
(
θ̇2 + βθ̇ sin θ − γ cos θ

)
.

Indication: Annuler le terme en θ̇ sin θ de V̇ .

Exercice 2

On considère les equations de Lorenz:

ẋ = σ(y − x),
ẏ = −xz + rx− y, r > 0, b, σ > 0.
ż = xy − bz,

En utilisant une fonction de Lyapunov de la forme

V (x, y, z) =
1
2
(
x2 + βy2 + βz2

)
,

donner des conditions suffisantes pour que l’origine soit globalement asymptotiquement
stable.
Rappel: 2xy 6 x2 + y2 pour x, y ∈ R .


